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I. 


Ein  neuer   Beweis  des   vom  Herrn  Oberlehrer  II ar- 

nischinacher'*')  mhgethcilten  Lehrsatzes  über  einen 

merkwürdigen  Punkt  des  Dreiecks. 

(Archiv,  Band  XLII.  S.iM).) 


Von 

Herrn  ff^.  Mink, 

Oberlehrer    in    Crefeld. 


Des  leichteren  Verständnisses  wegen   sei    der   Ijehrscitz   hier 
wiederholt : 

Lehrsatz.  Die  Geraden,  welche  die  Kckeii  eines 
Dreiecks  mit  den  Punkten  verbinden,  in  welchen  die  ge- 
genüher liegenden  Seiten  von  den  zus^ehörigen  äusseren 
Berti hrungskreisen  tangirt  werden,  schneiden  sich  in 
einem  Punkte  T,  welcher  mit  dem  Schwerpunkte  5  und 
dem  Centrum  O  des  inneren  Berührungskreises  in  einer 
geraden  Linie  liegt,  und  zwar  so,  dass  TS  =  2SO  ist. 

Beweis.  Die  Seiten  ßC,  ACy  AB  des  Dreiecks  ABC 
(Taf.  I.  Fig.  1.)  seien  der  Reihe  nach  mit  a,  b,  c,  ihre  halbe 
Summe  mit  s  bezeichnet;  ferner  seien  P,  Q,  R  die  zugehörigen 
Berührungspunkte  der  äusseren  ßerührungskreise,  also  AP,  BQ, 
CR  die  im  Satze  bezeichneten  Transversalen.  Alsdann  ist  he- 
kanntermassen  **) : 


*)  Uebff  den  erritrn  Erfinder  dieses  SüI'/ik  k.   T.  VLII.  S. 352.       G. 

**)  Siehe   unter    Andern    Kramp,   «^l^inens  de  «j:(''omijtr ie.  p.  115 
■.  a.  f.  oder  Föfk  temann,    Lehrbuch   der   Ckoonictrie,    I.  Tlicil 
8.  140.  u.  g.  f. 


Tlicii  MJII.  1 


i 


•    -  •  • 


•  •  •  •     • 

•  -  '   • 


*/  Miliar,  ^fAef'ßekf'eiy 

/!'  •  i      m'   *      •    •  •  •         • 

CQ=s-a,  AQ=zs-^c, 

AR  =  9—b,  BR^zs'-a. 

Hieraus  ergibt  sieb  auf  der  Stelle: 

BP.CQ.AR-CP.AQ.BIi, 

also  scbneiden  sich  jene  Transversalen  in  einem  Punkte. 

Um  nun  zu  zeigen,  dass  dieser  Punkt  T  mit  dem  iSchvver- 
punkte  S  und  dem  Mittelpunkte  O  des  eingeschriebenen  Kreises 
in  einer  Geraden  liegt,  und  dass  ST=z^SO  ist,  seien  diese  drei 
Punkte  construirt  und  noch  die  Geraden  OS^  TS,  OD,  Db\  wo 
F  die  Mitte  von  AT  sein  soll,  ferner  CG  parallel  AP  bis  zum 
Durchschnitt  mit  der  verlängerten  BQ  gezogen. 


Da  nun 


BP  =  $^c=i  — 


tt  +  6  — c 


BD=la,     BE  = 


HC 


ist,  so  hat  man 


ED=BD-BE  =  ia-j^  =Sl^'l; 

0  +  c       2(6  +  €i) 


also 


Es  ist  aber  auch 

flC 

EOiOA^T-.     :c  =  aifß  +  c  f 

6+17 

folglich 

ED:DP=EO:OA, 

daher  OD  parallel  AP. 

Ferner  ergibt  sich  ans  den  ähnlichen    Dreiecken  Al'Q   und 
QGC,  so  wie  BGC  und  BTP: 

AT:GC  =  AQ:Qt\ 
GC:TP=BC:BP: 


also 


AT;TP=  BC.  AQiQC,  BP, 


\ 

'  «der 


des  Sattes  in  Theit  XLIl.  Nr.  VIII.  ,) 


AT:TP=za{»-c):{s  —  a){t~c) 

\  ■  =^ :  s  —  a 

h  ■ 


=  a: 


\    Daher  ist: 


l 


oder 
l  AFiFP^a.b\c\ 

\    mithin 

\  ED:DP=zAl:FP, 

^  folglich  DF  parallel  AE, 

Da  demnach  AODF  ein    Parallelogramm,  so  ist  OD  :=^  AF 
z=z\AT;  eB  ist  aber  auch  SD  =  \AS  uod  ^ ODS  =  ^SA  1\  folg- 
;   lieh    Dreieck    ODScoTAS.     Daher  ist  j^OSD  =  j^TSA\  es 
bilden  mithin  die  Geraden  OS  und  kST  eine  einzige  Gerade  und 
es  ist  .Sr=20.S. 

Zusatz.     Zieht  man  noch  durch  T  und  />  eine  Gerade,  bis 
>.sie  die  verlängerte  AE  in  H  trifft,  sodann  Bli  und  f70.  so  folgt 
aus  dem  vorhin  Bewiesenen: 

1)     TD  =  />^, 

2)    AH=^2FD  =  2AO,    also     AO=zO/i. 

Es  daher  SO  eine  Mittellinie  des  Dreiecks  ABU,  OT  eine 
Mittellinie  des  Dreiecks  ATH  und  TZ>  eine  Mittellinie  des  Dreiecks 
BTC  Da  sich  nun  iBC  und  T^  gegenseitig  halbircn,  so  ist 
BHCT  ein  Parallelogramm,  und  daher 

3)    BH^CT    und     CU=BT. 

Diese  Relationen  geben  ein  bequemes  Mittel  an  die  Hand, 
die  Entfernungen  des  Punktes  T  von  den  Ecken  J,  B  und  (2  des 
Dreiecks   zu   berechnen.     Da  nämlich   im   Dreieck   ABU  bekannt 

ist:  AB  =  c.  ^O^zz-^-^'"^-^  und  Ä0«  =  ^^^-^*),  so  erhalt 
in  durch  Einsetzung  dieser  Werthc  in  die   bekannte  Gleichung 


')  F  ö  r  s  L  c  III  ii  n  n  a.  a.  O.  p.  1 16. 
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$  S 

oder  nach  einigen  Redactionen: 

cr«= -t(fl-^)*+c('-c)^ 

und  analog: 

ß7'«  =  *{(o-c)*  +  6(«-*)|. 

AT*  =  -{ib-c)*  +  a(t-a)\- 
Ist  a=:6,  so  verwandeln  sich  die  vorstehenden  Ausdrucke  in. 

C3r»=y(*-C). 

Im  gleichschenkligen  Dreiecke  sind  also  die  Entfernungen 
des  Punktes  T  von  den  Endpunkten  der  Grundlinie  gleich,  und 
es  verhSit  sich  das  Quadrat  seiner  Entfernung  von  der  Spitse 
zum  Quadrate  der  Grundlinie,  wie  der  Ueberschuss  des  halben 
Urofangs  über  die  Grundlinie  zum  halben  Umfang. 

Ist  a  =  6  =  C9  so  ergibt  sich  aus  den  obigen  Gleichungen: 

AT=zßT=:CT=aVlf 

wie  dies  auch  sein  muss,  da  im  gleichseitigen  Dreieck  der  Punkt 
T  mit  dem  Durchschnittspunkte  der  Höhen  zusammenf%llt. 

Will  man  die  Entfernungen  des  Punktes  T  von  den  Ecken 
A,  B  und  C  durch  den  Radius  R  des  umschriebenen  Kreises, 
den  Radius  r  des  eingeschriebenen  und  die  Winkel  des  Dreiecks 
ausdrücken,  so  hat  man  in  die  Gleichung 

die  bekannten  Ausdrücke  (siehe  Archiv  Tbl.  XXXVl.  S.334.): 
AO=iiRs\u\BBm\Cy    BO=i  iRs\fi\Csm\A, 

so  wie 

ABz=iiRBm\Ccos\C 
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«nnwetsen  und  bei  deo  Reductionen  die  Relationen  zu  benutzen, 
welche  der  Herausgeber  des  Archivs  am  Schlüsse  seinei' Abband- 
lug  Ober  die  Entfernungen  der  merkwürdigen  Punkte 
des  Dreiecks,  Archiv  Tbl.  XXXVI.  S.325.  u.s.f.  mitgetheilt 
hat.     Man  erhält  auf  diese  Weise : 

CT^  =  a2R«sin4ß»sin4C*+32Ä«8in4C«8in4il«-16Ä»sin4r:^os4C* 
=  16Ä«sin4C«(2sini^*  +  28in4l^«— cosJC«) 
=  16l?«sin4C«(2sin4^*  +  28in4Ä*  +  28in4C«— 1— einiC«) 
=  l6l2*sin4C^2--48in4/lsin4ßsin4C~l  — sin4C>) 
=  16A<8in4C*(cos4C«— 48m4^sin4fi8in4C) 
=  4Ä«sinC«— 16/?r8in4C2. 
Folglieh  ist  analog: 

BT^  =  iR^6\n  B^  "  löArsin4^ 
und 

Wenn  A  =  B,  so  wird  offenbar  AT*  =  BT^,  also  AT=  BT 
■nd 
I  CT*  =  4l2«sin2^*--  ^Rr  cos  A\ 

I 

Wenn  A=:  B=^  C,  so  geben  die  obigen  Gleichungen: 

AT=iBT=zCT=iR, 

wie  es  auch  sein  muss. 

Auch  die  Entfernung   OT  lässt  sich  mit  Hiilfe  des  oben  Be- 
wiesenen flnden.    Zu  dem  Ende  ist  nach  bekannten  Sätzen: 

20T*=AT*+  Tm—IAO^ 

z=zAT*  +  2BT*i^WT*  -  BC^'-'IAO^ 

=  2AT*  +  2BT*  i  'ICT^-^AT^—  ÄC«— 2.40«, 
also 

Or«=  AT*+  BT*  +  CT^—iAT^-iBC*^  AO*, 

oder  durch  Einsetzung  der  entwickelten  Ausdrücke: 
OT^  =  4Ä«(8in^«+«iin  Ä^+sln  C«)-J6Är(8in4^H8in4Ä*+8»n4C'«) 
—  4Ä*sin.4*+  8l?rsin4^^—  16Ä«sin4Ä«8in4C« 
He   beiden    ersten  Glieder  dieses    Aggregats  sind  symmetrisch 
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und  verwandeln  sich  mit  Hüire  der  Relationen  der  oben  an^e- 
fiihrten  Abbandlunc;  des  Herrn  Herausgebers  leicbt  in 

8(Ä  —  r)«  +  8Ä«cos  A  cos  l/cos  C 

leb  setze  der  Kürze  wegen  diesen  Tbeil  gleicb  M  und  bilde, 
um  aucb  die  drei  letzten  Glieder  des  Aggregats  umzuformen,  durch 
gebiirige  Vertauscbnng  der  Buchstaben  die  folgenden  drei  Glei- 
chungen : 

OT^  =  /!/  — 4Ä*Mny|2  +  8Ärsin4^«— l6/^2siniß«siniC2, 
07'«  =  J/— 4/Z«sin^+8«rsinii?*-  16/2«sini^«siniC*, 
Or«  =  if/  — 4Ä«sinC«  +  8/;rsiniC«-16Ä2sinJ/|2sin4ß« 

Also  ist 

aor«  =  3^-  4Äa(sin  A^  +  sin  Ä«+  sin  C«) 

+  8Är(sin  \A^^  sin  JA«  +  sin  4C«) 

-  16Ä*(sin  4/4*sin  4ßa+sin  4^«sin  iC'^+sin  iÄVmJC«) 

=  3;i!f  —  8/2«(  1  +  cos  .4  cos  Ä  cos  O 
'     -f-8ßr(l  -2sinMsin4ßsiniC) 
— 8Ä«(sin4^»  +  siniÄ«  +  sin  JC*)« 
f  8Ä«(sin4^*  +  8in4Ä*+sin4C*) 

=  3il#— 8Ä«— 8/2«cos^cos£?cosC' 
+  8//r  -  4r« 
-8122(1  — 2  sin  i/4  sin  4fi  sin  iO« 

=  SiV — 8ß2— 8Ä2COS  /Icos  Äcos  C 

+  8/?r  — 4r« 

— 8Ä«  +  8/?r-2r* 

+  4A*«  — 4/?r— 4/2«co8^icosÄco8f; 
=  :3;ir  -  12/2«  +  12/2r  -  ör«  -  12Ä«co8  ^  cos  /^  cos  C\ 
folglich : 
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Or«=»-4Ä«  +  4Är-2r«-4Ä«co8  2lco8Äco8C 

=  ilf— 2«»  +  4l?r  -  2r« -2Ä«-4l2«co8  2lcosi?cos  C 

=  M^2{R-  r)»— 2ß«(l  +  2co8  A  cobBcob  C)  , 

ond  schliesslich,  ivenii  man  fOr  M  seinen  VVerth  setzt. 

Or»  =  8(Ä  —  r)*  +  8l2«co8 /l  008  Äcos  r— 2(Ä— r)« 

— 2/Z«(l  +  2cos  i^cos  ficos  C) 

=r6(Ä— r)*— 2/Z«(l— 2cos^cosfico8C), 
in  UebereinstimmuDg  mit  dem  bekannten  Resultate. 


■I. 

Losung  der  ThI.  XLII.  S.80.  ff.  behandelten  geometri 
sehen  Au%abe  durch  Zurückführung  auf  eine  Dreiecks 

construction. 

Von 

Herrn  Carl  Schmidt 

in  Spremberf^. 


Das    Archiv  bringt   in  ThI.  XLII.   Heft  1.  unter  Nr.  Vli.  die 
geometrische  und  algebraische  Auflösung  einer  Aufgabe,  die  ge- 
wiss vielseitiges  Interesse  erregt  haben  wird.     Die  Aufgabe  selbst, 
\   imgleichen  ihre  algebraische  Lösung,  ist,  wie  sich  bei  derselben  an- 
t  geführt  findot,  den  in  Graz  1853  erschienenen  Materialien  zum 
V   Gebrauche  bei  und  nach  dem  Unterrichte  in  der  höheren 
Analysis  von  Joh.  Rogner  entnommen,  woselbst  sie  als  Nr. 657. 
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erscheint.  Hiernach  darf  man  mit  Recht  vermuthen,  dieselbe 
werde  cinjer  p;eometri sehen  Losung  Schwierigkeiten  bieten.  Der 
Reiz,  eine  solche  ohne  Kenntnissnahme  der  mitgetheilten  Losung 
auf  dein  Wege  der  geometrischen  Analysis  aufzufinden,  wird 
noch  dadurch  erhübet,  dass  der  gegebenen  Losung  eine  geome- 
trische Analysis  nicht  vorangestellt  ist.  Indem  ich  die  Aufgabe 
in  diesem  Sinne  eingehender  behandelte,  boten  sich  mir  einige 
merkwürdige  Relationen  dar,  die  an  sich  schon  —  etwa  in  der 
Gestalt  von  Lehrsätzen  —  Beachtung  verdienen,  fflr  die  gegebene 
Aufgabe  aber  eine  ganz  leichte  Auflösung  vermitteln,  indem  sie 
dieselbe  auf  die  Construction  eines  Dreiecks  aus  Grundlinie,  Sei- 
tendifferenx  und  (rechtem)  Winkel  an  der  Spitze  reduciren.  Alebr 
um  jener  Relationen  willen,  als  der  Lösung  selber  wegen,  tbeile 
ich  das  Folgende  mit,  da  die  vom  Herrn  Oberst  von  De  wall  ge- 
gegebene Auflosung  der  meinigen  an  Eleganz  und  Geschlossen- 
heit voranstebt  und,  trotzdem  die  Figur  dem  oberflächlichen  Blicke 
complicirt  erscheinen  könnte,  doch  einfach  ist.  Der  Bequenilicli- 
keit  wegen  schreibe  ich  die  Aufgabe  hier  noch  einmal  nieder, 
wie  sie  aus  Rogner  entnommen  ist. 

In  dem  Durchmesses  AB  (Taf.  1.  Fig.  2)  eines  Halbkreises, 
dessen  Mittelpunkt  C  ist,  ist  ein  Punkt  P  gegeben:  man  soll  in 
ABt  zwischen  A  und  P,  einen  solchen  Punkt  Q  bestimmen,  dass, 
wenn  man  von  Q  aus  mit  QP  in  der  Fläche  des  gegebene::  Halb- 
kreises einen  neuen  Halbkreis  beschreibt  und  an  diesen  von  A 
aus  eine  Tangente  AH  zieht,  das  Segment  GU  derselben,  wel- 
ches zwischen  dem  Berührungspunkte  G  and  dem  Umfange  des 
gegebenen  Halbkreises  liegt,  gleich  dem  Segmente  PB  ist. 

Die  Aufgabe  lässt  sich  auch  folgend ermassen  einkleiden: 

Ueber  einer  gegebenen  festliegenden  Hypotenuse 
AB^  in  welcher  der  Punkt  P  bestimmt  ist,  soll  ein  recht- 
winkliges Dreieck  construirt  und  dazu  in  der  Hypote- 
nuse ein  Punkt  Q  bestimmt  werden,  so  dass  die  Paral- 
lele QG  mit  der  Kathete  BH  dem  Hypotenusenabschnitt 
QP,  der  Kathetenabschnitt  GH  aber  dem  Hypotenusen- 
abschnitt PB  gleich  werde. 

Geometrische  Analysis.  Angenommen,  Q  sei  der  ge- 
suchte Punkt  in  der  Hypotenuse  AB  und  ABH  das  verlangte 
rechtwinklige  Dreieck,  also  die  Parallele  QG  =^  dem  Abschnitt 
QP  und  GH=zPB. 

Wenn  man  QT  paralli^l  GH  legt,  so  ist: 

TH=QG  (I) 


/ 
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and  QTz=i  GH.  Wenn  man  ferner  QA  auf  BT  von  B  aus  als 
Bü  abschneidet,  so  dass 

BV=:QA  (2) 

wirdy  und  von  V  auf  i^i?  die  Senkrechte  UV  nillt,  so  ist 
^ÄC7F^  AQ-4G,  also  i?F=  QC  und  Ft7=  C/l.    Da  nun 

BQ=BP-\^PQz=z  Gii+  QG  angenommen  und 

BV  =  QG  erwiesen  ist^  so  bleibt 

BQ^BVz=QV=zGH, 
also  auch 

Wenn  man  nun  QU  zieht,  so  ist  WQV^  VQT,  also  UV=  VT, 
und  da  VV=GA  erwiesen,  so  ergibt  sich  auch 

VT=GA.  (3) 

Fasst  man  nan  (I),  (2)  und  (3)  zusammen,  so  ist 

TH+BÜ+VT=QG+QA  +  GA, 

d*  h.  die  Kathete  BH  ist  gleich  der  Summe  der  drei 
Seiten  des  durch  die  Parallele  QG  abgeschnittenen 
Dreiecks  QAG. 

Setzt  man  jetzt  in  der  Summe  der  drei  Seiten  statt  des  Sum- 
manden QG  wiederum  QP  ein,  so  crgiebt  sich 

BH=QP+QA+GA  =  AP+GA, 

für  die  Kathete  AU=  Gii+  GA  ergicbt  sich  aber,  wenn  man 
statt  des  Summanden  GH  gleichfalls  nach  der  Annahme  BP 
einsetzt : 

AH=iBP+GA. 

Beseichoen  wir  endlich  die  gegebenen  Segmente  BP  mit  a  und 
AP  mit  6,  so  ist: 

BH=  b  +  GA 

und 

AU  =  a  +  GA. 

Der  Unterschied  der  beiden  Dreiecksseiten  BH  und  AH  ist  also 
=  6  —  a  und  mithin  bekannt.  Man  hat  demnach  zur  Construction 
des  Dreiecks  ABH  die  Grundlinie  =a  +  b,  die  Seitendifferenz 
s=6 — a  und  den  rechten  Winkel  an  der  Spitze. 
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Auflösung.  Man  construire  über  AB  (Taf.  1.  Fig.  3.) 
dem  schon  gegebenen  Halbkreise^  der  den  rechten  Winkel  fas> 
einen  Kreisbogen,  der  einen  Peripheriewinkel  von  anderthalb  Rec 
ten  aufnimmt,  schneide  von  B  aus  die  Differenz  b  —  a=^B 
als  Sehne  BX  dieses  Kreisbogens  ein,  verlängere  BX  bis  zi 
Durchschnittspunkt  H  mit  dem  Halbkreise,  ziehe  HA,  mac 
HG  —  BP  =  a  und  ziehe  GQ  parallel  mit  HB,  so  ist  Q  d 
verlangte  Punkt  (der  Mittelpunkt  des  Kreises,  der  durch  P  ge 
und  die  Sehne  AH  als  seine  Tangente  in   Cr  berührt). 

Beweis.  HG  ist  =  BP=.  a  gemacht  worden,  und  QG  sie 
als  Parallele  mit  BH  senkrecht  auf  AH  Es  bleibt  also  n 
noch  zu  beweisen,  dass  QG  =^  QP  ist. 

AB  ist  =a  +  //,  AH=a  +  AG  und  BH=BX  +  XH 
h^a-y-XH.  Das  Dreieck  AHX  ist  bei  H  rechtwinklig,  und  d 
Winkel  bei  X  ist  als  Nebenwinkel  eines  Peripheriewinkels  v 
anderthalb  Rechten  gleich  einem  halben  Rechten,  der  Winli 
desselben  Dreiecks  AHX  bei  A  ist  also  auch  gleich  einem  h^ 
ben  Rechten  und  das  Dreieck  selbst  gleichschenklig  auf  A 
also  XH=AH=a  +  AG.  Hiernach  ist  BH  =  ö—a  +  a^A 
=10  + AG.    Im  rechtwinkligen  Dreieck  ABH  ist 

AB^=zAH^-i^Bm, 

da  nun 

AB=:a  +  b, 

AH=a+AG, 

BH=b  +  AG 

ist,  so  ergiebt  sich: 

a^  +  2ab+b^  =  a^  +  2a.AG  +  AG^  +  b^+2b.AG  F  AG^. 
ab=:(a  +  b).AG  +  AG*, 
ab=zAG.(a  +  b  +  AG). 
Es  verhält  sich  also 

oder 

AG:GH=AP:PB  +  BH 

W^ird  nun  BY^=>BH  gemacht  und  HY  und  GP  gezogen,  : 
sind  wegen  der  Proportion  AG:GH  =i  APiPV  die  Linien  G 
und  HY  parallel,  also  die  Dreiecke  GPQ  und  HYB  ähnlie 
and  da  letzteres  gleichschenklig  &u( HY  ist,  auch  ersteres  gleie 
scbenklig  auf  GP,  es  ist  also  QG  ss  GP. 


A«nirTkaD§  I.  Eine  IJisctidsinn  Art  verMhicrfcHCn  Fälle 
ihr  Jufgab«  [hI  brreltH  In  der  ßeliumtluiii;  ilurxelbcn  im  Ar- 
cWTniXMI.  Nr.  VN.  diircligorciIiTt  norde»  und  kann  diintm 
h\w  uiiterblcilicn.  Nur  du»  »ei  bemerkt,  Anas  tnt  die  Ln^ie  d«» 
Piitiktt«  P  mischen  A  und  dem  KreismillGlpuiikt  C,  Tür  nekhe 
d'ie  Seite nili Vi- rene  6~-a  iicftuliv  wird,  bei  der  rnnstruclion  die 
pB(ili?p  Differenz  n — ft=  liW  (Taf,  I.  Fin- 4.)  im  Su|ij>lenient«- 
UfFTi  10  (It-m  Kreial»ng«ti  von  andcrlhalb  fteclilen  aU  Sehne  ttX' 
«iugichnoldi^H  ist,  tiiie  fflr  dieson  Fall  beeondors  anifeleftte 
|eam«(rUcbe  Analysis  giebt  an  die  Hnnd,  älntt  der  l'rüheron  Dif- 
Una  li-a^  BX  toa  B  sus  hier  die  Differenz  a~b^  AX" 
*M  A  lue  als  Svhne  in  demselben  Kreisbogen  ftir  anderthalb 
AMJitK  eintnsclineiden.  Ueide  Construclluiien  (a  —  d  nU  Sehne 
MJP  tm  Sopplenientsbogen ,  oder  a  — &  als  Sehne  AX"  Im  Bo- 
ld) «rlb^l)  ergeben  sich  als  wesentlich  einerlei.  Uass  ftir  die 
Lip/'ln  C  die  SeilendiffererjK  (b~a=a—b  =  Q)  verschwindet. 
Aa  Dreieck  ABU  also  gleichschenklig  »ird,  fallt  sofort  in  die 
ioRen '). 

Anmerkung;  2.  In  den  einleitenden  Worten  ist  auf  die  Re- 
lalwDcn  aufmerksam  gemacht  tvorde»,  die  sich  aus  nSherer  Be- 
trscktoDg  des  verlanglen  Dreiecks  ABU  mit  seinem  Punkte  Q 
«f;^bea  und  die  Liisun^  der  Anfgabe  durch  Reduction  vermitteln. 
In  der  ceomcIrisL'hcn  Analyeis  aclbet  iet  bereits  die  tnerkwQi* 
Aigttc  dieser  Relationen  durch  gesjierrle  Schrill  hervorgehoben- 
£■  soll  uuii  noch  Kom  Schluss  das  kleine  System  von  Sätzen  auf-  ' 
l^te^ll  Mcrtlen,  das  alle  diese  Relationen  umfasst. 

1.   Aufgabe,      in    einem    gegebenen    Dreieck    ABU  (Taf.  i.  I 
Fig.50  eine  zwei  Seilen  schneidepide  Parallele  QG  mit  der  dritten  | 
Seile  BU  so  au  legen,  dass   die  LSeilensumme   des  abgeachnilte- 
Den  Dreiecks  AQO  gleich  der  drillen  Seit«  67/  werde. 

Mnn  ziehe  die  winkelhiilbirenden  Transversalen,  schneide  MiS'^ 
aU   AT  Hl»   and  lege   QG  durch    7' parallel  mit  B//u.o,r.. 
Iiekanni. 

*)  n'nrden  itie  Hrachränkinigtrn .  die  der  lln;;  n  ui- 'urtlmn  4iir)-Bti<' 
b«j^g«ti«i  liiiil  (P  nur  im  »iirvlimc»»  *clü<l ,  i<i<^hl  in  den  Verlnng«- 
fMi^CM  ttoHülliiin,  0  xwUchon  A  nnd  /*,  CH  StgniDnl  iet  Katlietu  lelliil, 
nicht  uch  ilirer  Vertangcriinfien,  ins  Dreieck  A/Itl  im  gegebenen  Ualli- 
Imlse.  niolK  in  der  andern  Hilfle  dea  ii>ll*ländigen  Krciae*)  Baf-je bullen, 
•o  irgelicn  niib  nielir  Fülle  —  im  Rnnxcn  tilf  —  und  niebr  Li'iaungen 
I    ta  iter  Hel'rxiibl  deiavtlien  —  xwci  oder  gciiuucr  gcnuinmi'n  drei.  — 

Dia  Itrhsiiriliing  drr  'tulgalie  trra|irirli[  der  Virrfuiacr.  wenn  dieaell 
IpIcfcOE  rechnen  darf,  in  eiovin  <tcr  nnvhaian  Hefle. 


12  Schmidt:    Aeiie  Lösung  der  in  Thl.XUL  S.80. 

*2.  Lehrsatz.  Wenn  in  einem  rechtwinkligen  Dreieck  ABU 
(Taf.I.  Fig.  2.)  eine  Parallele  QG  mit  der  Kathete  BH  so  ge- 
legt isty  dass  die  Seitensumme  des  abgeschnittenen  Dreiecks 
AQG  gleich  der  gegenüberliegenden  Kathete  BU  ist,  so  ist  das 
Uypotenusenstiick  BQ  gleich  der  Summe  des  gegenüberliegenden 
Kathetenstacks  GH  und  der  Parallele  QG. 

Der  Beweis  lasst  sich  ganz  nach  Analogie  mit  dem  ersten 
Theile  der  geometrischen  Analysis  führen. 

3.  Lehrsatz.  (Converse  zu  2).  Wenn  in  einem  rechtwink- 
ligen Dreieck  ABB  eine  Parallele  QG  mit  der  Kathete  BH  so 
gelegt  ist«  dass  das  HypotenusenstSck  BQ  gleich  der  Summe  des 
gegenüberliegenden  Kathetenstücks  GH  und  der  Parallele  QG 
ist,  so  ist  die  Seitensumme  des  abgeschnittenen  Dreiecks  AQG 
gleich  der  gegenüberliegenden  Kathete  BH, 

Der  Beweis  stimmt  völlig  überein  mit  dem  ersten  Theil  der 
geometrischen  Analysis. 

Die  beiden  Lehrsätze  2.  und  3.  lassen  sich  auch  folgender- 
massen  aussprechen: 

Wenn  in  der  Hypotenuse  AB  (Taf.I.  Fig. 6.)  eines  recht- 
winkligen Dreiecks  ABH  ein  Punkt  Q  so  liegt,  dass  die  Paral- 
lelen QG  und  QT  mit  den  beiden  Katheten  letztere  in  der  Art 
schneiden,  dass  för  die  sechs  entstehenden  Seitenabschnitte  — 
dieselben  vom  Theilpunkt  Q  der  Hypotenuse  aus  nach  der  einen 
oder  der  anderen  Richtung  ringsherum  mit  den  Ziffern  1,  2,  3, 
4,  5,  6  bezeichnet  —  der  Bedingung  entsprechen: 

1+2  =  5, 

so  folgt 

3  +  4  =  6. 
und  umgekehrt. 

Die  Sätze  2.  und  3.  lassen  sich  auch  durch  Rechnung  also 
beweisen. 

Man  ziehe  in  dem  Dreieck  ABH  noch  die  Parallele  QT  mit 
AH  und  nenne  die  sechs  Seitenabschnitte  vom  Theilungspunkte 
Q  der  Hypotenuse  ausgehend  der  Reihe  nach  /,  m,  n,  p,  9,  r. 

Im  ersten  Lehrsatz  wird  vorausgesetzt  l+m'{-p  =z  p  +  g,  also 

l-i-m^g. 


1  ■ 


behandelten  Aufgabe.  13 

W#MD    der   Aehnlichkeit  der  Dreiecke  1.  und  II.  ist  /=—   und 
»     ai=   -^,  also  ist  nach  der  Voraussetzung: 


r 


T    +    T    =   9» 

p{T-\-n)  =  ^•  =  r*— ii*=  (r  +  it)(r — n), 
P  =  »•—»», 

Im  xfreiten  Lehrsatz  wird  vorausgesetzt: 

r  =  n  +/I. 

Wegen    der  Aehnlichkeit  der    Dreiecke   11.  und  I.  ist  r=  -^  und 


n  =  — ^,  ako  ist  nach  der  Voraussetzung 
P 

g(l—m)  z=p^=z  P-m^  =  (/+m)(/--m) , 
9  =  /  +  III, 


fr 
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lU. 

Ueber  die  Linien,  welche  die  Tangenten  einer  Gurve 
unter  constantem  Winkel  schneiden. 

Von 

Herrn  Doctor  Oiio  Böklen 

zu  Sulz  u.  N,  im  Königreirh  Worte mberg. 


1. 

Wenn  man  von  einem  Punkte  einer  Curve  (a)  aus 
beliebig  viele  Linien  ziehte  wovon  jede  sämmtliche 
Tangenten  von  (a)  unter  einem  Constanten  Winkel  durch- 
kreuzt^  so  liegen  die  Krümmungsmittelpunkte  dieser 
Linien,  welche  den  Durchschnittspunkten  derselben 
mit  einer  Tangente  von  (er)  entsprechen,  auf  der  Normale 
von  (a). 

In  Taf.  1.  Fig.  7.  sei  Atf  eine  Linie,  welche  die  Tangenten  der 
Curve  (er)  oder  Amm!  unter  dem  Winkel  a  durchkreuzt;  tn  und  fn' 
sind  Normalen  von  AtV,  Wegen  der  Gleichheit  der  Winkel  bei 
t  und  t*  ist  tqpt'  ein  Kreisviereck,  welches  bei  unendlicher  An- 
näherung der  Punkte  m'  an  m  oder  ^  an  f  in  einen  Kreis  über- 
geht, dessen  Durchmesser  tn  ist,  weil  dieser  Kreis  durch  m  geht 
und  also  den  rechten  Winkel  bei  m  enthalten  muss.  Hieraus 
geht  hervor,  dass  n  der  Krümmungsmittelpunkt  von  t  ist  u.  s.  f. 

Da  die  Winkel  bei  n  und  n'  ebenfalls  =  et  sind  und  die 
Curve  nn*  die  Evolute  von  Alt'  ist,  so  folgt  weiter  hieraus: 

Die  Evoluten  derjenigen  Linien,  welche  die  Tau- 
genten  einer  Curve   unter  constantem  Winkel    durch- 


1 

1 


k 


pcn,    sclincidvn     ihrerseits    ili*    Normalen    dioiier 
nier  ileui«ellifln  conslintan  Winkel. 

rüaii  i'wUe  durch  den  Krammuiigetnill^lpunkt  a  d«r  {jcgebenen 
l'ufTO   oitie   (ierade   »cnkrechl   auf  am.    nelcltc    Hie  Nornmle  der 
rvc  nm'  iü  o  schneid«!,  an  läBHt  eich  aul  analoge  Art  nchliessrn, 
»  der  Kr{itniiiUD^8Biiltel|iuakl  von  hh'  iüt.     Hiemus   folgt  die 
»■ng: 


die  Krünimiir 


ahall.n 


Ht,   . 


I  mit  (I.  ^'. 


I>ie  l'Antinf(pnin inkel  bei  p,  t,  7  eind  alle  unter  einander  gleich; 
bezeicheueii  Mir  also  die  liogenelemenle  in  diesen  l'unkteii  mit 
da,  da".  tl<f.  so  itil: 

{f.  p' :  ^"  :=  r/ff  ula' :  ila", 
aJ«o  nach  I); 

ila^ila'  coso  i  i/o" sinn. 

aiet  dntch  Inleitralion,  da  o  conslant  ist: 

ij)  ö  =  a'cn8H+  a"siii(<. 

indem  nun  Hii-h  durch  Zurückgehen  auf  <Ien  Punkt  A  leichl  ver- 
gBwitVMiin  katiii.  dnss  die  Coniftatile  gleich  0  ist.  a  ist  die  LSnge 
äet  ^gebenen  Curve  Am,  a'  ist  die  Länge  den  Bugens  At  von 
4eT  die  TaiMiOBten  unter  dum  Winkel  a  durchkreuxentfcn  Linie 
und  a"  Ul  die  LSnge  des  Hogeas  .In  der  <lie  iSornialen  unter  dem 
WJolcef  o  ilarchscfaneid enden  ('urve. 

Belrnchleii  wir  dagegen  die  Curve  AI  als  gegeben,  und  mit- 
bin «nrh  ihre  Evolute  An,  so  knnn  mnti  die  Curve  Am  als  die 
ED*clop|>e  iiller  derjenigen  Geraden  ansehen,  welche  durch  die 
«iuelnen  Ponkte  von  Al  unter  constantem  Winkel  u  mit  den  Tan- 
genten (oder  Normalen)  gesogen  sind,  FQr  jeden  besondern 
Werlfc  »i>n  a  erhält  man  «ieder  eine  andere  Curve  Am.  Die 
Endpunkte  in  dieser  Envelnppen  liegen  aof  dem  Kreis,  dessen 
Uurdimesser  (n  ist.  Die  Normalen  in  den  End|iunkten  m  gehen 
•Xninillich  durch  den  Punkt  fi;  und  die  Krfinimungä  mittel  punkte 
a.  tvelclio  diesen  Bndpunkcn  entsprechen,  liegen  auf  dem  Kreii^, 
I  Durchmesset  an  ist.     Wir  haben  nun   folgenden  tjnlz: 


uf  einer   Corvo   1 
I  nllePunkle  de 


teste  Puukh 


Cu 


gegf 
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man  Gerade,  welche  mit  den  Taageaten  eiDea  coBstam- 
ten  Winkel  a  bilden,  so  haben  die  Eaveloppen  dieser 
Geraden,  uovon  jede  einem  bestimmten  Werth  tob  a 
entiipricht,  folgende  EigenschafteD: 

a)  Ihre  Endpunkte  liegen anf  einem  Kreise,  dessen 
llurchmesser  der  Krilmmangshalbmesser  im 
Endpunkte  der  gegebenen  Curve  ist; 

b)  die  ihren  Endpunkten  entsprechenden  KrOm- 
mungsmittelpunkte  liegen  ebenfalls  auf  einem 
festen  Kreise,  dessen  Durchmesser  der  Krflm- 
mungshalbmesser  im  Endpunkte  der  Evolatedec 
f^cgehcnen  Curve  ist; 

c)  ihre  Längen  a  entsprechen  der  Gleichung: 

a  •=  &  cosa  +  O^'sin  a, 

in   welcher  c'  und  0^  die  constanten  Bogen  der 
gegebenen  Curve  und  ihrer  Evolute  sind. 


ff. 

Sohneidcn  sich   die  auf  einander   folgenden   FiSchen- 
iioruinlün.  deren  Fusspunkte  auf  einer  Krümmungslioie 

liegen? 

Wenn  man  durch  alle  i'unkte  einer  Krammungslinie  die  Nor- 
nmlrn  der  FHicho  zieht,  so  bilden  diese  eine  entnickelbare  Fliehe, 
und  Niiid  also,  wie  die  geradlinigen  Erzeugenden  jeder  eDtmckel- 
bnron  riHrhe,  die  Tangenten  einer  doppelt  gekrümmten  Curve, 
wi«lrbi*  die  Kiickkelirkante  (ar^te  de  rehroussement)  der  entwickel- 
bariMi  Mflchf)  genannt  wird.  Diese  doppelt  gekriimmte  Curve  ist 
oino  KiMidütisrhe  Linie  auf  der  Fläche  der  Kröniniungsmittelpunkte. 
Sobald  man  also  zugibt  —  und  wer  sollte  diess  nicht?  —  dass 
dio  auf  oilinnder  folgenden  Tangenten  einer  doppelt  gekrOmmten 
Curve  Nirh  Nrhiieidon  (die  Durcbschnittspunktc  sind  die  Punkte 
il«*r  Curve),  so  niu^is  man  auch  zugeben,  dass  die  Flächennorma- 
Ini.  dorm  Fusspunkte  auf  einer  Kriimniungslinie  liegen,  sich 
.srbnoiden.  .1  und  fi  seien  zwei  l^unkto  auf  einer  beliebigen  Curve 
oiiier  rilM'bo,  Ati  und  iih  die  Normalen  der  Fläche,  und  zwar 
Millon  «I  und  h  dirj<;nigeii  i'unkte  der  Normalen  sein,  welche  ihre 
kürxesto  Entfernung  angeben.  Bei  unendlicher  Annäherung  der 
Punkt«*  A  und  li  bilden  die  sfimmtlichen  auf  einander  folgenden 


,  4- 


einer  Curve  unter  comtantem  Winket  schneiden.  17 


^  VBebeBDormalen  Aa,  Bb,  Ce, ....,  deren  Fusspnnkte  auf  der  Curve 

ABC*.*,  liegen,  eine  windschiefe    Fläche,   deren   Striktionslinie 

jT  (Dgoe  de  striction)  abc.,  ist;  diese  Linie  wird  von  sSmmtlichen 

'-  ttormalen,  den  Erseugeoden  der  entwickelbaren  Fläche,  gescbnit« 

teo,  und  zwar   unter  einem  von  Null  verschiedenen  Winkel,  der 

bis  90^  steigen  kann ;  das  V^erbältniss  der  beiden  unendlich  klei- 

Ben  Linien  -r^  oder  -^^  hat  einen  von  Null  verschiedenen,  aber 

swisehen  0  und  1  liegenden  Werth.  Ist  dagegen  ABC..,,  eine 
Krfiminangslinie  auf  der  Fläche,  so  ist  von  keiner  windschiefen 
FlSche  und  von  keiner  Striktionslinie  mehr  die  Rede,  sondern  die 
T^ormaleo  Aa,  Bb,  Cc,..,.  sind  die  Tangenten  der  doppelt  ge- 
krümmten Curve  abc.,..,  und  die  Grenze  des  Verhältnisses  -jn> 

bc 

-g^  ist  =0,  nun  nicht  mehr  ein   zwischen  0  und  1    liegender 

Bruch.    Wir  haben  also  folgende  Charaktere: 

fiir  Nicht -Krihnmungslinien:    li'^^'Tö^O  ^>d^  ^1* 

für  Krünimungslinien :  lim-jjk=:0* 

Hiernach  modificirt  sich  die  Ansicht  von  Moigno  (34.  Theii  des 
Archivs,  Seite  230),  welche  übrigens  auf  eine  ältere,  tief  im  Un- 
endlicbkleineij  steckende,  und  die  Grenzverhältnisse  nicht  gehörig 
beachtende  Abhandlung  P 01  sson*s  (Journal  de  l'^cole  poly- 
fecftniqae,  cah.  21.,  p.  205)  zu  basiren  scheint. 


Tlieii  XLIII. 
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IV. 


Ueber  die  Winkelsumme  in   Dreiecken ,  gebildet  aus 
Linien  des  Systems  (a)  oder  aus  geodätischen  Lioien. 

Von 

Herrn   Doctor  O.  Böklen , 

in  Sulz  R.  N.  im  Königreich  Wurtemberg. 


Wenn  mau  die  Oberfläche  einer  Kugel,  deren  Halbmesser 
=  1,  in  720  gleiche  Tbeile  tbeilt,  so  Ist  die  Anzahl  solcher  Tbeile» 
welche  eine  sphärische  Figur  enthält,  ihr  Inhalt.  Theilt  man 
einen  grossten  Kreis  einer  Kugel  in  360  gleiche  Tbeile  oder  Grade» 
80  ist  die  Anzahl  solcher  Tbeile,  welche  eine  sphärische  Linie 
enthält,  ihre  Länge,  oder  bei  einer  geschlossenen  sphärischen 
Linie  ihr  Umfang.    Diess  vorausgesetzt,  haben  wir  folgenden  Satz: 

1.  Der  Inhalt  einer  sphärischen  Figur,  vermehft 
um  den  Umfang  ihrer  Polarfigur,  ist  =360,  oder  um- 
gekehrt, der  Umfang  der  ersteren  plus  dem  Inhalt  der 
letzteren  ist  =360. 

Wir  nehmen  zunächst  an,  die  sphärische  Figur  habe  keine 
einspringenden  Tbeile. 

Der  Pol  eines  grossten  Kreises  ist  der  Endpunkt  des  auf 
demselben  senkrechten  Kugelhalbmessers.  Die  Pole  sämmtlicher 
grossten  Kreise,  welche  eine  sphärische  Figur  berCihren,  bilden 
die  Polarflgur.  Bezeichnet  man  die  Winkelsumme  eines  sphXri- 
schen  Dreiecks,  d.  b.  die  Anzahl  Grade,  welche  die  drei  Winkel 
zusammen  enthalten,  mit  5,  so  ist  dessen  Inhalt  =s — 180;  theilt 
ein  sphärisches  Vieleck  durch  Bugen  grusster  Kreise,  die  von 
einer  Ecke  aasgehen,  in  n — 2  Dreiecke,  so  ist  demgemäss  dessen  -! 
Inhalt 

=  5 -(„«2).  180; 
mit  S  bezeichnen  wir  die  Winkelsumme  des  Vielecks.  ABCDE.,. 


TMCek;  eiu  grünvler  Kreta  lietceKe  »ich  ka.  dnsa  er 
tiBil  nach  iloTch  nllu  Seiton  des  Vleltickn  K»^^-  "''c''  "'<='■ 
und  iindi  um  nlle  lÜcken  dcHsdhnn  dreht.  Heim  Ucbfrgang 
t*r  Scirc  AB  aur  Seite  ßV,  oilef  tjel  der  Druhung  um  die 
Ecke  B.  hrnehreihl  x.  It.  der  Pnl  den  grlisalen  Krciees  ritten 
Ungvn,  Hr«s<.-n  Linse  =  180^ i5t  titadc  Ut;  «enti  der  ^rUaste 
KtCJ*  sich  am  alle  Echpn  i^edrehl  hat  und  Hiuder  lii  Hcioe  ur- 
«pt0n|tlh:>)e  Laxe  xurQvk^ekehrt  ist,  »o  hat  <U-t  Pol  tlan  Polar- 
Vi«|«dt  beschriebe»,  desticii  Unilani;  «oniil 


T^n.lÖO-C-l  +  fi+f.   .)  =  "   1«0-.S 


Wir   «rballcn  nl^o  l^r  die  Summ 
sefiCH  Viclcciia  unri  d«s  Umlangs  eeini 


des  Inhalt* 
IMar-Vtelet 


flihSri- 
e  Zahl 


S— (B~2).  ISO  +  w.  180— Ä  ^  300. 


Dieaet  Salt  |>iil,  nie  ^toss  auch  «  iüt;  ItCKchreilil  mnii  also 
In  eine  aphüriscbe  Figur  ein  Vietet^k  von  unendlich  vlivlen  Seiten, 
«o  frill  er  (^t  duaaclbe  uder  für  die  Fij^ur  aelbat.  Somit  ist  der  erste 
Tfceil  de«  Satzes  1.  bewiei'en;  die  Umkehrun^  (a\^t  duraus,  dass 
eine  optiürisch«  Fignr  dte  Polarligur  ihrer  eigenen  Pnjartigur  ist. 

Wenn  aber  da«  ans  USgen  j;rus»ler  Kroise  ^cliililele  Vieleck 

auf  der  Kit3.ei\  einspringende  Winkel  hat,  sn  ^Ilt  die  vnrstebende 

Bewciainlirung  elienrülle,   nur   muss  derjenige  Theü  des  Umfangs 

Act    Pulnilittur,    welcher    durch    eine    rficklüufi^e    Bewegung    des 

Pols  nr^ieu^l  «ird,    t-ubtraktiv    genommen   «erden.      Wir    wollen 

onnebraen,  ABVDEFG  sei  das  Vieleck  und  £  der  eint^pringende 

Winke).      Wahrend    sieb    der    nach    und   nach   durch   alle    Seilen 

eebendo  KTi^sie  Kreis  um  die  KehunuJnkel  von  A,  B.  C,  D  dreht, 

^v'cliii-Iil  die  Drehung  immer  in  gleichem  Sinne,  z.  B.  von  rechttt 

man    denke  sich  ho  in  der    Richtung   von   den  durch 

I.  li.  C...  «ehenilcM   Kugelhalbmessern  stehend,  dass 

iiii    Mitlelpunkte    der    Kugel  sind,    der    Kopf    in    den 

.  und    dass   man  mit   dem   liesicbt   gegen    den    Pul 

tta  Kreises    gekehrt  isl)'     In  der  Keke  E,  beim   Ueiter- 

dar  Seile  DU    zur  Seile    EF  dreht    sich    der    grüsste 

links     nach     rechts    um     einen     Winkel  :=£— 180 

der  Pol    macht  uUo  eine  rQcklüuQge    Uewegnug;    in    F   und 

8nilci  dagegen  wieder  wie  Trfiher  eine  Urehnng  viin  rechts  nach 

<b  »(all.     Betrachten    ivir  nun    denjenigen    Tbcil   de.-    Umfanga 

^Cr  Polarfigur,    »«    der    Pol   eine  rück ISii (ige    Belegung  gemacht 

**!,  als  negativ,  so  haben  ivir  fiir  diesen  Umfang 

S.im-lAi^B  hC+O  +  iF'4G)-(£-IS0)=:7.IS0— S. 
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wenn  iS  die  Summe  der  Vieleckswinkel  ist.  Der  Inhalt  des  Viel- 
ecks ist  wie  oben  =  iS  — 5.180;  somit  ist,  wie  oben,  die  Summ« 
des  Inhalts  und  des  Unifangs  der  Polarfigur  =360.  Wenn  das 
Vieleck  ausser  E  noch  mehrere  einspringende  Winkel  enthielte, 
so  würden  bei  jedem  derselben  die  gleichen  Schlussfolgerungen 
zu  ziehen  sein.  Ist  die  sphärische  Figur  krummlinig  mit  einsprin- 
genden Theilen,  so  gilt  der  Satz  1.  unter  der  Voraussetzung, 
dass  beim  Umfang  der  PolarGgur  diejenigen  Theile,  welche  der 
Pol  in  rückläufiger  Bewegung  beschrieben  hat,  subtraktiv  genom- 
men werden. 

Gegeben  ist  eine  beliebige  Linie  auf  irgend  einer  FIfiche. 
Wir  ziehen  durch  jeden  Punkt  der  Linie  erstens  die  Flächen- 
Normale,  zweitens  die  konjugirte  Tangente  der  Linie  (Durchschnitt 
der  durch  zwei  unendlich  nahe  Punkte  der  Linie  gehenden  Tan- 
gential-Ebenen);  wir  ziehen  ferner  mit  allen  Flächen- Normalen 
sowie  mit  allen  konjugirten  Tangenten  parallele  Kugel halbmesser, 
so  erhalten  wir  zwei  sphärische  Figuren,  wovon  die  Eine  die 
Polarfigur  der  andern  ist;  somit  haben  wir  folgenden  Satz: 

2.  Der  Inhalt  der  den  Flächen-Normalen  einer 
Linie  auf  einer  Fläche  korrespondirenden  sphärischen 
Figur,  vermehrt  um  den  Umfang  der  den  konjugirten 
Tangenten  dieser  Linie  korrespondirenden  sphäri- 
schen Figur,  ist  gleich  3C0,  und  umgekehrt,  der  Um- 
fang der  ersteren  plus  dem  Inhalt  der  letzteren  ist 
gleich  360.  Wenn  die  erste  sphärische  Figur  einspringende 
Theile  hat,  so  sind  die.  durch  eine  rückläufige  Bewegung  des 
Pols  entstandenen  Theile  vom  Umfang  der  Polarfigur  subtraktiv 
zu  nehmen. 

Der  Umfang  der  den  konjugirten  Tangenten  einer  Linie  auf 
einer  Fläche  korrespondirenden  sphärischen  Figur  ist  gleich  der 
Summe  der  Drehungswinkel,  welche  die  konjugirte  Tangente  be- 
schreibt, wenn  sie  nach  und  nach  über  alle  Punkte  der  Linie  auf  der 
Fläche  kommt.  Sind  nämlich  a,  /3,  /,  d,  f ....  unendlich  nahe  Punkte 
einer  solchen  Linie,  so  sind,  wie  bekannt,  ciß,  ßy,  yd,...  Tangenten- 
Richtungen.  Die  konjugirte  Tangente  des  Elements  aß  ist  der  Durch- 
schnitt von  zwei  Ebenen,  welche  die  Fläche  in  a  und  ß  berühren; 
dieser  Durchschnitt  steht  also  senkrecht  auf  derjenigen  Ebene,  welche 
den  beiden  durch  o  und  ß  gehenden  Flächen -Normalen  parallel 
ist.  Ebenso  ist  die  konjugirte  Tangente  von  ßy  der  Durchschnitt 
von  zwei  Ebenen,  welche  die  Fläche  in  ß  und  y  berühren  u.s.w. 
Bewegt  sich  nun  eine  Gerade  so,  dass  sie  nach  und  nach  mit 
allen  konjugirten  Tangenten  der  Elemente  aß,   ßy,  yö,  de  u.  8.  w. 


inirfn,  u»  ist  ifln  Sammv  der   Drohangsnlßlicl ,    welche 
PdHCt  llcn-r^iiag  beschreibt,  tfleich  (l»in  Umrangv  der  do 
irfrn  Tani^eiilen  lier  Linie  ußyii...  k<>rrtM>)iani)ir«nilrn  «ph4- 
I  Fi|;iir.      [lic   Summe    diesrr    UrfhungsH-inkel    linst    »Ich 
hUlp  In  iwei  spccinlloii  FXlIea  leicht   tieslimnirn. 


{.  I.    ble  Linien  des  Syslcma  (u). 

h*  Linie*  auf  tleu  Flüi-hon,  iTelche  die  EigenBchnft  habvi». 
i»  durch  ihre  einzelnen  Punkte  gehenden  Ktachen-?!orniai«n 
Einer  F.li«i»!  |iurallel  sind ,  nenne  ich  ,  ivie  früher'),  Linien  des  Sy- 
(ken*  in)  oder  tiloHu  Linien  (n).  Knch  dem  Ubigen  i«l  alsa  die 
iliD  FUtben- Normalen  einer  Linie  (a)  knrrespondirendc  sphärische 
Uyif  »in  grilsüt«»  Kreis;  und  den  knnjugirten  Tnngenlen,  ivelche 
,  Wl*r  (ich  parallel  sind,  entspricht  »nf  der  Kuj-eloberfliche  ein 
hnkL  tlin«  Linie  (ir)  iüt  somit  die  Berahrungfcurve  der  FIScbc 
■IlMDxn  umschriebenen  Cylinder;  bei  den  Klfichen  cweilen  (>ra- 
dei  aind  die  Linien  (iij  :!JcbMiIlG  von  Ebenen,  uclche  bei  dem 
Ellifioiil  oder  den  ilyperholulden  durch  den  Mittelpunkt  geben,  und 
4Mgtiiuii<i>  Central  schnitte  oder  auch  OinmelrKUchnille  heissen. 
«1  beim  Harahüloid  der  Axe  parallel  sind. 

tßy  sei  ein  Iheieck  au»  Linien  («)  auf  einer  Fläche.  Wenn 
die  konjugale  Tant;ente  vaii  n  itnch  ß  gehl,  bleibt  sie  »ich  hUU 
pvillct;  ihr  |)rehun>>Kiiinkel  i^t  aUn  ^-lelcfa  0.  Keim  fleberganji 
Im  Punkte  ß  in  die  Lage  d^r  knnjufiirleN  Tnn);enle  der  Heile  ßf 
btMhicihI  sie  einen  geivissen  Winkel  IHO — ß';  von  hier  bis  nach 
/  itf  d)e  Drehung  wieder  gleich  0:  beim  Uebergang  in  f  in  die 
Lige  der  konjugirten  Tangente  der  Seite  yo  beschreibt  die  be- 
iregfiehe  Linie  nieder  einen  Winkel  180  —  /;  von  du  bis  nach  tr 
Ut  die  Drehung  |j;lei<-h  0:  beim  Uebergnnj;  in  a  m  die  Ursprung- 
ftcfce  Lage  heschreibi  die  Linie  einen  dritten  Winkel  l»0— u'; 
ibn  Ul  die  8nmmH  der  Drehunt;giTinke),  welche  die  knnjugirte 
TaaReote  benchrieben  hat,  bei  ihrer  Bcivegnng  auf  dem  DmfanK 
Oroiecks  aßy 

540-K  f/J'  +  j-'); 

1^1  ^<  f  wnd  die  \^  inkel  xwiM-ben  je  zwei  konjugirlen  Tangenten 
lff-deB£eken  Avk  Dreiecks.  Es  ist  aber,  um  eine  Verwechselung 
Wiekel  mit  ihren  iNebenninkeln  zu  vermeiden.  Folgendes 
ilkenHitlien:  Dreht  sich  in  der  Ecke  a  dei>  Dreiecks  aßy  eine  <>e- 
M  von  der  Richtung  der  Tangente  der  Seite  aß  zur  Rich- 
^|  litt  Tangente   der  I^oile  ay,   d.iss  »ic  don  Dreiecksn  inkel  e- 


Uli.  xxxi\  s.m. 
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selbst  %nd  nicht  dessen  Nebenwinkel  beschreibt,  so  ivird  sich 
auch  die  konjugirto'  Tangente  um  einen  gewissen  Winkel  drehen, 
den  wir  a'  nennen.  Ebenso  sind  ß*  und  /  die  Winkel,  um  welche 
sich  die  konjugirte  Tangente  in  den  Punkten  ß  und  y  dreht, 
wenn  die  Tangente  in  diesen  Punkten  die  betreffenden  Dreiecks- 
winkel beschreibt. 

Nun  ist  nach  Satz  2.  die  Summe  der  Drehungswinkel 
540 — (<x'4-i?'4-/}f  oder  der  Umfang  der  den  konjugirten  Tangen- 
ten von  aßy  korrespondirenden  sphärischen  Figur,  vermehrt  um 
den  Inhalt  der  den  Flächen-Normalen  von  aßy  korrespondirenden 
sphärischen  Figur,  =360.  Letztere  ist  aber  ein  gewöhnliches 
aus  Bugen  grOsster  Kreise  bestehendes  Dreieck;  bezeichnen  wir 
dessen  Inhalt  mit  i  (diess  ist  nach  unserer  Erklärung  eine  Zahl, 
welche  angiebt,  wie  viel  von  den  720  gleichen  T heilen  der  Kugel- 
oberfläche auf  dieses  sphärische  Dreieck  kommen),  so  ist: 

540  —  (a'  +  j3'+y')  +  £  =  360, 
oder: 

a'  +  /3  +y'-I80  =  t. 

In  dieser  Gleichung  ist  folgender  Satz  enthalten : 

3.  a.  Der  Ueberschuss  derSumme  von  denWiokelo 
zwischen  je  zwei  konjugirten  Tangenten  in  den  Ecken 
eines  Dreiecks  aus  Linien  (a)  auf  einer  gleichartig  ge* 
krümmten  Fläche  über  180^  ist  gleich  dem  Inhalt  des 
den  Flächen-Normalen  dieses  Dreiecks  korrespondi- 
renden sphärischen  Dreiecks. 

Bei  der  Anwendung  dieses  Satzes  auf  das  Ellipsoid,  zwei- 
mantlige  Hyperboloid  oder  elliptische  Paraboloid  setzt  man  statt 
„Linien  (a)"  Cenlralschnitte  oder  der  Axe  parallele  Schnitte. 

Bei  einer  ungleichartig  gekrümmten  Fläche  dagegen  ist  die 
Summe  der  Drehungswinkel,  welche  die  konjugirte  Tangeute  be- 
schreibt, indem  sie  nach  und  nach  über  alle  Punkte  des  Dreiecks 
aßy  hingleitet  und  schliesslich  wieder  in  ihre  ursprüngliche  Lage 
in  o  zurückkehrt, 

=  180  +  a'  +  /3'  +  y'. 

Somit  ist: 

180  +  «'+i3'+y'  +  t  =  360. 

180— («'-1-/3' f/)  =  t. 

Wir  haben  also  folgenden  Salz: 

3.  b.  Der  Ueberschuss  von  180^  über  die  Winkel- 
summe  von  je  zwei  konjugirten  Tangenten  in  den  Ecken 


•  u  f;«,i  aiH'  .;liier  uiigleicIurtiR 
glpicli  dem  InlialL  des  den 
Ureiucks  loirresiionilireiiiUrt 


Dreioeka  auo    t. 

gcbrflmmten  Flficbi)  ii 
niirbcu  Normal«»  die. 
ipl3riEcbeD  Dreiecke. 

Sei  der  Aii»«iidunii  ilieKesSatxGis  auf  das  eiiimaotüge  Uy|ier 
Mnid  oder  hypeifaolische  Paroliolnid  «etzl  man  statt  „Linien  (a)' 
Ctntralsclinltte  »der  der  Are  |>arallele  Kctiiiitte. 


j.  2.     Du 


ecke 


u»  gendSliKclicn    Linien. 


tnTaC  i.  Fi);.  H.  sei  aß  eine  t^eodiiliaclie  Linie  auf  einer  be- 
liebigen FlScIie.  In  a1lt>u  Punkten  dtrselken  von  et  l>is  ß  denken 
irrt  au«  die  kDoju£;irlirn  Tungenten  der  einzelnen  Elemente  der 
Linit  ceiugen;  diese  werden  eine  enltvickelltarc  FIHi^he  bilden, 
wficbe  sich  in  einer  Ebene  ausbreite»  uder  abwickeln  lltsst;  da- 
dgrcb  verwanden  sich,  »le  bekannt,  die  geodätische  Linie  aß  in 
c)n  Gerade  AB,  imd  die  konjugirten  Tun»enten  ia  a  und  ß  wer- 
dn  bei  der  Abivieklnng  xnei  durch  A  und  ß  gebende  Gerade 
Ki«.  die  vich  in  C  schneiden.  Da  die  Winkel  zivischen  jedem 
Elimint  Ton  «jj  und  seiner  eoMJu|;irleii  Tangente  »vährend  der 
ibnlcklung  konstant  bleiben,  so  ist  ilor  Winkel,  nekhen  die 
bniin  (Hich  nicht  scbneiUcnden)  durch  a  und  ß  gehenden  kon- 
J^rlen  Tniigeiilen  der  gendälischen  Linie  aß  mit  einander  bilden, 
mi  itn  "ir  c  nennen  wollen,  gleich  dem  Winkel  C  in  dem 
Kfrutlifligen  Dreieck  ABC;  C  ist  aber  ;>leieh  I8U  — H  — ß;  oder 
St»ich  M  ~  m',  tvenn  nir  mit  »i  den  Winkel  bezeichnen,  tvelcben 
Jl»  konjuglite  Tangente  in  k  mit   der   Veriängerung  der  geodlili- 


wh«n  Linie  fiber  a  hinnu«  bildet, 
«htn  der  konjugiricn  Tangente  in  ß  mit 
ßaaaüitt,  also  ist  c=m  —  in'.  Nun  sc 
tkAe  Linie  uuf  der  Flüche,  tind  «er  Wi 
ji^iricn  Tangenten  ihrer  Elemente  in  ß  u 
»ofbin,  bewiesen,  dass  u  =  o  — o'  ist,  i 
»Tischen  der  konjugirten  Tangente  in  ß 
ia  geodtll'rschen  Linie  yß  (ibor  ß  hinaus 
tnisdien  der  konjugirten  Tangenle  in  y 
n  jß  selbst  bezeichnet   «ird       (janc.  : 


Winke)  z»i. 
ler  geudütischen  Linie 
ßy  eine  zweite  gendä- 
kel  xivischen  den  kon- 
id  y  =  o,  so  wird,  wie 
enn  mit  n  der  Winkel 
und  der  Verlängerung 
und  mit  o-  der  Winkel 
und  der  gendütischen 
uf  fliestilbe  Weise  und 
die 


:  b«|  4natfigGr  liuzeicbnnng  Onilnn  nir  Itir  die  drille  geodittlsche 
■  Linie}«  die  Cleichun);  i  =  w  — »':  b  ist  der  Winkel  >i»ischeii 
J  deo  durcb  y  und  u  gehenden  konjugirten  Tungenlen  der  geodlill- 
I  «eben  Linie  ya;  h  der  Winkel,  ivelchen  die  erste  dieser  Linien 
l'Io  y  mit  «ler  Verlängoruiig  von  ay  "''«'  Y  ''i"*"s  und  n'  der  Win- 
'IW,  nelcben  die  xirefte  dieser  Linien  in  "  mit  der  gendii fischen 
l'ifate  try  Belbal  bildet. 
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Bezeichnen  wir  die  Winkel  des  geodätischen  Dreiecks  ußy 
mit  €L,ß,y\  die  Winkel ,  welche  je  zwei  konjugirte  Tangenten  in 
den  Ecken  a,  ß,  y  mit  einander  bilden^  durch  a\  ß\  /;  nun  ist 
einerseits  die  Summe  der  Drehungen,  welche  die  konjugirte  Tan- 
gente des  geodätischen]|Dreiecks  macht,  indem  sie,  von  a  ausge- 
hend, über  die  Seiten  aß,  ßy,  ya  geht  und  in  ihre  ursprüngliche 
Lage  in  o  zurückkehrt, 

oder,  da 

a  =  o^o',      6  =  n — n*      und      c=m—m' 
ist, 

=  540  +  m— m'  +  n  — n'  +  o  — o'  — «'— /3'~/; 

anderseits  ist: 

a' — m+n'  =  a,  ^ 

i3'-o  +  m'  =  /5. 
/— n  +  o'  =  y; 

somit  ist  die  genannte  Summe  von  Drehungen,  oder  der  Umfang 
der  den  konjugirten  Tangenten  des  geodätischen  Dreiecks  aßy 
entsprechenden  sphärischen  Figur, 

=  540— (a+(5  +  y). 

Bezeichnen  wir  den  Inhalt  der  den  Flächennormalen  von  aßy 
korrespoudirenden  sphärischen  Figur  mit  t,  so  ist  nach  Satz  2: 

540- (a  +  |5+y) +  1  =  360, 

»  =  a  +  |5  +  y— 180. 

Diese  Gleichung  enthält  folgenden  Satz: 

4.  a.  Der  Ueberschuss  der  Winkelsumme  eines  geo- 
dätischen Dreiecks  auf  einer  Fläche  Ober  180^  ist  gleich 
der  den  Flächennormalen  des  Dreiecks  korrespondi- 
renden  sphärischen  Figur. 

Taf.  1.  Fig.  9.  Bei  einer  ungleichartig  gekrümmten  Fläche, 
wie  z.  B.  dem  einmantligen  Hyperboloid,  ist  die  Summe  der  Dre- 
hungen, welche  die  konjugirte  Tangente  beschreibt,  indem  sie 
über  das  Dreieck  hingleitet,  und,  von  der  Ecke  o  ausgehend,  wie- 
der in  ihre  ursprüngliche  Lage  in  a  zurückkehrt, 

=  a  +  6  +  c— «'— /3'-.y'  +  l80, 

oder,  weil 


f  - 


u, 


iÜto  des  SpUems  (a)  oder  aus  geoädtUchen  Linien, 
Ferner  ist: 
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—  m 

-a' 

rrr 

«• 

m' 

— o- 

-/S' 

= 

^, 

o' 

— n  • 

-/ 

:=: 

y; 

flonit  ist  die  Summe  der  DrehoiigeD^  oder  der  Umfang  des  den 
koBJagirteo  Tangenten  des  geodätischen  Dreiecks  aßy  entspre- 
cbeodeo  sphärischen  Dreiecks  i 


=  180  +  a+/5+y. 


Abo  ist  nach  Satz  2. : 


180  +  «  +  |5  +  y  +  t  =  360, 

=  180-(a  +  /J  +  y). 

4  b.  Der  Ueberschuss  von  180  Grad  über  die  Win- 
keisomme  eines  geodätischen  Dreiecks  auf  einer  un- 
gleichartig gekrümmten  Fläche  ist  gleich  dem  Inhalt 
der  den  Flächen-Normalen  des  Dreiecks  korrespondi- 
renden  sphärischen  Figur. 

Die  beiden  Sätze  4  a.  und   4  b.  sind  von  Gauss  (Disq.  circa 
saperf.  curvas). 
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V. 

Ueber  die  Aufgabe:  Durch  einen  gegebenen  Punkt  in 
der  Ebene  eines  Kegelschnitts  Normalen  an  denselben 

zu  ziehen. 

Von 

dem  Herausgeber. 


§.  1. 
Mit  der  berühmten  Aufgabe: 

Durch    einen    gegebenen   Punkt  in  der  Ebene  eines 
Kegelschnitts  Normalen  an  denselben  zu  ziehen, 

hat  sich  bekanntlich  schon  Apollonius  in  dem  fSnften  Buche 
seines  Werkes  über  die  Kegelschnitte  beschäftigt,  und  seine  Un- 
tersuchung wird  allgemein  für  eine  der  feinsten  in  der  alten  Geo- 
metrie gehalten.  Er  construirt  die  gesuchten  Normalen  durch  die 
Durchschnitte  einer  gleichseitigen  Hyperbel  mit  dem  gegebenen 
Kegelschnitte.  Dasselbe  habe  ich  in  der  Abhandlung  ThI.XXXlI. 
Nr.  XIII.  gethan,  auf  analytischem  Wege,  und  namentlich  den 
Beweis  geführt,  dass  die  construirende  Hyperbel  eine  gleichseitige 
ist.  Es  hat  aber  schon  de  la  Hire  gezeigt,  dass  die  gesuchten 
Normalen  sich  auch  durch  die  Durchschnitte  eines  Kreises  mit 
dem  gegebenen  Kegelschnitte  construiren  lassen.  Eine  andere 
Construction  mittelst  eines  Kreises  hat  Joachimsthal  gegeben  in 
Crelle's  Journal.  Tbl.  XLVIII.  Nr.23.;und  zwar  mit  Hülfe 
von  zwei  von  ihm  gefundenen  allgemeinen  Sätzen  (m.  s.  unten  §.3. 
und  §.4.)  von  den  Kegelschnitten,  wobei  jedoch  zu  bemerken 
ist,  dass  wenigstens  den  ersten  dieser  beiden  Sätze  (m.  s.  unten 
§.3.)  schon  früher  Herr  Fortunato  Padula  in  Neapel  gefunden 
hat  *) ,  dem  also  jedenfalls  die  Priorität  der  Erfindung  gebührt.  Uebri- 
gens  erklärt  Joachimsthal  selbst  seine  Construction  nur  für 
eine  vorläufige**),  jedenfalls  deshalb,  weil  er  bei  der  Construction 

*)  M.  8.  Elenienti   d  i    Gconictrin   nnnl^ticn  per  R.  Ilubini. 
Napoli.     1864.     p.  468. 

**)  Cr  sagt  von  seiner  Constrortton  S.  377.:  ,,qiioiqu*cllc  no  soit  pas 


ine  Auf|;illt«  lösvnilvu  KreiMe«  <Icr  xtvetlen  Cnonlinnl«  iles 
MilMlpanLt«  ilieiten  Krcisi'n  beduri',  die  nr  aher  nicht  uoiiiitrulrt. 
tmitai  nui  rlurcb  eine  Formel  bestiinml,  (vugegeii  der  Obrige 
Tbtil  drr  CoDstructioii  iu  iler  That  yunz  reiu  gconicirisch 
ht  Anucrilera  «itid  bei  lier  Lösung  des  Problems  nach  melil^r 
HelDun^  iiucti  dnig«  aiiiliTe  Punkte  zu  beröckeiclitiüen  unil  la 
rc[tilii;rii,  so  dass  ich  mir  ertauben  werde,  im  P'il^cnden  fin« 
nns  Lmuiii;  dessvllied  zu  geben,  mit  einer  Conelructlmi ,  die 
*itli  nur  ilcr  geraden  Linie  und  des  Kreises,  oder  des  Lineals 
and  d»  Zirkels  bedient,  leb  iverde  diese  Lösung  gaiix  auT  die 
tn  OTJner  Abhandlung  „Theorie  der  Kegelscbn  ille  nnch 
einci  neuen  Methode  aiialyliäch  entwickelt  (ThI.WXI. 
flr.  ,\tll.)*'  entivickellen  Fornieln  gründen,  »eiche  Abhandlung 
idi  itiitt  Hier  in  ihrer  ganxen  Ausdehnung  als  bekannt  vnraua- 
**li»n  und  jin  Folgenden  hei  den  Verweisungen  auf  dieselbe  kure 
^cb  N.  T.  d.  K.  bezeichnen  werde.  IJeber  die  Anxahl  der  Nor- 
uIm,  welche  «ich  du«  einem  gegebenen  Punkte  an  einen  Kegel- 
Kbnilt  liehen  lassen,  s.  m.  die  Abhandlung   ThI.  VI.  Nr.  XX. 

tMir  denken  uns,  wie  in  unserer  N,  T.  d.  K.,  den  gegebenen 
Mubnilt  aus  einem  Brennpunkte  und  einer  Directrix  mil- 
^der  Chftruktei-iülik  n  consiruirl,  uiid  nehmen  die  ilurch 
93r«aii(rankt  senkrecht  gegen  die  birettrix  gelegte  Ase  und 
IMfMirix  als  die  Äxen  der  j:'  und  j'  eines  rechtwinkligen  Coor- 
4iiuteiiin|«lem8  der  x'i/'  au.  Die  Coordinalen  des  Brennpunkts 
1d  diesem  tifsteme  bezeichnen  wir  durch  ^'',0;  die  Courdioaten 
des  de-ffl  Breun|tunkte  zunächst  liegenden  Scheitels  des  Kegel- 
Khnilts  durch  /',  0.     I>ie  Gleichung  dir  Directrix  ist 


§.'2. 


and  denket 


a  dieselbe  also  im   Allgemeinei 


durch 


farsllch  nach  d«n    Bllgemeinen    Furmeln  N.  T.  d.  K.  8.  07.  j.  11 
N».  14'): 


r=F- 


(■Mira  nuE  ■oliiliini  ili.'(Iiiiliyc".      iUe 
ftwm  intl«l|iunllta  ile«  tu  cunairiiirendci 


r  =  (,,  +  l)r: 


'urinul   fiir  diu  Kweiio  CaurdinMle 
Krei*c«  >.ni,8.37U.  Nr.»)  » 


•■■1 

I 
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Legen  wir  nun  durch  den  Scheitel  ein  dem  Systeme  der  x'y' 
parallelen  Coordinatensysteni  der  xy^  und  bezeichnen  die  Coordi- 
naten  des  Brennpunkts  in  diesem  Systeme  durch  /*,  0;  so  ist: 

also  nach  dem  Obigen: 

(n+l)/"  =  /"+/•.      nf'  =  f,     r  =  lf; 
folglich : 

n' 
und  daher  nach  dem  Obigen: 

'  n' 

die  Gleichung  der  Directrix  in  dem  Systeme  der  xy.  Bezeichnen 
wir  also  in  diesem  Systeme  die  Gleichung  der  Directrix  im  All- 
gemeinen durch 

so  ist: 

n' 
also  nach  N.T.d.K.  S.79.  Nr.  2)  die  Gleichung  des  Kegelschnitts: 

1) n«(a:  +  ^n*  =  («-/^*  +  y», 

oder: 

2) y«  =  (n«— l)a:«+2(n  +  l)/ar. 

Ist  (uv)  ein  beliebiger  Punkt  des  Kegelschnitts,  so  ist  nach 
N.  T.  d.  K.  S.  133.  §.  27.  Nr.  2)  die  Gleichung  der  Normale  des 
Kegelschnitts  in  diesem  Punkte: 

y  — r  = j (a:— ti), 

oder,  wie  man  leicht  findet: 
3).   .   .   .  »-«'  =  -(„  +  i)|(„_i)„^. /.,(*-«)• 

Die  Gleichung  der  durch  den  Scheitel  senkrecht  gegen  diese 
Normale  gezogenen  Geraden  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen 
Geometrie : 

4) y  = ^' 


i- 


i 
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Ist  jetzt  (tf/S)  ein  bestimmter  oder  gegebener,  unTerfinderlicher 
Pkiokt,  durch  welchen  die  den  Kegelschnitt  in  (tir)  treffende  Nor- 
male gezogen  worden,  und  wird  {xy)  gleichfalls  als  irgend  ein 
bestimmter  Punkt  in  der  durch  den  Scheitel  senkrecht  gegen  die 
Normale  gezogenen  Geraden  aufgefasst,  so  haben  wir  nach  2),  3), 
4)  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

r«  =  (n«- 1)««  +  2(«+ l)/ti. 


5)   .   .   . 


(>«+l)|(n^l)«+/)^. 


aus  denen  wir  jetzt  ti,  o  ganz  eliminiren  wollen,  um  eine  Gleichung 
zwischen  x,  y  und  bekannten  Grossen  zu  erbalten. 

Aus  der  dritten  der  drei  vorstehenden  Gleichungen  folgt: 

(n-H)|(n-l)m-/)| 
r  = X, 

y 

Setzt  man  dies  in  die  zweite  Gleichung  und  bestimmt  u,  so 
erhftit  man: 

also: 

und  daher  nach  dem  vorstehenden  Ausdrucke  von  v: 

(n-H)|(n-l)(«a:  +  /?j^)+/ari 

so  dass  wir  also  fiSr  ti,  v  die  folgenden  AusdrOcke  haben: 

tf  — ^Ä > 

6) ^ 

(n+  l)|(n-l)(aj;+|?y)  4-  /j;| 

Fuhrt  man  diese  Ausdrücke  von  ti,  o  in  die  erste  der  drei 
Gleichungen  5)  ein,  so  erhält  man  nach  einigen  leichten  Redii- 
etionen  die  Gleichung: 

7) (n  +  l):r«|(n-l)(«:r  +  /3y)+/i:|» 

=  y«|ar  +  /5y-(n  +  l)/x|i(it-«l)(a:r  +  /Jy)  +  (n«+l)/a:). 


-i./ 


r-' 
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Ferner  findet  man  leicht: 

[ax  +  ßif-  (n  +  i)fx]  t(n  -  l)(ax  +  ßy)  +  (»«  +  l)fii!\ 
=  («  -l)(«a:+/Sy)«  +  2/ic(«a:  +  ßy)-(n  +  l)(n»+  !)/»*•, 

und  hat  also  die  Gleichung: 

(n+  l)x*{(n  —  l)Hax+ßffy  +  'i(n—l)fx(eue  +  /Jy)  +A*.r«l 
=  y«  ((n—  I)  (ccr  +  jSy)«  +  2/a:  («a;  +  ßy)  -  (« + l)(»i«  + 1  )f*x% 

welche  man  leicht  auf  die  folgende  Form  bringt: 

8) (n-l)ty*— (n«-l)a:«|(«a?+/Jy)«  v 

+  %•  -  (n«-  l)x*\fx(ax  +  jSy)  [  =  0. 

-(«  +  !)  t(»»+I)i^«+ar«|/^a«  ) 

Bezeichnet  nun  aber  (xy)  den  zweiten  Durchschnittspunkt  der 
durch  den  Scheitel  senkrecht  gegen  die  Normale  gezogenen  Ge- 
raden mit  dem  Kegelschnitte,  so  verschwindet  im  Allgemeinen  x 
nicht,  und  nach  2)  ist: 

y«_(„«_l)a?«  =  2(«+l)/j;. 
also  nach  8): 

(n-l).2(n+l)/';r.(«a;+|Sy)2  . 
+  -2.2(n  +  l)fx.fx{ax+ßy)  (  =  0, 

-(M  +  l)t(n*+%«+a;»|/^a:«     ' 

oder,  weil  x  nicht  verschwindet: 

2(n-l)(ax  +  ßy)*    > 
+  4fxiax-\- ßs)  =0, 

-\(n*+l)y*  +  3»\fx   > 

also : 

2(n  -  l)(a«a:H2a/Sa:y)  +  2(n-l)/5«y« 

und  folglich,  weil 

y«  =  (n«  ~  l)ar«  +  2(n  +  l)/a: 


=  0, 


ist: 


+  4/i(c«p  +  /Jy)-{(na+l)ya+a:*l/i 


■■■/■  .'a^'-. 
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oder,  wenn  man  wieder  durch  das  nicht  verschwindende  x  dividirt: 

2(ii-IK«ftr+2aßy)  . 

+2(«  -  1)/S«|  (n«—  1)« +2(»» +1)^  j  =  0. 
+  4f(ax+ßy)  -  { (n«+  l)y«+««|/' ' 

Daher  bat  man  jetzt  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

/1a;«+(n«+l)y*l 
=  i(n—lMax+  2ßg)  +2(»-l)|J«|(n»-l)a;+2(n+l)/^|+4/(BX+<Jy). 

f\  («•-  l)a:«-y«}  =  -2(n  +  l)/'«x, 

ond  erhSlt  durch  deren  Addition  die  Gleichung: 

=  2(«-l)«(«ar+2^y)  +  2(n-l)/J«t(n»-  l)*  +  2(n+  l)f\ 

+  if{ax  +  ßy)—2(n  + 1)/»« 
=r  2(n  -  J)  1««  +  (n»— 1)/S«la:  +  2^t  2«— (n  +  })f\x 

+  4/J  t  (n— l)a + /"ly  +  4(n«— 1)/S«/" 
=  2Kn- 1)  [a«+ (n«- 1)|S«J  + /-p«- (n  +  J)/^a:) 

+  4/?|(i»- 1)«  +  Pg  +  4(n»- 1)^/'. 
=  2|«[(n  -I)a+2/]+(n+ l)[(n  - 1)«^-/»]  I« 
+  4^  I  (n  -  I)a + /'ly + 4(ii»  -  \)ß*r, 

a\so  die  Gleichung: 

9) «*+»• 

o  «t(i«-l)«f2/H-(n+l)i(n-l)«/?«-/«|        ■  ffl(n-l)«  +/1 

— -*  »V  «V      * 

.  4(n»— 1)|S« 


n« 


oder,  wie  sogleich  erhellet: 

10) 


_  4(n«-l)/?*  .  ^a[(»-l)a+2/]  +  (n  +  l)[(n  - 1)»/?«-  /^«]^« 

S2<?[(n-l)a+/]  ^« 
der: 


1 
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.! 

[^    Bf(n-l)«+2/H-(n+l)[(n-l)«p'-r'y  ,  ^    2/3[(n-- 1)«-!-^^«    j 

(«[(«-1)«  +  2/1  +  (n+ !)[(«- 1)«^-/-«]>« 
.  4^([(«-l)a+/-]'H-it«(n«-l)n 
oder  auch:  ! 

I 

12)  ', 

C       tt[y-(1-w)«]+(l+n)[(l-n)«p«-/^«]>«    <      2py-(l-n)tt]?'    , 

Y- ^  sn^ ^ — \  ] 

__  C«[2/-- (1  -n)tt]  +  (1  HHi)[(l-n)«(?«~n  j' 
.  iß*\[f—(\-n)tt-\*-n'H}-r?)f*\ 

Die  Natur  der  dorch  diese  Gleichungen  charakterisirten  Curve 
soll  nun  im  folgenden  Paragraphen  genau  ermittelt  werden. 


§3. 

Wenn  der  gegebene  Kegelschnitt  eine  Parabel  und  folglieh 
n  =  1  ist,  so  wird  die  Gleichung  10),  wie  man  leicht  findet: 

13) 

,a.-.2(a-/)l«  +  (y-2iJ)«  =  |2(«-/01H(2i3)«=4t(«-/^«+/»«J. 

Die  durch  die  Gleichungen  10),  11),  12)  dargestellte  Corve 
ist  also  ein  Kreis.  Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  des  Mittel- 
punkts dieses  Kreises  durch  /?,  q  und  seinen  Halbmesser  durch 
r,  so  ist: 

14) 

Weil  die  Gleichung  13)  durch  o;  =0,  ^  =  0  erffillt  wird,  ao 
geht  dieser  Kreis  immer  durch  den  Scheitel  der  Parabel,  und  es 
ist,  wie  auch  ans  den  vorstehenden  Formeln  sogleich  erhellet: 


] 
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18) r«  =  p«  +  9« 

Wenn  der  gegebene  Kegelschnitt  eine  Hyperhel  und  folglich 
M  >  1   ist,   so  ist  die  Gr«isse 

4(w»--l)/3» 

und  folglich  auch  die  Grosse  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichun- 
gen lO),  11),  12)  positiv.  Die  durch  diese  Gleichungen  darge- 
stellte Curve  ist  also  auch  in  diesem  Falle  ein  Kreis.  Bezeichnen 
vrir  wie  vorher  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  dieses  Kreises 
durch  p,  q   und  seinen  Halbmesser  durch  r;    so  ist  nach  10),  11): 


16) 


a{2/--fr(w-l)«H- («4-1)1(11-  l)'/3*-/«| 
j,  = _ 


)     _2jSI/jH«-l)«l. 


und: 


17) r»  =  p«  +  ./«  +  ('-^'V      'ß) 


oder: 

18) 


^_t«[2/'-Kn--l)tt]4(w-H)[(yi-l)«j3^-/^]i« 
''   ■"  *  nY  I 

.  4^l[/'-t-  (n~  Qg?  -f  n^Qi^- 1)/^} 
+  ^iip  • 

Wenn  der  gegebene  Kegelschnitt  eine  Ellipse  und  folglich 
ff  <  1  ist,  so  ist  eine  besondere  Untersuchung  nöthig  über  die 
auf  der  rechten  Seite  der  Gleichungen  10),  11),  12)  stehende 
Grusse  rucksichtlich  ihres  Vorzeichens,  welche  Grösse  wir  durch 
V  liezeichnen,    und  daher  nach  12): 

fj^  j  tt[y~(l-w)aJ-KH-n)[(l--yi)^i3^~/^J  |  - 
4|3^J^[/-(lj-w)aja  -j»g(l-w«)Pl 

setzen  wollen.     Setzen  wir  aber  der  Kürze  wegen  noch: 

V  =a|2/'-(l-n)a)-Kl+w)Kl-w)«l3«-./^}, 
fF=l/'-(l— w)ai«— n^O-n«)/-«; 

lo  int: 

Theil  XLIII.  3 


-  .^  -■.■ 


dißruHert:    Oeöef  die  Au/jfaöe :  Durch  einen  gegebenen  Punkt  in. 

Der  Einfachheit  wegen  wollen  wir  von  jetzt  an,  was  offenbar 
verstattet  ist  und  der  Allgemeinheit  keinen  Eintrag  thut»  die 
Grosse  f  als  positiv  annehmen. 

Weil  nun 

IF={/*-(l-w)al«-n«(l  — n«)/^     ^ 

=  t1— n«(l-n«)|/«  +  (l— ii)«a«— 2(1— n)/a 

ist,  und  für  n  <  1    die  Grossen 

1— n2(l— n«)  und    1— n 

offenbar  positiv  sind ;    so  ist  für  ein  verschwindendes  und  ein  nega- 
tives a  augenscheinlich  die  Grosse  W,  folglich  nach  dem  Obigen 

auch  die  Grösse  17,  positiv.     FQr  cr^O  ist  also   V  positiv,   und 

wir  brauchen  daher  von  jetzt  an  nur  den  Fall  eines  positiven  o 
zu  betrachten  oder  a  als  positiv  anzunehmen. 

Nach  N.  T.  d.  K.  S.  99.  §.  12.  Nr.  18)  ist,  wenn  a  seine  be- 
kannte Bedeutung  hat: 


1 


"—     l-n»    -l_n«— 1-n'      '^-l-n" 


/ 


Für 


ist': 

0 

(l-n)«  =  2A   also   (1 -n)«-/'=/^; 

also,   weil  hiernach 

(l-tOa-/- 

natOrlich  positiv  ist,    auch: 

l(l-n)«-/-l«  =  /*«   oder   {/-(l -n)«l«  = /*•, 
folglich : 

|/_(l-.„)«ia_n»(l-n«)/*^tl-n«(l~»i«)t/^, 


.T^  ■».  ■•--.. 


.1  ■ 
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aloo  Bach  dem  Obigen : 

iiDd  daher  offenbar  W»    also  auch   C7»    positiv. 

Nach  dem  Vorhergehenden  ist  also  ü  positiv  für 


o  ^  0  und  rar  a  ^   ^ > 

X  >  1 — n 


oder  fclr    IX  ^  0  and  fQr  a  ^  2a. 


Fflr 


ist: 


l/-(l-.n)a|«=n«(l-nV*. 

l/-(I-n)a|«-n«(l-ii*)/^  JO, 

wobei  man  nicht  za  übersehen  hat,  dass  nach  Vorstehendem,  so 
wie  n Vi  —  n*.^    auch   /*— (1— n)a   natürlich   positiv    iftt;     also 

Ist   W^O  und  folglich   V  positiv. 
Ffir 


1— n 


ist 


(!-»)« ;^/'+nVT=:i?y, 


I(l-n)a-/-|«  =  n«(l-ll«)/^ 


3* 
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wobei  man  uiederum  nicht  za  übersehen  bat,  dass  nach  Vorste» 
hendem^  so  wie  nV^l —«*./*,  auch  (1  — n)a — /positiv  ist;    also 

ist  W^O,  und  folglich   ü  positiv. 

För 

a  ^  1 f  und   «  ^ i -/ 

X  1  —  n         '  >  I— it         ' 

ist  also   C7  positiv,   und  es  bleibt  folglich   nur  noch  das  Intervall 

—T^ — ^<«< — r=^i — f 

zu  untersuchen  iibrig,  welches  wir  in  die  beiden  Intervalle 


l_n^|-„.  f 


und 


f    =         l  +  nVl-n* 

zerlegen,  und  jedes  dieser  beiden  Intervalle  einer  besonderen  Un 
tersuchung  unterwerfen  wollen. 

Ffir 

1— n         '  ^     <  1  — n 

ist: 


(I_„VTZ;i«)/'<(l-fl)«,     (l-it)o=/'; 

/_(!_„)«  ^„V^yZ."^./-.    /"-(I— n)«^0; 
'.f-  (l-n)«!«  <  «»(I  -n«)/*, 
t  /■-  (I  -  n)«l«  -  n«(l  -n«)/«  <  0; 
also    If'  negativ. 


FCir 


ist: 


i 


-ii^i.      > 


^7-''! 


-■  ■ 


5    ■ 
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/':^(l-n)a,    (l-w)a<(l+»^i-n«)/; 


(l-ii)«-/^0,     (l-.n)a-./*<wVl-««.A 
1(1  -  „)«-./•!«  ^  n«(l  -n«)/^, 

t/"—  (1  - »)«l*  —  ii«(l— n«)/^  <  0; 

also   W  negativ. 

Eis  ist  folglich  in  dem  ganzen  Intervalle 


1— nVl  — n«^              1+nVl-n«^ 
/<«  < z f 


n 


n 


die  Grosse   W  negativ«  also  die  Grösse 

positiv. 

Betrachten  ivir  nun  die  Grösse 


r=:«|2/"-(l-.n)«|  — (1+w)/*. 


FGr 


1— n 


ist  der  Wertb  dieser  Grösse: 


(1- 


n^r^^^)(l  +  «Vizi'?5^_(,+„)^ 


1— tt 

1— n»(l— n«)  — (1  — n«) 


n' 


T^ 


f*  =  T^nf*' 


also  positiv. 
Für 


a  = 


1  — w 


ist  der   Wertb   obiger  Grösse: 


also  positiv. 
För 
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a= = — / 

1  —  n        ' 


ist  der  Werth  obiger  Cirüsse: 


also  positiv. 

Das    Differential    von    T   in    Bezug  auf  a  als   veränderliche 
Grosse  ist: 

ar=2i/'-(i-w)«iaa. 

Unter  der  Voraussetzung,   dass  da  positiv  sei,   ist  folglich 

negativ  „  ^  _iL . 

Lässt  man   also   o   von 

1 /    bis  |-^— 

wachsen,  so  wächst  T  fortwährend,  und  ist  also  stets  positiv^ 
weil  T  positiv  ist  fiir 

n  ' 

Lässt  man  a  von 

r-* —    bis     1 / 

wachsen,  so  nimmt  T  fortwährend  ab,  und  ist  also  stets  positiv, 
weil  für 

a=r- —   und  a= = f 

1  — n  1—»         ' 

diese  Grosse  nach  dem  Obigen  positiv  ist;  denn  sollte  T  in  dem 
in  Rede  stehenden  Intervall  irgend  einmal  negativ  werden,  so 
müsste  es  irgend  einmal  wieder  wachsen,  um  zu  dem  positiven 
Werfhc  zu  gelan£ren,  welchen  es  für 

l  I  M\^nrii2 

€t  =   z f 

I  —11  ' 

erhält,  was  dem  widerspricht,  dass  T  stets  abnimmt,  wenn 
man  a  von 
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—j —   bis  i f 

wachsen  lässt. 

Hiernach  ist  also  T  in  dem  ganzen  Intervalle  von 

«= = f  bis  «= 1 f 

1 — n         '  1— «         ' 

stets  positiv.     Also  ist  auch  die  Grosse 

r  =  a|2/'-(l-«)a)  +  (l  +  n)|(l-n)»|5«-/«| 
=  «(2/--.(l-n)a)-.(l  +  n)/«  +  (l  +  n)(l-«)«^ 
=  r+(l  +  ii)(l-n)»/?» 
in  diesem  ganzen  Intervalle  afets  positiv. 
Weil 

at2/-(l-n)«l  -  (1  +  n)f*  1  (I  +  n)  (I  -n)«/J* 

—  2  \^(H-n)(l-n)«^.t«[2/'-(I-fi)«]-(H-n)/^| 

=  t  V  «P/'- (1  -n)«]  -  (I +n)/»  —  V(I+n)(l-»i)«/J«|« 
ist,   so  ist: 

«l2/--(l-n)cl  -  (I  +«)/^  +  (1  +  »)  (1  -n)«|8« 

=  2^(H-«)(l-«)»|S».ta[-2/'-(l-«)a)-(l  +  n)/*i 

oder: 

«IZZ-CI  -«)a|  -  (I  +n)/'«  +  (I  +n)  (l-»)«/3« 

=  dt  2/? ^(l+M)  (1-n)* { «[2/^-  (1- n)al  _  (TTn)?^!. 

das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen,  jenachdem  ß  positiv 
oder  negativ  ist. 

Die  Bedingung 

(l+«)(l-H)2{«P/^-(l-n)«]-(H-»i)/^| 

wo  diese  letztere  Grosse  nach  dem  Obigen  positiv  ist,  ist  erfiiilt, 
wenn  die  folgende  Bedingung: 

(I  +n)(l-w)«al2/*-(l— ii)«t  +  {/--(l— w)a|a 
^  n«(I  -««)/«  +  (1  -7i«)2/** 
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erfüllt  ist.     Plir 

/ 


1-w 
ist^   wie  man  sogleich  übersieht: 

(l+M)(l-w)*a|2/'-(l-n)«|  +  l/*— (l-n)«|« 

Das  Differential  von 

(l+«)(l-w)«at2/'-(l-ii)a}  +  |/'-(l-n)al« 

nach  et  ist : 

2(I+n)(l— fi)«|/'-(l  — ii)al8«— 2(1  — n)t/-(l-«)aia« 
=  2(1  ^n)  1(1  — n«)  —  1  j  1/"— (1  -ii)a|8« 
=  — 2w*(l  — n)|/'— (I— w)aia«. 

/ 

Lässt  man   nun  a  von   f-^ —  an  abnehmen  oder  zunehmen,  so  ist 

1 — 11  ' 

dieses  Differential  in  beiden  Fällen    positiv,    und   es  nimmt   also 

die  Grösse 

(l  +  n)(l-ii)«at2/'-(l-n)a|  +  t/-(l-.|i)a|« 

in  beiden  Fällen  fortwährend  zu ;    es  ist  also  immer : 

(l+ii)(l-n)«a(2/--(l-n)«|  +  |/'-(I-ii)a|« 

=  (l-n«)/^, 
und  also  uach  dem  Obigen,   nämlich  in  dem  Intervalle 

«= 1 /    bis  «  = i /, 

auch  immer : 

(l+n)(l-n)»|«[2^-(l— n)a]-(l+«)/«} 

J  n»(l -««)/«-l/"-(l  -  «)«l«, 

folglich  nach  dem  Obigen  auch  immer: 

„tS/-— (1—«)«|  —  (1 +»)/»  + (H-n)(l—n)«/S« 

=  +2^  Vn«(I— n*)/'-|^-(l— n)o|*. 


.    A 


•der: 


SNnr  «/«»  KeteücMtU  .Vormaien  an  denielöen  s»  s/«it«n.  41 

tt\2f-(l-n)a]  +  (!+«)  | (I_ „)«/?» -/'«I 

"■     J  ±2/J  V n«(l -n«)/^- 1/--  (1  - «)«t«, 
die  Zeichen  wie  oben  genommen,  also 

l«[2/^-(l-n)«]  +  (H-«)[(l-n)«|8«-/-«]|« 


^  4/J«{««(l-n«)/^-[/'-(l-«)«]«l. 

jaPZ-d-B)«]  +  (1  +  «)  [(I-n)*/J»-^]|> 

+  4/J«i[/'-(l-w)«]»-«'(>  -«•)/»! 
folglich  in  den  obigen  Bezeichnungen: 


>«^ 


und  daher 


F»+4/3«lF^O 


17  = 


F«  +  4/3«  W 


♦  /•t 


»*/ 


aoch  io  dem  Intervalle 


— mi — f<^< — r=r;j — / 

atets  positiv. 

Hiermit  ist  nun  bewiesen,  dass  auch  in  dem  Falle  der  Ellipse 
die  Grosse 

p ^  j  <*W-(l-n)a]  +  (1 +  n)[(l~ii)«^-/^]  |  « 

stets  positiv,  folglich  auch  in  diesem  Falle  die  durch  die  Glei- 
chungen 10),  11),  12)  charakterisirte  Curve  ein  Kreis  ist.  Be- 
zeichnet man  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  dieses  Kreises  durch 
p,  g  und  seinen  Halbmesser  durch  r;  so  ist  nach   10),  12): 


a(2/^-(l -«)«)  + (1  +  n)  1(1 -«)«/3«-/^} 


10) 


{  *=-^ — üy ' 


«V 


od 
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20) r*  =  ;^^  +  ^y»-(^— ?) 


'  oder : 


21)    r«=j 


«V  ( 

■  4<P|[/--(l-«)«]*-nni-B')/'*) 


Die  durch  die  Gleichungen  10),  11),  12)  cbarakterisirteCurve  ist 
folglich  in  allen  Fällen  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  {pq)  und 
Halbmesser  r  ganz  im  Allgemeinen  durch  die  Formein : 


22) 


«|2/-+(n-l)a|  +  («■t.l)|(n-l)«/?«-/»| 
''=  Jflf 

2^1/-+ (n-1)«) 

9  = SV 


und : 


23) r»  =  ;.^  +  y»f    ^"^     .  ^P- 


«^ 


oder: 


24)     ,.^pP^+(n-l)«H-(n  +  l)[(n-l)»^--/^]p 

,  4^«l[/'+(n-l)«P  +  n«(n»^l)/«) 

bestimDit  werden;   und  aus  dem  Vorhergehenden  ergiebt  sich  der 
folgende 

S    a    t    i. 

Die  von  einem  Scheitel  eines  Kegelschnitts  auf  die 
an  denselben  durch  ein  und  denselben  gegebenen  oder 
bestimmten  Punkt  gezogenen  Normalen  gefällten  Per- 
pendikel treffen  den  Kegelschnitt  zum  zweiten  Haie 
in  Punkten«  welche  sämmtiich  in  einem  und  demselben» 
durch  die  obigen  Formeln  vollständig  bestimmten 
Kreise    liegen. 

Wenn  der  gegebene  Kegelschnitt  eine  Ellipse  oder  eine  Hy- 
perbel ist,  und  also  einen  Mittelpunkt  hat»    wollen  wir  die  C< 


■  ^4J 


k  • 


Mmf  eifies  KegeischtUm  Sormaien  an  denseiden  %n  ziehen,  43 

Anaten  des  Mittelpunkts  durch  F,  G  bezeichnen ;    dann  ist  nach 
N.  T.  d/K.  S.93.  §.  11.  Nr.3): 

Legen  wir  nun  durch  den  gegebenen  Punkt  {äff)  einen  Durch- 
messer des  Kegelschnitt«,  so  ist  dessen  Gleidiung: 


7-  {x  —  u)=  -f-r-i n~  (x  —  tt) 

"•"ii  -1 


a 
oder: 

^ t 

oder,   etwas  anders  geschrieben : 

Ziehen  wir  durck  den  Scheitel  (00)  eine  Senkrechte  auf  diesen 
Diameter,  so  ist  deren  Gleichung: 


Oi-l)«  +  / 

y—     (n^l)ß    ^' 


und  wenn  nun  ^,  17  die  Coordinaten  des  zweiten  Durchschnitts- 
pnnkts  dieser  Senkrechten  mit  dem  Kegelschnitte  bezeichnen,  so 
baben  wir  zu  deren  Bestimmung  die  Gleichungen: 

Durch  Auflösung  dieser  beiden  Gleichungen  erhält  man  sehr  leicht : 

2(n+l)(n~l)V^« 
^""     |(«-l)a  +  /'|«— («  —  !)« (n«-l)/3«' 

_         2(n-f-l)(n~l)/ff{(n~l)«  +  /| 

Durch  den  Punkt  (£17)  legen  wir  jetzt  an  den  Kegelschnitt  eine 
Beräbrende,  so  ist  nach  N.  T.  d.  K.  S.  132.  §.  27.  Nr.  1)  deren 
Gleichung : 


■'1 
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y  - 1?  = («  - 1) 

(n-H)K*»-l)  !+/•!.       fc, 
also,   weil  man  mittelst  der  obigen  Ausdrücke  von  |,  1/  leicht 

^"~''^'*^'  —  \(,n—l)a  +  f\*—(n-i)*(n^-l)ß'' 
findet : 

_       l(«-l)«+/^l'-Kn-l)'(n«-l)/3*,_     ,, 
*~''~~  2(n— l)|Jt{«-l)a+/'|  ^^     ^'' 

wo  man  nun  noch  (ilr  |,  i;  ihre  obigen  Ausdrücke  einfiabren  luuss; 
dadurch  erhält  man  mittelst  leichter  Rechnung  die  folgende  völ- 
lig entwickelte  Gleichung  der  in  Rede  stehenden  BerOhrenden: 

|(n-l)a+/^|«-f(«-l)«(i»'-l)/?«  (n«-l)/ff 

^-~'  2(n-l)/J  ((«-!)« +/'!  "^      (n-l)tt+f' 

Beschreibt  man   fiber  2a  als  Durchmesser  einen   Kreis,   so 
ist  dessen  Gleichung: 

(ar-F)«+(y-G)«=o», 

also,  weil  nach  dem  Obigen 

und  nach   N.  T.  d.  K.  S.  99.  §.  12.  Nr.  18),  Nr.  19)  allgemein : 

ist: 

oder,  wie  man  hieraus  leicht  findet: 

Für  die  gemeinschaftliche  Sehne  dieses  Kreises  und  des 
durch  die  Gleichung  9)  bestimmten  Kreises  finden  die  beiden 
Gleichungen : 

^"+y*=-^i*' 


r       itr  Ebene  einen  Kegeiscknius  Kormalen  an  tlenseiöefi  %n  tiehen,  45 

..  ,  ,.     ^«t(n-l)«+y>-K«-H)|(n-l)«/?«~/'| 
x--yy  —i  ^,-  -   X 

+  * ;iY        *  +  — «" — 

8tatty  aas  denen  man   als  Gleichung  der  in  Rede  'stehenden  ge- 
meinschaftlichen Sehne  durch  Siibtraction  die  folgende  erhäK: 


S    f     .c[(«-l)a  +  2/lt(y|.H)[(n-l)»/3>-n) J 


.-?(?!:i_y^ 


?*^ 


oder,  wie  man  leicht  findet^   die  folgende: 

|(ii-l)at/'|«  +  (ii-l)«(««-l)/S*     .2ig|(n--l)«+/'|  2(w«-I)|^ 


««(n-1)/ 


iiY 


n^ 


also: 


t(7l-l)a+/^^^•(y|~l)«(y|a~l)l3^  (n^-\)ß 

*-  ^2(ii-l)/3|(«-I)«  +  /'}         '^■"(«-1)«  +  /" 

welche  Gleichung  ganz  mit  der  Gleichung  der  obigen   Berühren 
deD  Sbereinstimmt ;    daraus  crgiebt  sich  der  folgende 


.S 


t    1, 


Wenn  man  durch  den  »Scheitel  des  Kegelschnitts 
aufden  durch  den  Punkt  (cr^)  gezogenen  Durchmesser 
desselben  eine  Senkrechte  zieht,  und  durch  den  zwei- 
ten Durchschnittspunkt  dieser  Senkrechten  mit  dem 
Kegelschnitte  an  diesen  eine  Berührende  legt;  so  ist 
fliese  Berührende  die  gemeinschaftliche  Sehne  des 
fiber  der  Hauptaxe  2a  als  Durchmesser  beschriebenen 
Kreises  und  des  durch  die  Formeln  des  vorhergehen- 
den Paragraphen  bestimmten  Kreises. 


§.  s. 

In  dem  Falle  der  Ellipse  und  Hyperbel  wollen  wir  jetzt  durch 

den  Mittelpunkt  des  Kegelschnitts  als  Anfang  ein  dem  primitiven 

Systeme  der  xy  paralleles  Coordinatensystem  der  .r'^'  legen,  und 

h  diesem  Systeme  die  Coordinaten  der  Punkte   (/X)),  (cr/3),   {p(^) 

iftpective  durch  /*',  0;    «',  ß' \    p\  q'   bezeichnen*).     Dann  ist: 


*)  Data   der  absointe  Werth  von  /'    in   der    gewöhnlichen  llczeich- 
■ng  die  Gröiie  e  iit,  versteht  sich  von  selbst. 
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also,   vieil  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen: 

p^     f  ^  f 

n  —  1       1  — it 


ist: 


f=rh+n  «=,4;.+«';  p=T^+p'' 

ß  =  ß';  9  =  9'. 

Folglich    ist: 

I    -~\~n'    I-  n        • 

Ferner  ist : 


P-P-fiz;,- — t:^:^-' 


Nach  22)  ist: 


«12/^-(l-n)«|-Kl  +  n)|(l-n)'/?«-/^> 
p  = ^ , 

'2ß\r-0-n)a], 
9~  ^Y ' 

also,    wie  man  leicht  findet: 

Nun  ist  aber  nach  dem  Obigen: 

(l-n)«  =  /^+ (!-«)«', 
also: 

2/-- (l-B)  «  =  /'-(!-«)«'; 
folglich : 


(.  -„^p-f=-(}^y .  ^IzzCLp^^J!! , 


und  daher: 


1_„  «'«-(!-««) /?'« 

P= — :^  y  • 

oder,   wenn  man  nach  dem  Obigen 


jt 


>••  1^1., 


jttiM  €tt$t»  iCegelscknUfs  Normalen  an  denseiöen  %u  ziehen.  47 


•  • 


«ntsti 


P'  = 


o'«-(l— n«)(S'« 


nf 


Weiter  ist: 
folgUcb : 

2(i-«)«'y 

9  -9-- Jiy ' 

and,    weon  man  wieder 

f._      i}-n)f' 
'  n 

setsl : 

Also  hat  man  (iSr  />',  9'  die  folgenden  Ausdrdcke: 

*»  -  n/'  -n  f 

26)  . . . 
L  I  ^_2«'/»'_2    «'13' 

9— <--«T" 


E 


Nach  23)  ist: 


n? 


und  nach  dem  Obigen: 


also: 
26) 


P=P'-^.    9=9'5 

/'  4(1— n*)  3" 


und  folglieh  nach  25): 


27) 


oder 


§.6. 
Di«  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  bewiesenen  Formeln 
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und  Sätze  wollen  wir  nun  zur  Construction  der  durch  einen  gege- 
benen Punkt  gehenden  Normalen  eines  gegebenen  Kegelschnitts 
anwenden^  indem  wir  jetzt  zuerst  annehmen,  dass  dieser  Kegel- 
schnitt eine  Parabel  sei. 

In  der  im  Ganzen  gewiss  ohne  weitere  Erläuterung  vullig  ver- 
ständlichen Taf.  II.  Fig.  1.  sei  P  der  gegebene  Punkt,  durch  wel- 
chen Normalen  an  die  gegebene  Parabel  gezogen  werden  sollen, 
also : 

Die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  des  in  §.  3.  bestimmten  Krei- 
ses sind  in  diesem  Falle  nach  14): 

Da  nun  /"=  -f-  AF  und  a  —  /*=  AQ  —  AF:=:z  FQ  ist,  so  mache 
man  AD=2.FQ  und,  nachdem  man  in  D  auf  die  Axe  der  Para- 
bel ein  Perpendikel  errichtet,  CD=z2,PQ,  wodurch  der  Punkt 
C  erhalten  wird,  welcher  offenbar  der  Mittelpunkt  des  zu  bestim- 
menden Kreises  ist,   weil  seine  Coordinaten 

+  /i  /J  =  2 .  FQ  =  2  («  -  /)  =  p , 
+  CD=22,PQ  =  2ß  =q 

sind.  Da  nun  nach  §.  3.  dieser  Kreis  immer  durch  den  Scheitel 
A  der  Parabel  geht,  ko  wird  derselbe  erhalten,  wenn  man  aus 
dem  bekannten  Punkte  C  einen  durch  den  Scheitel  A  der  Para- 
bel gehenden  Kreis  beschreibt,  welcher  im  vorliegenden  Falle  die 
Parabel,  ausser  in  dem  Scheitel  A,  in  den  drei  Punkten  E,  E',  E^ 
schneidet.  Zieht  man  jetzt  die  Geraden  AE,  AE' ,  AE"  und 
legt  durch  den  gegebenen  Punkt  P  die  in  der  Figur  durch  stär- 
kere Linien  ausgezeichneten  Geraden,  weiche  auf  AE^  AE' ,  AE" 
senkrecht  stehen,  so  sind  diese  Senkrechten  die  gesuchten  Nor- 
malen, wie  aus  dem  in  §.  3.  bewiesenen  Satze  auf  der  Stelle 
erhellet. 

Dass  man  in  allen  Fällen  bei  der  Ausführung  dieser  Constru- 
ction  auf  die  Vorzeichen  gehörig  Rucksicht  zu  nehmen  hat,  welche 
allen  zur  Anwendung  kommenden  Grössen  in  Folge  des  zu  Grande 
gelegten  Coordinatensystcms  zukommen,  versteht  sich  ganz  von 
selbst  und  bedarf  kaum  noch  einer  besonderen  Bemerkung,  gilt 
aber  auch  fi'ir  das  Folgende. 


§.7. 
Im  Falle  der  beiden  anderen  Kegelschnitte  wird  es  hier  vul- 


I  ■ 


iut  Urne  eines  Xegeischnfits  Sormaltn  an  denselben  %u  ziehen.  49 


Iggairiigeii,  die  Ausföbrung  der  Constructiou  der  Normalen  nur 
Ar  einen  derselben,  etiva  für  die  Ellipse,  zu  zeigen,  well  für 
die  Hyperbel  die  anzuirendende  Methode  im  Wesentlichen  voll- 
stSndis  dieselbe  ist. 

Zuvurderst  ist  zu  bemerken,  dass  im  vorliegenden  Falle  die 
Charakteristik  n  gegeben  sein  muss.  Soll  aber  die  Construction 
den  Namen  einer  rein  geometrischen  verdienen,  so  darf  n  nicht 
aU  eine  Zahl  gegeben  sein,  weil  ja  diese  Zahl  auch  eine  Irra- 
tionalzahl sein  könnte.  Es  muss  vielmehr  n  durch  das  Verhält- 
niss  zweier  bestimmten  Geraden  ausgedrückt  gedacht  werden. 
Bezeichnen  wir  aber  die  lineare  Entfernung  des  Scheitels  vom 
Brennpunkte  wie  früher  durch  f^  ferner  die  lineare  Entfernung  des 
Scheitels  von  der  Directrix  durch  X ;  so  ist  nach  N.  T.  d.  K. 
S.68.  j.  1. : 

Aach  ist  nach  N.  T.  d.  K.  S.  99.  §.  12.  Nr.  20),  Nr.  21),  wenn  a  und 
^  ihre  bekannte  Bedeutung  haben : 

e 
n  =  -  . 
a 

QDd  man  sieht  also,  dass  man  immer  anzunehmen  bei  echtigt  ist, 
daas  die  Charakteristik  n  in  der  von  einer  rein  geometrischen 
Construction  in  Anspruch  genommenen  Weise  ausgedrückt,  dar- 
geatelh  oder  gegeben  sei. 

fn  der  wieder  ohne  weitere   Erläuterung  im  Ganzen  gewiss 

rollig  verständlichen    Taf.  III.  Fig.  11.   sei    aus  dem    Mittelpunkte 

0  eine  Ellipse  beschrieben,  und  Psei  der  gegebene  Punkt,  durch 

welchen  an  dieselbe  Normalen   gezogen  werden  sollen,   so  dass 

a/so : 

ond  f'='-  OF  ist.    Nach  25)  Ist: 


al^o^    weil 


\mi 


w 

1 

n 

tt'ß' 
'   f" 

• 

n  = 

e 
a 

w 

a 

e 

tt'ß' 

r  ' 

Theil  XMII. 


!*■ 
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vrobei  man  des  Folgenden  wegen  zu  beachten  bat,  dass  im  vor- 
liegenden Falle  q*  negativ  ist  In  dem  Brennpunkte  F'  errichte 
man  auf  die  Axe  AA'  ein  Perpendikel  F'R=PQ,  und  ziehe  die 
Gerade  OR,  welche  PQ  in  5  schneidet;   so  ist: 

OF':OQ  =  F*R:SQ, 
also : 

OQ.F'R_OQ.PQ_      ^ 
^^—     OF'      ""      OF     "■""/"* 

Durch  S  ziehe  man  mit  AA'  eine  Parallele»  welche  F'R  in  T 
schneidet  und  ziehe  die  Gerade  OT,  welche  die  in  A'  auf  AA' 
errichtete  Senkrechte  In  V  schneidet;    so  ist: 

OF':OA'  =  F'T:A'V, 

also: 

,,fj_OA'.F'T       OA  a  a'ß' 

^  ^- — OF^  —üF'^^-'^^eT* 

folglich  nach  dem  Obigen: 

A'ü=:-iq',      g'z=z^2,A'U, 

Macht  man  nun  A'V=2.A'V»  so  ist  ^'  =  — il'F,  und  wenn 
man  jetzt  durch  F  mit  AA'  eine  Parallele  GH  zieht,  so  muss 
der  Mittelpunkt  des  nach  §.  3.  zu  beschreibenden  Kreises  in  der 
Geraden  GH  liegen.  Mun  ziehe  man  durch  den  gegebenen  Punkt 
P  den  Durchmesser  OP  der  Ellipse,  fölle  auf  denselben  von 
dem  Scheitel  A  eine  Senkrechte,  welche  die  Ellipse  zum  zweiten 
Male  in  K  schneidet,  und  lege  auf  bekannte  Weise  durch  K  an 
die  Ellipse  die  Berührende  ilfiV.  Beschreibt  man  jetzt  über  AA' 
als  Durchmesser  einen  Kreis,  welcher  die  Berührende  MN  lo  den 
Punkten  J  und  L  schneidet,  so  sind  diese  beiden  Punkte  nach 
dem  in  §.  4.  bewiesenen  Satze  auch  Punkte  des  nach  §.  3.  zu 
beschreibenden  Kreises,  oder  JL  ist  eine  Sehne  dieses  Kreises. 
Errichtet  man  jetzt  auf  JL  in  ihrer  Mitte  eine  Senkrechte,  so  ist 
deren  Dorchschnittspunkt  C  mit  der  Geraden  GH  der  Mittelpunkt 
des  nach  §,  3.  zu  beschreibenden  Kreises^  welcher  also  nun  leicht 
beschrieben  werden  kann,  wenn  man  aus  C  als  Mittelpunkt  durch 
einen  der  beiden  von  C  gleich  weit  entfernten  Punkte  J  und  L 
einen  Kreis  beschreibt,  der  dann  natürlich  auch  durch  den  ande- 
ren Punkt  gehen  muss.  Zieht  man  ilun  von  dem  Scheitel  A  nach 
den  Durchschnittspunkten  E  und  E'  dieses  letzteren  Kreises  mit 
der  Ellipse  die  Geraden  AE  und  AE' ,  und  ßillt  auf  dieselben  von 
dem  Punkte  P  die  in  der  Figur  durch  stärkere  Linien  ausgezeich» 
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mImi  Senkrechteo»  so  sind  dieae  Senkrechten ,    wie  ODinittelbar 
UM  dem  in  $.  3.  bewiesenen  Satze  folgt,  die  gesuchten  Normalen. 


§.  8. 

Aber  auch  ohne  Anwendung  des  in  §.  4.  bewiesenen  Satzes 
lassen  sich  die  Normalen  construiren,  wie  jetzt  noch  gezeigt 
werden  soll. 

Nach  25)  und  23)  ist: 

1    «'*—(! -n«)/J'«        ,      2   a'Ä' 
P-n'  f  '    f-n'  f 

und: 

Alu  ist: 
folglich,  weil 


I 


—  ^         1  __  a 


Ut: 


a   a'^      e    ß'^      a    ß'^  a   «'jS' 


'n  Taf.  III.  Fig.  Hl.    sind    die  Linien    OM,   ON    so   aufgetragen 
'forden,  dass 

OM:ON=e:a 

>9t,  Qnd  es  ist  also: 

,_0N    a'«       OM  ß'^      ON   ß'^      ,  ,       OiV    a'/3' 

luD  mache  nun 

;  OB  =  0«,        0Z>  =  PQ 

i 

u  nd  beschreibe  zwei  durch  F,  B  und  F,  Z>  gehende  Kreise, 
I  deren  Hittelpunkte  in  AA'  liegen,  wie  die  Figur  zeigt,  und  deren 
\t.  Darehschnittspunkte  mit  AA'  die  Punkte  R.  S  sind;  dann  ist 
^*  ^eobar: 


1 
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Hierauf  ziehe  man  MR  und  mit  derselben  durch  TV  die  Parallele 
NT^  welche  AA'  in  T  schneidet,  so  ist: 

Ferner  ziehe  man  MS  und  mit  derselben  durch  N  die  Parallele 
Nüg  welche  AA'  in   V  schneidet,   so  ist: 

ON  ON    ß*^ 

Endlich  ziehe  man  NS  und  mit  derselben  durch  M  die  Parallele 
MV,   welche  AA'  in   F  schneidet,   so  ist: 

Also  ist  nach  dem  Obigen: 

p'  =  — Or— OF+Ot7=:Ol7-(Oy+OF). 
Macht  man  nun 

0»F=07'+0F,       WX=zOV', 

so  ist  offenbar 

also: 

p'  =  +  OX, 

Ganz  wie  im  vorhergehenden  Paragraphen  constrnirt  man,  wie 
auch  in  Taf.  HI.  Fig.  HI.  ohne  Beifügung  von  Buchstaben  ange- 
deutet worden  ist,  die  Coordlnate  q\  und  bestimmt  also  nun  leicht 
den  Mittelpunkt  C  des  nach  §.  3.  zu  beschreibenden  Kreises. 

Um  nun  ferner  den  Halbmesser  r  dieses  Kreises  zu  coostmi* 
ren,  bemerke  man,  dass  nach  dem  Obigen: 


also: 


r«  =  p>  +  9«-|(^y-(2/J)*|, 


oder: 


Ist.    Man  mache  nun  OF=:2.PQ=:2/3',   ziehe  die  Gerade  MY 


^1  darsellten  aun-li  iV  di»  Piifiil[el«  NZ,   welche  AA'  in  Z 
so  Ut: 

jprAtif  be»chr«ibe  man  über  OZ  als  Durch luees^r  einen    KteU, 
k'in  deniulbeD  OG=Oi'='iß'  ein  und  tiebe  G'Z,   eo  iai: 

GZ»=  OZ»-  06'^  (^^)  -  C-i*')' 
iUch    aaGh    dem   Ohi^en : 

liebe  luaii   AC,   hesi^hreibe  übor  dieser  Geraden   als  Dvrcb- 
einen  Kreia,  trage  in  denselben  Aff=GZ  ciu  und  ziebe 


CfP=AC^—  Am=AX^  f  CA«-  GZ«. 


ih«r  nach  dem  Obigen  r^CH.  Alan  beschreibt  also  nun 
7  aU  Millclpunkl  ndt  67/  als  Halbmesser  einept  Kreie,  mH- 

ftio  diesem  Falle  die  gegebene  Ellipse  in  den  zwei  Punkten 
1  £'  schneidet:  dünn  ziehl  man  AE  und  AE'  und  l^lll  von 
SAK  DDd  AE'  Hcriiendikel,  welche  in  Taf  HI.  Fig.  II(.  durch 

rke*e  Linien   vor   den   übrigen  ausgezeichnet  worden   sind,    so 


«iod  diese  Perjiendikel  die  gi 

Ote  vollständige  üetiereinslininn 
T«r.ll).  Fi»  II.  und  Taf.  III.  Fig.  III. 
eriialtencn  Kesultnte  mit  einander  wtr'l  niiti 
FAt    die  Hyperbel    ist  die  Constriictiun 
Elltiise  ausgefQhrten  Conelrucfionen  nicht  v 
irie  schon  bemerkt  worden  ist. 

»  gende  Linie  und  der  Kreis    reiche 
.   um  die  berilbu>te  Aufgabe 


Normalen. 

lg    der  durch   die   beiden  in 
ausgeführten  Conatructionen 
I  mitn  sogleich  bemerken, 
ctiun   vun    den   hier  für  die 
cht  nesenllrcb  verscbieden. 


also  i 


.illen  F»tlen 


n  diesem  AuTsalie  durchaus 
rtibmte  Problem  von  den  du 


nur  meine  Absicht  gewe- 
xh  einen  gegebenen  Punkt 
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an  einen  Kegelflchnitt  zu  ziehenden  Norraaieo  bloss  durch  die 
Gerade  und  den  Kreis  in  völliger  Allgemeinheit  zn  losen, 
und  ich  lasse  mich  der  Kfirze  wegen  auf  gewisse  besondere  Fälle, 
in  denen  sich  einfachere  Constructionen  geben  lassen,  för  jetzt 
gar  nicht  ein,  hoffe  aber  auf  Fälle  dieser  Art  später  zurückzu- 
kommen. Dass  auch  die  im  Obigen  gegebenen  ganz  allgemeinen 
Formeln  in  solchen  besonderen  Fällen  oft  bedeutend  einfacher 
ausfallen,  versteht  sich  von  selbst.  Liegt  etwa  der  gegebene 
Punkt  P  im  Falle  der  Ellipse  in  der  Nebenaze  derselben,  so  ist 
«/ssO,    und  folglich  nach  dem  Obigen  in  $.8.: 


^■=C-!)f-  '•=•• 


Liegt  in  demselben  Falle  der  Punkt  P  in  der  Hauptaze,   so  Ist 
/3'=0,    also  nach  dem  Obigen  in  §•  8.: 

a   af* 

Das  weitere  Eingehen  auf  solche  besondere  Fälle  Hegt  aber,  wie 
schon  erinnert,  hier  für  jetzt  gar  nicht  in  meiner  Absicht. 


Tl. 

Der  Kegelschnitt  der  neun  Punkte. 

Von 

dem   Herausgeber. 


§.1. 

So  wie  der  Kreis  der  neun  Punkte  hat  in  neuester  Zeit  auch 
der  Kegelschnitt  der  neun  Punkte  die  Aufmerksamkeit  der  Mathe- 
matiker in  einem  bedeutenden  Grade  auf  sich  gezogen;  insbeson- 
dere haben  mehrere  ausgezeichnete  italienische  Mathematiker,  wie 


\\2 


>  Baltapliai.  Hellrami,  Truili  u.  A.,  «ich  der  Vn- 
•  diese«  KrgeUchnilts  mit  AUBgexelchnetcm  analytischen 
und  grossetil  Erfulgu  gewidiupl,  und  ihre  betreStndeu 
itciten  verdienen  die  grüsste  bcachlung.  Allen  diesen  schSnen 
Untersuciiuiigen  aind  indess  neuere  roordiiintcnsyeteme  zu  lirund« 
gtlegt  Hordon,  und  für  rechtwinklige  CiMirdioaten  ist  meinet) 
Wisaen«  die  nllgeuielae  Gleicliung  des  Kegelschnitts  dor  neun 
Punkte  mich  von  Niemand  «ntwickelt  Miirden.  Du  aber  die»«» 
C«wditi Diensystem  iloch  immer  da»  „Systeme  classitiiie",  nie 
M  mll  Tlechl  von  einem  der  neuesten  franzilBischeo  .Scbriflatol- 
In')  genannt  wird,  ist  und  bleiben  nird;  so  habe  ich  mir  die 
EntKick elung  der  allgemeinen  Gleichung  dee  KegeUthnills  der 
neun  Punkte  TSt  daa  genannte  claasische  Cnordinalenaystem  in 
dies»  Ahbanillnng  zur  Aufgabe  gemacht,  und  »il|  die  Resultate 
meinet  Untersuchung  im  l-'olgenden  mittheilen,  da  ich  die  von 
miT  I!«  fad  denen  Gleichungen,  >venn  sie  auch  nicht  einfacb  sind, 
Ibrtf  Farm  wegen  doch  der  Mitlheilung  noht  tverlh  halte-  Viel 
einfeehBt  i^eetallet  sich  freilich  die  Sache,  nenn  man  ein  gewis- 
*<■  'peciciles  schiefn  inicliges  Coordinateneyslem  in  Grunde 
iffi,  wie  ich  dies  schon  vor  vielen  Jahren  in  meinen  „Clenien- 
l««  der  atialylieche»  Geometrie.  Zwei  ler  Tbeil.  Lei|i- 
tig.\m.  S.  132.  §.  4t>.-  gezeigt  hübe,  worauf  ich  am  Schltiss 
anitt  Abhandlung  zurückkommen  wenle,  deren  Zweck,  ivte  schon 
8t*igt,  die  Kugrunrieleguiig  etii«8  solchen  speciellen  roordinateri- 
»Jisteni»  nirht   «ar. 

Vorher   erlonbe  ich    mir  jedoch    die    Titel    der    nach    meiner 
Mrinnnj;  forzüglich  hierher  geböreniien  und  hiiu(itaachlteh    zu  be- 


6unt  (eulei  uilUtt  dani  m»  Lyi:^e» 
'ininmca   Rpecinux  qiit.    |iar   pniilinn 
re,    ne  rrnonrent  pni  volontier«  k  dK« 
«t   pcuTcnt    reciller   doiant  i'adoption 
LI  qD'il«  (oipiit.    <le   la  (i^otD^trie  mo' 
V  laTh^orio  f;iniia\e  Aef  cant- 
>.    Parti  ISI14.    Prtifucr.    «In  Werk, 
liitlieii    JlalticniBlilierii    «nlir   gl- 
ichen Conrd  in  alen  wird  nU  ,,|iri>- 
eiit,   elaaiiquoi    de    Ocacnrte«"    bezeichnet.    —    Wir    vrüni'i'liRn 
MV,  (tnii  die  neuen  ConrdinatenAjt&tetue  tinmer  melir  tCiiis'ini;    und  An- 
vauJDSfc  linden  inÜKen,  tind  TBrn-eiscn  deitialii  nninendicli  auf  ilie  imlen 
ntni  Seliriftcn   au(f>cieichnBlcr    imlienisrhcr   Halliemaliker.     Aorli 
l-«tine  Abhandlan)^:     ..Uai  Syaleni    der   Orolliuian-Conrdi- 
'klB  all^uoiner  analftiicher    En  twIckcloDg"    im  Atehi* 
SXXfUL  Kt.  ^X\V).  S.  3aB. 


P-Lm  coordonnfcii  da  DGbi:Brt< 

I  Ecnlea,    ta  plopart  de« 

bg«äl,  a'adonnenl  ü  In  Hcieni 

<  qot  Ifnr   tont  familtera, 

nteani  artifiue«,   ai  Sni^nieu 

■l<£tDdD>  BDalrtiqueB  au 

klifUnc*  iiat  iM.  F<:<lii  Lnrit«. 

«*Mlti  inn   den    bedentenditen    frn 

rAni  nird).     Der  Gebraurh  der  car 
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achtenden  Abhandlungen  der  oben  genannten  treflflichen  italieni- 
scheo  Mathematiker  besonders  namhaft  za  machen,  und  zu  deren 
in  allen  Beziehungen  lehrreichem  Studium  recht  sehr  einzuladen : 

Sopra  aicune  proprie.tä  delle  linee  di  secondo  grado 
per  G.  Battaglini  (Rendiconto  della  R.  Accad^mia  delle 
Scienze  Pisiche  e  Matematiche  di  Napoli.    Fascicolo  1^. 

—  Maggio  1862). 

Nota  sopra  aicuno  questioni  di  Geometria  per 
G.  Battaglini  (Rendiconto  della  R.  Accademia  delle 
Scienze  Pisiche  e  Matematiche  di  Napoli.     Fascicolo  5^. 

—  Settembre  1802). 

Intorno  alle  coniche  di  nove  punti  e  ad  aicune  qui- 
stioni  che  ne  dipendono.  Nota  del  Prof.  Eugenio  Bel- 
trami.  (Estratta  dalla  Serie  !!.  Vol.  II.  delle  Mem.  delT 
Accad  delle  Scienze  delT  Istituto  di  Bologna).  Bo- 
logna 1863. 

Sülle  coniche  di  nove  punti.  Nota  di  Eugenio  Bel- 
trami  (Giornale  di  Matematiche  ad  uso  degli  Studenti 
delle  Universitä  Italiane.  Anno  I.  Apriie  1863.  p.  109. 
Napoli). 

Estensione  alle  spazio  di  tre  dimensioni  dei  teo- 
remi  relativi  alle  coniche  di  nove  punti,  per  Eugenio 
Beltranii  (Giornale  di  Matematiche  etc.  Annol.  Luglio 
1863.     p.  208.     Dicembre  1863.    p.  354.    Napoli). 

Intorno  ad  aicune  proprietä  dci  cerchio  de  nove 
punti.  Nota  di  N.  Trudi  (Giornale  di  Matematiche  etc. 
Annol.     Gennaio  1863.     p.  29.     Napoli). 

§.  2. 

Es  handelt  sich  hier  um  die  allgemeine  Bestimmung 
des  geometrischen  Orts  der  Mittelpunkte  aller  der 
Kegelschnitte,  ivelche  sich  durch  vier  gegebene  oder 
feste  Punkte  legen  lassen,  und  insbesondere  um  die 
Entwickeluni^  der  allgemeinen  Gleichung  dieses  Orts 
für  rec'hti^'inklige  Coordinaten,  wobei,  was  hier  ein  für  alle 
Mal  bemerkt  \\\v^,  natt'iriicb  nur  solche  Kegelschnitte  zur  Betrach- 
tung kommen,   die  einen  Mittelpunkt  haben. 

Die  vier  gegebenen  oder  festen  Punkte  seien 
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nd  Are  Coonlinateo  io  Bezug  auf  ein  beliebiges  rechtwinkliges 
CMfJiaateDsystem  der  xy  seien  beziehangsweise : 

Durch  den  Punkt  Aq^  der  natSrIich  unter  den  vier  gegebenen 
Ponkten  ganz  beliebig  gewählt  werden  kann,  denken  wir  uns  ein 
neues,  dem  primitiven  Systeme  der  xy  paralleles  Coordinaten- 
System  der  ue  gelegt,  und  bezeichnen  die  Coordinaten  der  Punkte 

in  Bezug  auf  dieses  neue  System  beziehungsweise  durch : 

ihre  polaren  Coordinaten  in  Bezug  auf  dasselbe  System  durch : 

wo  also: 

itfi  =  ^1  cos  Ui,    T]  =  pi  sin  fl(| ; 
ti3  =  pa  cosos,    P3  =  Ps  sin «3 
ist. 

Darch  die  vier  festen  Punkte 


'0» 


^1 »       ^2>      ^3 


denken  wir  uns  jetzt  einen  beliebigen  Kegelschnitt,  der  einen 
Mittelpunkt  hat,  gelegt,  und  nehmen  dessen  Axen  als  ein  ferne- 
res neues  rechtwinkliges  Coordinatensystem  der  XY  an,  in  Be- 
zug auf  welches  wir  die  Coordinaten  der  vier  festen  Punkte  be- 
ziehungsweise durch 

^O  >     *0  5      -^1  9     M  5       -^2  9      *2 »       ^3  9     '3 

bezeichnen.     Die  Annahme  des  positiven  Theils   der  Axe  der  X 

ist   wiUkGhrlich ;    der  positive  Theil   der   Axe  der    Y  niass    aber 

immer  80  angenommen  werden,   dass  man  sich,  um  von  dem  po- 

Ätiven   Theile   der  Axe  der  X  durch   den   rechten  Winkel   (XY) 

hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der   Y  zu  gelangen,  in 

demselben  Sinne  bewegen  rouss,   in  weichem   man  sich  bewegen 

^  mass,    uro    von  den   positiven  Theilen  Mer  Axen  der  x,  u   durch 

I    die  rechten  Winkel  (xt/),  (uo)  hindurch  xu  den   positiven  Theilen 

[    der  Axen  der  y,  v  zu  gelangen.     Von  dem  Mittelpunkte  des  Ke* 

y  golschnitts   oder  dem  Anfange  der  XY  denken   wir  uns  eine  mit 

k    den  positiven   Theilen  der  Axen  der  x,  u  parallele   und    gleich 


1 
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gerichtete  Gerade  ausgehend,  und  bezeichnen  den  von  dem  posi-  ; 
tiven  Theile  der  Axe  der  A  mit  dieser  Geraden  eingeschlossenen  Win- 
kel, indem  wir  diesen  Winlcel  von  der  in  Rede  stehenden  Geraden 
an  in  demselben  Sinne  von  0  bis  360^  zählen,  in  welchem  man  sich 
bewegen  muss,  um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  oder 
u  an  durch  den  rechten  Winkel  {xy)  oder  (ut)  hindurch  zu  dem 
positiven  Theile  der  Axe  der  y  oder  v  zu  gelangen,  durch  B. 

Endlich  denken  wir  uns  durch  den  Punkt  Aq  als  Anfang  ein 
dem  System  der  JCF  paralleles  Coordinatensystem  der  X'Y'  ge- 
legt, und  bezeichnen  die  Coordinaten  der  Punkte 

in  diesem  Systeme  beziehungsweise  durch 

Dann   haben  wir  nach  den   bekannten  Formeln  der  Coordinaten- 
Verwandlung  offenbar  die  folgenden  Gleichungen: 

Ui=-yi'co86  — Fi'sinÖ,  t7i  =  Ai'sinÖ  +  Fi'co8  6; 
t<9=: A2'cosd — Fa'sind,  t^=A2'sin6-f  F^'cos^; 
t/3 = As' cos 6— Fg' sin  6,    t?8  =  -X8'«>nö  +  Fj'cosÖ; 

aus  denen  sehr  leicht: 

A|'  =  tf|Cos0-f-Oisin0,  Fi'= — »i  sin  6 -f  t|  cos  0 ; 
7L^  =  ua  cos  B\^  sin  0,  F^'rs—  u^sin  B\v%  cos  B ; 
X^*  =  »8Cos6-f  Vssind,     Fj'zr:  — Wasinö  +  Pscosö 

folgt.    Nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  «bat 
man  ferner  die  Gleichungen: 

JTj  =  J^o  +  -^«'j     Fj  =1  Fq  +  Fji'; 
A,  =  Ao  +  Jr3S     F,=  Fo+F3'; 

also  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 

Xx  = -Xo  +  ^'iCosÖ  +  risinÖ,  Fj  =  Fq— ttiSinö  +  t?iCos(9; 
^2  =  -Xo+tisCosö  +  rÄsinÖ,  Fj  =  Fq— t^ssin^-f  09C06(9; 
^3  =  Xf^-\^u^fi^%B\n^%\XiB,     F3  =  Fo— tfssind-f  tscosd; 

folglich  nach  1): 

^i  =  -^o+^i  cos(ai  — 6),     F,  =  Fo+p,  sin(ai  — ö); 

2)     ^  A,  =  J¥o  +  PtCOsK-d),.    F«=Fo+e«8in(a2-6); 

J^=Äo+p8C08(a8-ö),     F3=Fo  +  p8  8in(a3-Ö). 
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BaMicbnen  wir  die  Coordinaten  des  Mittelpunkte  des  Kegel- 
•cMtts  in  dem  primitiven  System  der  xy  durch  X,  ti\  so  haben 
irir  nach  den  bekannten  Formeln  der  Coordinatenverwandlung 
•feobar  die  folgenden  Gleicbangen: 

jr^j  :=  jr  +  JTqCos  ö  —  Fq  ««n  ö, 
yo  =9  -f  JToSind-f  Focosd; 


also: 
3). 


oder: 


9=^0— JKosin6— FoCos6i; 

aro  *-  y  =  Jfo  cos  B  —  Fosiii  B , 
yo— ??  =  -*o85nÖ  +  FoC08Ö; 


nnd  folglich: 


4).    .    .    . 


Fo  =— (dTo— Jf)  «ioö  +  (yo— V)co8Ö. 


Legen  wir  nun,  was  offenbar  verstattet  ist,  im  Falle  der 
Hyperbel  die  Axe  der  X  Immer  in  deren  Hauptaxe,  und  lassen 
im  Folgenden  die  oberen  Zeichen  dem  Falle  der  Ellipse,  die  un- 
teren dem  Falle  der  Hyperbel  entsprechen;  so  haben  wir,  weil 
der  Regelschnitt  durch  die  vier  festen  Punkte 

oder 

(JK„ro),    (AxF,),     (Jir,F^,    (^,F,) 

geht,  offenbar  in  bekannter  Bezeichnung  die  folgenden  Gleichungen : 
alio  nach  2): 
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(t°)'±(t")'  =  '' 

i  ~a  \   ±i b ^  -'' 

6)  < 

S -^0  +  »3  cos  («»  —  <?)  r  .  ^  Fq -t- P3  sin  («3— <?)(''_ 
^  a  5    *<  *  ^  -    ' 

folglich,    tvenn  man  der  Kürze  vregeii 


a« 


7) *  =  ±6i 

setzt,  durch  Subtractioi\  der  ersten  Gleichung  von  den  drei  letzten: 

8) 
{2i¥o  +  Qi  cos(d  ~ai)|co8(ö— ai)=£t2Frt  —  Qi  8in(ö— a|)jsin(Ö— «t)» 
{2Ao  +  PaCos(ö  —aa)|cos(6— a,)  =  ft2Fo— ^2Sin(ö-a2)|6in(Ö— «^, 
{2^0  +  ^3^08(0  — »8)lcos(ö—a3)  =  £|2Fo  — ^8  sin(Ö—a3)i8in(Ö— 03); 
oder: 

2AoCOs(Ö— ai)  — 2fFosiu(d— «1)=  — piJco8(ö-a,)«  +  a«in(ö— a^)«}, 
2Äo COS (Ö— «a)  -  2e  Fo«»"  (ö— Oj)  =  —  ^2 1  cos  (6— «a)*  +  fsin  (ö— o^)«!, 
2A'oCos(d-a8)  — 2£Fo8in(6— «8)  =  — ^3lco8(6— aa)«+€sin(Ö~a3)«). 

Multiplicirt  man  diese  drei  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit: 

cos(Ö  — Ca)8in(Ö  — a8)""Sin(ö  — aa)cos(d— «3)  =  sin(a9  — cr^), 
cos(ö — a3)sin(d'— «i) — sin  (6  ~  »3)  cos  (<9 — «i)  =  sin(o8  —  aj), 
cos(d — ai)sin(d  — Oj)  — 8in(d — aJcos(d — 1%)  =:  siD(a| — o^); 

und  addirt  sie  dann  zu  einander,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

10) 

pi  8  i  n  («a  —  «3)  t  cos  (ö  —  «i)*  +  «  sin  (Ö  —  er,  )*  | 
+  ^a*''»"(«s  — "i)icos(ö  — a»2)*  +  «s*n(ö  — o«)*!  )  =0; 
+  p3  8in(a,  — aa)tcos(d— a3)«  +  €sin(ö  — a8)*| 
oder : 


I 


'.*  -Z'* 


c 
.1 


V 
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11) 

Pi  «io  (o^  —  «3)  1 1  +6  +  (1  — €)coß2(ö— «1)1  \ 

+  ^  sin  (oj  — «,){!  + €  +  (l  —  e)co82(ö-aJj  >  =0; 

+  ^8lD(aj— «j)tI+f+(l-€)cos2(d  — «3)1  ' 

oder,  wenn  der  Körze  wegen: 

12) 
P=^8iD(aj-a8)  +  p2sin(a8  — a4)  +  p3sin(ai— oj), 

Q  =  ^1  sin  («2 — 03)cos2a|-f  ^8in(cr3 — a|)co82cK2-f  ^8sin(a|  —a^coB^la^^ 

Rz=  ^siD(a2  —  <i^)sin2ai-|-928in(a3— cr|)sin2o2-|-p38in(cri— a2)^in2<^s 
geceUt  wird: 

13)  .   .   .  (l  +  e)P+(1-«)(Oco82d+Äsin2ö)  =  0 

oder: 

14).   .    .    (1  +  €)P=  — (1  — €)(Ocos2ö  +  Ä8in2ö). 

Drücken  wir  diese  Gleichnng  auf  folgende  Art  aus: 

15)    (P— Öco«2ö— Ä8in26)c=— (P+Ocoö2ö+Ä8in2ö), 

ond  verbinden   mit  ihr   durch   Multipiication   die   erste  der  Glei- 
chungen 8),  nämlich  die  Gleichung: 

|2JL;>  +  ^co8(ö-ai)lco8(6-ai)=6{2Fo-^i«Jn(6-a,)|8in(ö-ai); 

Bo  erhalten  wir  die  Gleichung: 

16) 
(P— eco8  2ö  — Ä8in2ö)t2Zo  +  piCüs(d  — a,)|co8(Ö— «i) 

=  — (P+Qco82ö  +  Äsin2d)|2Fo  — p,sin(d— ai)lsin(ö— «i), 

welche  man  leicht  auf  die  Form : 

17) 
P|AoC08(d— a»)  +  ro8>n(Ö-ai)i  i^,  co8  2(ö  — «i)! 

=  (ÖC082Ö  +  Ä8in2ö)  t  ^0  co8(Ö— «i)  -  Fo  «in(Ö— a,)  +  ip,  I 

Mögt.     Nach  4)  ist  aber: 

Fo=  — (:ro-rts"nö  +(yo  — ?^)cosÖ; 
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alflo: 

^0  cos  (ö  -«1 )  +  Fo  sin(Ö-  aj  =(j-o— jr)co8(2ö-a, ) +(yo-9)s»o(2ö-«i). 


1 


)i(ß-Psm2«i)l 


AoCos(6— «i)— FoSiD(6-ai)=(aro— rtcos«!  +  (yo  — l?)8inai ; 
und  daher  die  Gleichung  17): 
P\  (oTo— ir)cos(2ö-  «i)  +  (5fo— 9)8*i«(2ö— aj)  +  ipi  co82(ö  -  «i)} 

=  (ecos2ö  +  Ä8in2d){(jro-rtco«ori+(yo— 9)8«n«i+teh 
\velche  Gleichung  man  leicht  auf  die  folgende  Form  bringt: 

18) 
t  (P— 0)  {xo-X)  cos  «1  -  (P+  0)  (yo-«>)8inai  -Ipi  (e-Pco82«i)  j  00820 

=  |(Äcosa|— P8inai)(aror-jr)  -f  (ßsinori  —  Pc08ai)(y4,— i;) 

So  wie  hier  mit  der  Gleichung  15)  die  erste  der  Gleichungen  8) 
verbunden  wurde,  lässt  sich  natflriich  mit  der  Gleichung  15)  auch 
die  zweite  der  Gleichungen  8)  verbinden ,  wodurch  man  die 
Gleichung : 

19) 

\{P-Q)  {Xo-X)  cos  «,-  (P+  Q)  (yo-9)  «in  a^-4^(0~Pco82«J)  cotM 

=:  I  (ßcosoj— Psinoj)  (x^^—x)  +  (ff  sinoj — Pcosa^  («o— 9)     \ 

[sin  20 

erhält.  Stellt  man  die  Seiten  dieser  Gleichung  um  und  multipli- 
cirt  dann  die  Gleichung  18)  mit  ihr,  so  erhält  man,  weil  diese 
Gleichungen  natürlich  unabhängig  von  bestimmten  Werthen  von 
6  gelten,    die  Gleichung: 

20) 
|(P-.e)(jro— ir)cosai-(P  +  0)(yo— l?)sina,— 4pi(0-Pcos2i^)J 

XKÄcoso^  — Psino^Caro— y)  +  (ffsinaa— Pcosa^(yo— 9)  \ 

+  ip«(ff-P«in2«^/ 

=  I  (P  -  0)  (^0  -  y)  cos  «2  -  (P+  Q)  (yo—tf)  sin  a4-i^(Q-Pcos2«^  \ 

Xt(ffco8aj— Psina|)(jr<j  — jr)+  (ffsinai  —  Pcosa|)(^o~-9)  ^ 

+  lPi(ff-Psin2ai)J 

Bezeichnen  wir  die  Coordioaten  des  Punktes  (pf)  in  dem  durch 
den  Punkt   Aq  als  Anfang  parallel  mit  dem  primitiven    Systeme 


.^"V 
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iu  x§  ^legten  CoordinateDsyateme  durch  JF»  !P;  so  ist  nach  der 
hAit  von  der  Verwandlang  der  Coordioaten: 

abo  die  obige  Gleichung: 

21) 

l(A'-0)aFco8a|-.(P+0)Psinai+4p,(e— Pco82«,)| 

Xt(i2coai%— P8ina^)X-f(A6ioas-Pco8a9)P— i^(i2-A^in2a^! 

=  |(P— Q)jeco8ai-(P  +  ö)y8ina,  +  4p,(Q-Pco82a,)l 

XKÄcosai  — P8inoi)je  +  (Ä8inai— Pco8ai)p-4p,(Ä-Psin2a|)|. 

Diese  Gleichung^  oder  die  Gleichung  20),  ist  die  Gleichung 
des  geometrischen  Orts  der  Mittelpunkte  aller  durch  die  vier  ge- 
gebenen Punkte  gelegten  Kegelschnitte,  und  da  diese  Gleichun- 
gen in  Besug  auf  jr,  9  oder  J^,  P  offenbar  vom  zweiten  Grade 
sind,  so  ist  der  Ort  selbst  ein  Kegelschnitt. 

§.3. 

Wir  mfissen  nun  aber  die  Gleichungen  20)  und  21)  auf  die 
gewohnliche  Form  der  allgemeinen  Gleichung  des  zweiten  Grades 
awiscben  zwei  veränderlichen  Grossen  bringen.  Bringt  man  zu 
dem  Ende  die  Gleichung  20)  auf  Null,  indem  man  alle  Glieder 
auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  auf  die  linke  Seite 
bringt  und  die  Gleichung  gehurig  nach  den  verfinderliohen  Gros- 
sen ordnet,  so  findet  man  Folgendes. 

Der  Coefficient  von 

(^o  -  r)« 

ist,    wie  sieh  mittelst  sehr  leichter  Rechnung  ergiebt: 

P(P— 0)8in(a|— a.). 
Der  Coefficient  von 

Cvo  -  to^ 

ist»   wie  mae  mittelst  eben  so  leichter  Rechnung  findet; 

P(P-K?)  sin  (ai-o,). 
Der  Coefficient  von 
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isiy  wie  sich  gleichfalls  durch  sehr  einfache  Rechnung  ergiebt: 

—  2PiBsin(ai-a»). 
Für  den  Coefficienten  von 

erhält  man  zuvörderst  leicht  den  Ausdruck: 

Psin(a2 — 2a|) 
—  i^i''  ^  "~  Q  (sin  Ufa  —  sinScfi  cosa^) 
•f  R  (cos  a^ — cos  2a|  cos  Og) 

Psin(a| — 2aa) 
+  \Q^I^\  "~  Q(8inflfi  —  sin'iof^costti) 
-f-  R  (cos  Ui  —  cos  2os  cos  tfi ) 

Fahrt  man   nun  aber  für  P,  Q,  R  ihre  Ausdrücke  aus  12)  ein,  '• 

60  erhält  man  :  ^ 

Psin(aa-"^*'i)  \ 

—  (?(sinaa — sin2a|G0saa) 

-f-  R  (cos  tta  —  cos  2o|  cos  cta) 
=      ^sin(a3  —  a|)|8inaa — sin(2or| — ora) -f-sin2(a|  —a^coaa^] 

—  P8sin(«,  — aa)|sin(2ai— «a)— sin(2«3— «a)  -sin2(«i— i%)co8i%| 

und 

Psin(ai — 2aa) 

—  C^(sina|  —  sin2aaC0Scr|) 
-f-  ^(costfi — cos2oacosa|) 

=      ^isin(aa — ß3)lsinci— sin(2aa  — ofi)  —  sin2(0|  —  aa)co8a£  | 

—  ^3sin(a| — aa)l8in(2aa— «i)— sin(2a3— flfi)— sin2(a2— i%)co8€rt|-1j 
Also  ist  unser  Coefficient: 

C     ^26*"^(^'~'^i)[8>naa-'Sin(2tt|— oa)  -f  sin2(0|— fi%)co8€u)| 

—  io   P  » 

*     l  — ^sin(ai-a2)  [sin(2a,  -a2)-sin(2a3-a2)-»>n2(o|  -03)cos4%]| 
i      ^1  sin  (ofa— «3)  [sin«!  --8in(2«a—  «i)  —  8in2(o,  — oea)co8  ai]l 
t-psS"n(«i-«£)Nn(2aa-ai)-.8in(2a3-a|)-sin2(at-i»0)co«a|]J 

Es  ib't  aber : 

sin  «2  "-  8"»  (2«i "-  «2)  +  si n  2  (ui  —  «j)  cos  «4=2  sin  (äi  —  o^)*8iD  a^ 
sin  «1  —  sin  (2^2  —  «i)  —  sin  2(ci  —  cra)  cos  «i  :^2Bin  (ui — <%)*8inai , 
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sin  (2«i  —  a»)  —  sin  (2aa  —  a^) — 8in2(cfi  —  crj)  cos  cr^ 

=  — 28iii(c%— a,)|cos(ai  — «a  +  ag)  — cos(a3  — ai)co8a2l> 

8in  (2ß4  — aj)  —  sin  (2c^  —  «i)  —  sin  2(aj  —  Wj)  cos  «i 
=  28in(a,— 03)1  cos (—Ci  -fc2+  «3)  — cos (o^  — er,) cos«,  |; 

also  unser  CoefBcient: 

—  Psin  («1  —  «j) 

^i^8in(ffi  — a2)[sin  (er,  —  a,)  sin  ^2  —  sin  (a^  —  «,)  sin  «i  J 
+  ^«^  «>«  («t  —  «%)[cos  (—  «1  +  «2  -f  »3)  —  cos  («2 — «,)  cos  o,  ] 
+  ^^1  sin  (er,  —  «,)[cos  (c,  —  cr2  +  ^3)  —  cos  («^  —  a,)  cos  «2] 
oder^  vreil,  wie  man  leicht  findet: 

sin  («3  —  «1 )  sin  02  —  sin  (og —  «3)  sin  «, 

=  cos  («i  +  «2  —  ofa)  ~"  c<>8  («i  —  <^2)  c^JS  <*s 

ist: 

—  Psin(er|  — 02) 

!^i  ^»'D  («1 — a2)[<^ös  («i  +  «2  "~  ^'s)  —  cos  (aj  —  oj)  cos  «3J 
+  f«Pj«>n  («2— «8)[cos(— of, +0f2  +  cf3) -cos  (02  — cr3)cosa,] 
+  Ps^  sin  (of3  —  cir|)[cos  (a,  —  «2  +  «s)  —  cos  («3  —  a, )  cos  «2] 

oder : 

Psin  (a,  —  02) 

(PiPi«*>n(«i  —  a2)[cos{of|  -▼  «2)  cos  «3  —  cos  (a,  +«2  — «3)] 
+  ^2^8sin(a2— a3)[co8(a2— «a)«^««!  -  cos  (— «,  +«2  +  «3)] 
+  Q^9\  sin  («8  —  a|)[co8(of3  —  a,)  cos  «2—  cos  («i  —  «2  +  A3)] 
Ffir  den  Coefficienten  von 

yo— «? 

erhält  man  zuvörderst  leicht  den  Aasdruck: 

IPco8(a2 — 2a|) 
—  (?(co8  or2 — 4»in2a|  sin  «2) 
—  A(sin  «2+  cos  2«,  sin  «2)  ^ 
Pco8  («1  -  202)  1 

-HOif^    —  Q(cosciri  — sin2of2Sinai) 
^  — jR(8inai  -|-  cos2a2sinai)  ^ 
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Ffihrt  man  aber  fär  P,  Q,  R  ihre  Ausdrflcke  aus  12)  ein»  so  er- 
hält man : 

Pco8(a^  —  2a,) 

—  Q(cos  a^ — sin  2a,  sin  a^ 

—  A(sin  a^  -f-  cos  2o,  sin  02) 

=  —  Q^  sin  («3  —  «1)1  cos  02  —  cos  (2«!  —  Oj)  —  sin  2(ofi  —  a^sina^l 

+  ^3sin(ai— «2)1  cos(2a|— o^)— cos(2a3»as)  -f-6in2(a| — »3)81002) 
und: 

Pcos  («1  —  202) 
Q(cosO|  — sin  2^2  sin  ttj) 

—  I2(8ina|  -4-008  202 sin  er,) 

=  —  ^1  sin  (02—  03)  t  cos  o,  —  cos  (2a2 — o, )  +  sin  2(0|  —  02)  sin  Oi  \ 
•f^38in(o|—02)|cos(2o2—o,)—co8(2o3—0|)-f8in2(a2— 03)61001 }. 

Also  ist  unser  CoefGcient: 

{Q2  sin  (03  —  o,  )[cos  02  —  cos  (2ai  —  Oj) — sin  2(o,  —  02)  sin  cc^    1 
—^3  sin  (o,  —  O2)[cos  (2ai— «2)^^08  (203-  02)-|-sin  2(oi~03)sin  02]  J 

{^isin(o2 — 03)[cosO|  —  cos(2o2— a|)+8in2(oj — a2)sinff,]    | 
— ^sin(a|— O2)rco8(2a2— Ol)— cos(2a3— Ci)-|-sin2(o2— 08)sina|]J 

Es  ist  aber: 

cos  02  —  cos  (2oi  — 02) — sin2(o| — a^ßUia^ 
=      2sin(oi — O2)*coso29 

cos  0|  —  cos  (2o2  —  o,)  +  sin  2(oi  —  02)  sin  o, 
=      2  sin  (oi  —  02)*  cos  Oi , 

cos  (2oi  —  02) — cos  (2o3  —  02)  +  sin  2(oi  —  03)  sin  o^ 
=      2sin(o3  — Ci)|8in(o,  —02+03)  — 008(03— Oj)  sin  ojj, 

cos(2o2— Ol) — cos(2o3 — Oi)-f  sin  2(02—03)  sin  0| 
=  —  28in  (02-03)1  sin  (—Ol  +  o,  +03)  —  €08(02—03)010  «i  | ; 


ci-.r.— ♦ 
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abo  ist  unser  Coefficient: 

—  P8in(ai  — «2) 

(-  Pip^siD  (flfi  — as)[8in  («3  —  o,)  cos  0^  —  6iii(o%  —  crg)  cos  cif|] 
+  ^^8in(aa  — a8)[8in(-  ai  +  o«  +  «3)  —  co8(aa--a8)8inai] 
+  ^^1  siD  (üf8  —  «i)  [sin  («1  —  «2  +  flfs)  —  cos  («3  —  «j)  sin  Oj] 
oder,  weil»  wie  man  leicht  findet: 

sin  («3  —  a{)  cos  0^ — sin  (äj  —  03)  cos  ofi 
=  —  [sin  (flfi  +  «2 — ffg)  —  cos  («1  —  02)  sin  «3] 

—  Psin  (cTj  —  oj) 

(Piß2««n(«i-"«2)[8'"(«i+««-"«3)  — cös(cf,  — a2)sincr3] 
+  ^2^  sin  (02  —  a3)[8in  (—  of|  +  Oj  +  «3)  ""  ^^^  («2  —  «s)  »'""  «i ] 
+  (3^1  sin  (og  —  ai)[sin  («j  —  04  +  «3)  — cos  («3  —  ot)sina2] 

oder: 

l^sin(cri  —«2) 

(Pie2S"n(«i—«2)[cos(ai— «2)  «""«»  — s*"n(«i +^""**8)] 
+  ^«p3S'n(a2  — a3)[cos  («2— «»)»'"  «!-"«*""  (^<^i  +«2  +  <^)] 
+  ^^1  »«n  («3— «i)[cos  («3  —  a,)sin  o«  —  sin  («i  — «2  +  «3)] 

Ffir  das  von 

x^  —  X     und    yo  — «) 

ganz  unabhängige  Glied  erhält  man  zuvörderst  leicht  den  Ausdruck: 
\»\  ^P I  ^»'»n 2(ef,  —  «2)  —  0(sin  2«!  —  sin  202)  +  Ä(cos  2«i  —  cos  202)  1. 

Fuhrt   man  nun  aber  für  P,  Q,  R  ihre   Ausdrucke   aus  12)  ein, 
so  bringt  man  dieses  Glied  leicht  auf  die  Form: 

Tpi^Ps  ^ß'"  (^'i  ""  «2)1  *>"2(ai  —  02)  +  sin  2(a2  — «3)  +  sin2(a3  — «j) } , 

oder,  nach  einer  sehr  bekannten  Relation,  auf  die  Form: 

—  ^i^^s/^sinC«! — »2).  sin  («1—^2)  sin  («2 — a3)sin(a3  — aj). 

Wenn   sin(a|  —  a2)=0  wäre,  so  würden  offenbar  die  Punkte 

iJoj  '^i»  '^a  iv^  einer   geraden  Linie  liegen,    und  also  durch  die 

'   Yier  gegebenen  Punkte   überhaupt  kein  Kegelschnitt  beschrieben 

-    werden  können,  so  dass  wir  also,  wie  sich  dies  auch  schon  von 

\    vorn  berein  ganz  von  selbst  verstand,  annehmen  müssen,  dass 
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keine  drei  der  vier  gegebenen  Punkte  in  gerader  Linie  liegen, 
unter  welcher  Voraussetzung  also  6in(a| — o^)  niemals  verschwin- 
det. Wenn  nun  auch  die  Grosse  P  nicht  verschwindet,  so  ergiebt 
sich  aus  dem  Vorhergehenden  unmittelbar  die  folgende  merkwfir* 
dige  Gleichung  unseres  Kegelschnitts: 

22) 

—  2Ä(a:o— rt(yo-"«?) 
Pi^28»n(«i— «2)[cos(ai— a2)cosa8  — cos(ai-fa2— «3)]  \ 

+  ^2^3 ^'"n (aa—a3)[co8(cfa—a3)cosai—cos(— «1+02+03)]  \ (x^—x) 

+  ^3(>i  sin  (03 — O|)[cos(o3— O|)cos  o^ — cos  (01—02+03)]  i 

PiPasinCoi  — O2)[co8(oi  —  02)sino3  —  sin(oi+a2— 03)]  \ 

+  i  +^a^swn<a2-a8)[cos(o2-03)sinoi-'Sin(-Oi+Oa+08)]  |(yo-^) 

+  ^8^isin(o3~oi)[cos(fl^— 0|)sina2  —  sin(oi— 02+03)]  i 

—  9iQ*H  «'"  («I  — «»)  sin  («»— «j)  «ln(«,  —  a{) 

=  0, 

oder: 

23) 
(P— 0)3^2 

+  (p+o)r 

^ip^sinCoi— 02)[cos(0|  — Oa)  cos  03  —  cos  (oi  +  o.^  — «3)] 

+  ^2^3Sin(02  —  O3)[C0S  (02  —  03)  cos  Ol  — COS( — Ol  +O2+O3)] 
+  ^3^1  Sin(03  — Oi)[c08(O3  — Oi)C0SO2  — C08(Oi  —  Oa  +  Oa)] 

^,^28*1^(01  —  O2)[cos(oi  —  oa)sino0  — sin(oi  +04  —  03)] 
— 'j  +?2P88«n(«2— «s)[cos(o2  — 03)8inoi— sin(— Ol +02+0^)]     J^ 
+  9zQ\  sin  (03— o,)[co8(o3  —  Ol)  sin  02  —  sin  (oj  —  oj  +  03)] 

—  ^1  P«Ps  «>"  («i  — 02)8in(a2  — 03)8in(o3  — Ol) 

=  0. 

Führt  man    nun   noch   (üt   P,  Qy  K  ihre  bekannten  Wertbe 
ein,  so  wird  diese  Gleichung: 


j»  -^ 
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24) 
3|^  smCa^— a,)  «ina|*+^ain{a8— a|)8ina2*+^8in(a, — aa)sina8*  \TI^ 
+2jp|8iD(«4— a^)co8«,*+^8in(a8— aj)co8aaH^88»n(ai--«2)co8a3*IV* 
— 2{  ^|6in(aa— aa)8iD2ff| + Pt^in(or8-  a|)8in2oe2+P8  sin  (a,  ~as)siD2a,  |  ip 

Ip,  ^8in  («i  —  fi%)[co8  («1  —  oj)  cos  «3  —  cos  («1  +  oa  —  o,)] 
+  Ws  8'"  («a  —  O8)[co8  («a  —  «s)  cos  «i  —  cos  (—  Cj  +  Og+aj)]  }  3^ 
+  PsPi  sin  («3  —  a|)[cos  (c^ — «4)  cos  «2  —  cos  («i  — 04  +  03)] 
I^^sin  («i  — Ot)[co8(ffi  —  a2)sin  <^ — »i^  («1  +  «•^«'s)] 
+  ^H  sin  («•  —  tf8)[co8  («9  ~  «»)  sin  «1  —  sin  (—«1+02  +  «s)]  J  V 
+  9|^|  sin  («8 — Oi)[cos  («3  — o,)  sin  «a — sin  («i  —  ««  +  «3)] 
—  ^^^«in  (flfi  —  «»)  sin  (oa  —  «3)  sin  (cfj  —  «, ) 

=  0. 

Die  vollicomniene  Symmetrie  dieser  Gleichung  lässt  nichts  zu 
vrfinschen  übrig. 


§.  4. 

Wir  waren  bei  der  Entwickelung  der  im  vorhergehenden  Pa- 
ragraphen  gefundenen    Gleichungen    genuthigt,   den    Fall   JP  =  0 
▼on  unserer  Betrachtung  vorläufig  auszuschliessen ;  und  wenn  sich 
aocA  bei  dem  vorliegenden  Gegenstande  aus  nahe  liegenden  Grün* 
den  emarten   lässt,  dass  diese  Gleichungen  ihre  Gültigkeit  auch 
iiocii  in  dem  in  Rede  stehenden  Falle  behalten  werden,  so  er- 
fordert doch   die   mathematische   Strenge,   dass    dies  durch  eine 
iiesoodere  Betrachtung  ausser  allem  Zweifel  gesetzt  werde. 

Verbinden  wir  zu  dem  Ende  die  beiden  ersten  der  Gleichun- 
gen 8),  nämlich  die  beiden  Gleichungen: 

{2J'o  I- ^i  cos  (ö— ai))cos(ö-ai)  =  £|2 Fq— ^1  sin (Ö— ai)|sin  (Ö— «i), 
{^JTo  -f  ^cos  (Ö— «a)  I  cos  (ö— o^)  =  £  (2  Fq— ^asi"  (Ö— «a)  1  sin  (ö— o^), 

mit  einander,  und   eliminiren  die  Grösse  £  aus  denselben,  so  er- 
halten wir  die  Gleichung: 

l2Ji:o  +  ^jC08(ö|  — a,)H 2 Fo-ea sin  (ö  -««*)lco8(Ö-ai)sin(e  — o^) 
ssiaJTo+etCOsCö— aa)l{2Fo— ^i8in(e— C4))co8(Ö— a2)sin(ö— «1); 


^ 
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oder  nach  gehöriger  Entwickelung  die  Gleichung: 

4sin(ai  —  a2).AoFo 

+  2t^iC08(ö-«2)sin(ö  — «i)*  — ^2C0s(Ö  — ai)sin(d— a2)*l-*o 
+  2t^,siD(Ö-aa)cos(6  — «i)*— e«siD(e  — a,)cos(ö-a2)«lFo 

—  Qi  Qi  «>n  («1  —  «2)  sin  1 2ö  —  (aj  +  a^)  ] 

=  0. 

Nach  4)  ist  aber,  vienn  man  zugleich : 

setzt: 

Fo  =      Ifsinö— J>co8Ö; 

und  daher,  wenn  man  fiir  Xq,  Yq  diese  Ausdrücke  in  die  obige 
Gleichung  einführt,  und  die  Gleichung  gehörig  entwickelt,  wie 
man  leicht  findet: 

—  2sin(ciri  —  a^  6in26  ,Tp* 
— i8m(ai'—a^)co826.3n^ 

{^i  [cos  (20—02) — cosa2C082(Ö  — a|)]  \ 
—  ^2[cos  (2ö — «i )  —  cos  «1  cos  2(0  —  Oj)]  j 
j  ^i[sin(2ö-— «2)  — sinoa  cos2(ö— Ol)]  V 
1  — ^2[s>n(2ö — «1)  —  sinO|Cos2(d — a^]  | 


oder: 


+  pi^2^*>n  («1  —  «2)  sin  1 26  —  («i  +  02)  1 

=  0, 


i 


'#T"  • 


l^j-^. 


f 
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Nach  14)  ist  nan: 

(l  +  f)P=  — (l  — 6)(Qco82ö  +  Äsin'2ö), 
akio  fär  P  =  0,  was  wir  hier  voraussetzen : 

(1— €)(Qco8  2ö  +  Äsin2ö)=0. 

Ist  nun  nicht  1  —  £  =  0^  so  ist 

Qcos2d-f-Asin2d  =  0, 

und  man  kann  also  offenbar,  insofern  es  sich^  wie  hier,  nur  um 
das  Verhältniss  der  Grossen  cos2d,  sin 20  handelt,  im  Obigen 

sin2ö  =  0,       cos2ö  =  -Ä 
setzen.     Ist  1  —  e=:0,  so  ist  e=],  also  nach  7): 

welches  nor  der  Fall  sein  kann,  wenn  man  das  obere  Zeichen 
nimmt  und  a=.  6  setzt,  also  nur  in  dem  Falle,  wenn  der  Kegel- 
schnitt ein  Kreis  ist.  Da  aber  in  diesem  Falle  eigentlich  6  eine 
ganz  willkQhrliche  Grösse  ist,  so  ist  es  auch  in  diesem  F'alle,  und 
also  ganz  im  Allgemeinen^  verstattet,  im  Obigen 

sin  20  =  Q,        cos  20  =  —  Ä 

zu  setzen,  wodurch  unsere  obige  Gleichung  die  folgende  Form 
erhält: 

28iu(a,  — a2)Qil?* 
— 2  sin  (üf,  —  oj)  ÖP* 
-f  48in(oi— aa)l?jr||) 

{[^i  (since^  —  sin2«|  cos  «2)  —  P«(s*>nai  — sin  2^2  cos  ai)]Ö  ]  ^ 
—  [pi  (^®®  ^ — ^^®  2«!  cos  02)  —  (>2  (cos  Ci  —  cos  2a2  cos  ^i )]  /2  J 
{[^i(cos «2  —  sin  2«!  sin  Oj)  —  ^2(^08  aj  —  sin  2a2  sin  «i)]  0  1 
4*  [^1  (sina2  -f-  cos2ai  sin  a^  —  ^2('^'>'^^i  ~f  cos  2a2sin  aj)]  R  j 
+  ei^8'"(*'i"~^t<?cos(a|  ^ct^)^Rs\n{ct^  +«2)! 

=  0. 

Die  im  vorhergehenden  Paragraphen  gefundene  Gleichung  lässt 
aich^  wie  aus  diesem  Paragraphen  ganz  unmittelbar  und  ganz  von 
saibat  hervorgeht,  auf  folgende  Art  schreiben: 


72  Grünen :   Der  KegelschnUt  der  neun  Funkle. 

#>(!>- Q)  sin  («i-ojO.JP« 
+  P(P+0)sin(«j— a»).^« 

—  2P/28in(ai  — aa).!^ 

iP8in(€K2  —  2^1 ) 
—  Q  (sin  «2  —  sin  2«!  cos  Oj) 
+  /?(cosa« — C08  2aiC0sa9) 

IPsin(ai — 2aa) 
—  0  (sin  «1  —  sin  2o(^cos  a|) 
+  R  (cos  «1  —  cos  2aj  cos  «i) 

/  Pco8(a2 — 2ai) 

^1  I — Q(cosa2 — sin2ai8ina2) 
(  "  R  (sin  Oa  -f  cos2tti  sinao) 

1^    Pcos(cfi — 2cr2) 
—  C^  (cos  Qi  —  sin  2a2  sin  o^) 
—  i2(sinO|  -f  coB^a^sinai) 

+  i^i^a^sin  («i  —  «a)  t  '^cos  (cj  —  «,) — Qcos  (ai+a^)—R  sin  (cj  -fo^) ) 

=  0. 

LSsst  man  nun,  vrie  im  vorhergehenden  Paragraphen  schliesslicb 
geschehen,  den  allen  Gliedern  gemeinschaftlichen  Factor  P  weg, 
roultiplicirt  mit  2,  und  setzt  dann  P  =  0,  so  erhält  man: 

2sin(ci  — «2)03?« 

—  28in  (cTi  —  «a)©?)* 
+  4  sin  («1  —  02)  R3np 

{[^i(sina2  —  sin2ai  coso«)  —  ^2(^1"  ^1  ~  sin 2^2 cos «i)]  Ö  1  ^ 
—  [^,(cosa2~'cos2a|coso2)  —  g^icosai  — C082a2C0seri)]l2  / 
{[^i(cosa2  —  siD2a|Sina2)  —  ^(cosai  —  sin2a2sinai)]Q  l 
•f-  [^1  (sin  «2  +  cos  2a|  sin  02)  —*  ^(sin  Ui  -f  cos  2a2 sin  (Xi)R]  J 

+  ^iP«»'''  («'fi  — "«)  t  Qcos  («1  +'«2)  +  iB  sin  («1  +  «2)  I 

=  0, 

welche  Gleichung  genau  mit  der  vorher  fi!r  den  Fall  P  =  0  ent- 
wickelten Gleichung  übereinstimmt. 

Man  sieht  also  hieraus,  dass  die  für  den  Fall  P=0  geltende 
Gleichung  aus  der  im  vorhergehenden  Paragraphen  entwickelten 
Gleichung  erhalten  wird,  wenn  man  in  derselben  P=:0  seist,  ond 


^ 
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al«»  dicfls  lelxtcro  Gleich unK  ßti'i  all ftem eine  Gfil. 
Ilftheil  beailtt,  (Toriir  Mir  du»  daliN  jelil>  nie  (Ii«8  immer  bei 
»alirhafl  «Irengen  mattiematischeD  Untersacbungeii  anbcdingl  er> 
farJerDcb  ul,  die  roUsISadigste  SichtTbeit  ond  Gewisshsit  ver- 
•cfcaffl  li.-iben. 


§.  5. 

Cm  aber  die  Arl  des  dorcb  die  Gldcbung  22),  23)  od«i  24) 
charaliterisirlFn  Keeelschnirts  sn  enracbctilcti,  weuden  wir  das  aus 
der  sllgeni einen  Theorie  der  Linien  des  zweiten  Gradea  allge- 
melii  bekannte  Krileiitim  an,  lu  nelchem  Behuf  wir  die  GtUsse 

Ä«—(/»—Q)(/*+ «)  =  ««+ (?•-/>• 

ptitnicbelu    mflssea.      Mittelst    der    Ausdrücke    Vij    erhallen    wir 
leicbt: 

ßS  +  Q»—/« 

=  -2ftei9in(tt,  — «(jalnCtf,-«,)!!  — cos2(o,  -  «Jt 
— 2pjfjBln(os  — n,)i>in{«,  — ((s)il~co82((r,— «a)! 
— 2eie,ain{(r,  -(%)«in(o,— og)]  I  — co63(a,  — 1>,)| 

=:  — 4Bin((i,  —  tt,)iin(o',-'0()eiii(«s-«'i) 

XtfiPasin/ai— ffa)  +  ejPs«'nK— 0))  +  (>3ei8in(oi  — a,)t. 

Diese«  Prnduct  kann  nur  verschwinden,  itenn  einer  seiner 
Fattwro  »erachivindel,  was  aber  nre  der  Fall  sein  kann,  wei| 
SBBUt  immer  drei  der  vier  gegebenen  Punkte  in  einer  Geraden 
liegen  wßrden;  wäre  insbesondere 

ftp,8in(«,— ct,)  +  ^e,Bin(a,— ((ä)+  psP,Bin  («,  —  «,)  =0, 

M  würden,  tric  leicht  zu  zeigen  ist,   die  drei  Punkte  A,,  A^,  A, 
ia  viner  Geraden  liegen. 

\Vri\  also  das  ntiige  ProducI  nie  verschwinden  kann,  so  kann 
ntwer  Kegelschnitt  nie  eine  Parabel  sein,  nie  sich  nach  alllem 
Obigen  natürlich  auch  gani  von  selbst  versteht.     Wenn 

sin  (e,  —  «,)  sin  («,  -  Cj)  sin  [a,  —  o,)  1 

>;|p,p,Bin(n,  — Oa)  +  p,p,8ifl(oa— (t,)+fce,sin(e.,-ei(,)l  J 

tat,  so  ist  der  Kegebtcbnitt  im  Allgemeinen   eine   Ellipse;  wenn 
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sin  («1  —  «a)  sin  (oa — «s)  si«  («s  -  «i)  i  ^  « 


1 


in(c^— ai)|j 


X  (^  Pa  sin  («1  —  o,)  +  ^^  sin  («a — «,) -f  esft  s«n 
ist,  so  ist  derselbe  im  Allgemeinen  eine  Hyperbel. 

§.6. 

Wenn  man,  was  offenbar  verstattet  ist,  «i  <=  0  setzt,  so  wird 
die  Gleichung  24),  wie  man  leicbt  findet: 

25) 

2sinfleasini^(^sinoea — ^gsincKs)!^ 

+  2t(Pi — ^coso8)sinoeacosas  —  (^i  — |>aeosaa)cosai|Sinoa)]p* 

—  4sin  ti^s\na^{(^  cos  oca  —  Q%co%a^lSf 

—  sin  oa  sinfl^  ( Pi  ^  sin  Oa -f' 2pa^  sin  (oji — Os) — ^3^1  sin  a, )  Jl^ 

i^i  Q^  sin  aa(2cos  «a  sin  Og — sin  «a  cos  a^)  \ 
+  ^(^  sin  («a—  Os)  sin  («a  +  «$)  | » 

—  ^a^i sin 03(2 sin oji cos Os  —  cosocasincifs) ' 
-f  Pi  P«^  sin  oca  sin  «3  sin  (0,  —  h) 

=  0 

oder: 

26) 

2(^8in  Oa  —  Cs  >in  «s)!?* 
+  2J(^  '-^cosi^)cota3— (^  — ^a<^osaa)cotaaiy* 

—  4(^aCos  «a—  ^  cos  «8)XP 

—  ICiea8»"«Ä  +  fti^»«n(aa— «3)  — ^^88n«il*  • 

IPi  ^  sin  «a  (2  cot  oca — CO  t  Os) 
+  9t^  (8>D  tts  cos  fl^  cot  fl^  —  cos  «a  sin  03  cot  oa)  ^  y 
—  ^^1  sin  O3(2cot  03  — *  cotoa) 

=  0. 

Diese  Gleichnng  kann  man  noch  weiter  vereinfachen,  wenn 
man  durch  den  Mittelpunkt  der  Geraden  A^Ai  als  Anfang  ein  dam 
Systeme  der  X,  y  paralleles  System  der  V,  If'  legt.    Dann  ist: 

I 

i 


Vneri;    ücr  KesnlscAnt/i  der  neun  Funklt.  Tft 

ntd  ucb  geliüTit;er  Substilulion  dieser  Ausdrucke  fitr  X,  {•  In 
fieGItichttngSß)  erhall  man  tniltelsl  leichler  Rechnung  die  Glei- 
diflDg: 

2(p98inii,— p(8in«()if'' 
4ä|(s,  — picoans)  cot «,  —  ({, —p,  cos  o^  cot  ogH»'* 
-Hpjcoso,  —  ft  cos  Oa)Ä'V' 
-f  IJifi  si"  o,  — 2^e,  Bill  (««  —  Ba)  —  f3*i  S'n  "i  1*' 


»  §.7. 

Die  Coordloaten  des  Mittelpunktes  der  Geraden  Af,Ai  «ind 
ifi,0  in  dem  vorher  ani^enommenen  Coordineteoeysleme  der  X, 
V-  Settl  man  dieae  Coordtnalen  fdr  X,  p  in  die  Uleichiing  26), 
M  wird  dieselbe: 

(fl»bii;j-p,sin«,).lf,'-|p,PaBin((j+2eap,stn(oa-oj)-p,p,8in(«,(.ip, 

— ei*aPi  1 8'"  (««—"«)  —"in  ("«— «s)  I  f 

■lao  identisch  0  =  0,  woraus  sich  ergieltl,  dass  der  MlKelpunkl 
der  Gerideti  AqAi  in  anserein  ICegelschitilte  liegt,  oder  daas  die- 
ser durch  den  Mittelpunkt  der  Geraden  A^Ai  gebt.  Dasselbe 
ergiebt  «ich  noch  vreiC  leichter,  eigentlich  ganz  unmittelbar,  trenn 
»M  rpi  der  Gleichung  26*)  Tur  3f',  V  respeclive  0,  0  setzt.  Weil 
nu  oun  jeden  der  vier  Punkte  A„,  Ay ,  A^,  A^  als  Anfang,  jede 
detdiewriben  unter  einander  verbindenden  sechs  Geraden  als  Axe 
UBehnieu  kann;  so  ergiebl  sich,  dass  unser  KegelBcboilt  durch 
lue  Hittelpunkte  aller,  die  vier  Punkte  A(,,  Aj ,  A^.  At  unter  ein- 
niet  rerbiiid enden  sechs  Geraden  geht. 

lodern  Systeme  der  die  vier  Punkte  Ag,  A,,  A.^,  A3  unter  ein- 
•fldfr  rerbindenden  sechs  Geraden  heisgen: 


1 
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gegenöberstebende  Gerade.  Betrachten  wir  eines  dieser  drei 
Paare,  hier,  nach  den  geroachten  Annahmen,  am  Einfachsten  das 
erste  r 

so  sind  die  Coordinaten  der  beiden  Punkte 

A^    and    A^ 
respective : 

^cosot»    ^sinoji    und    ^cesog,    ^ssino,; 

also  ist  die  Gleichung  der  Geraden  A^A^i 

^ssino^— ^ssincr, 

woraus  man  fSr  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunktes  der 
beiden  Geraden  A^A^  A^A^  leicht  findet: 

^^sinoa — Q^Bxna^* 

Ffibrt  man  diese  Ausdrficke  fiir  M,  Jf  in  die  Gleichung  26)  ein, 
so  wird  dieselbe: 

2^*P«*sin(«j|-a,)« 

—  I  ^  easio  «1  +  2^aP3  sin  («8  —  c^)  —  ^^4  sin  «s  I  ^p,  sin  («^ — og) 

+  Pi  i^Qi  »«n  («t  —  «iX^  sin  a, — ^  sin  «,) 
=      2^*^<  t  sin  (oa — «$)•  -  sin  (oj — cfa)* } 

-"  ^1  Q^Qi  \  *'"  ^  ®''"  («1  -  «^)  —  «>n  o^sin  («9— «t)  I 
+  Pi  ^^*  I  fiJn  «^  *'"  («a —  «»)"■  »"n  «8  »5n  (a> — c^)  I 

=  0, 

■ 

also  identisch  0=0^  woraus  sich  ergieh^  dass  die  Durchschnitts* 
punkte  der  gcgenGberstehenden  Geraden  in  unserem  Kegelschnitte 
liegen,  oder  dass  dieser  durch  die  Durchschnittspunkte  der  drm 
Paare  gegenüberstehender  Geraden  geht.  Ganz  dasselbe  findet 
man,  wenn  man  in  der  Gleichung  26*)  för  X',  y  respective: 

p2  Sin  «9 — ^3  sin  03      *'^* 
setzt. 

Wir  haben  daher  jetzt  den  folgenden: 


\ 


firr  StpfUckmt  drr  t 


lometrischo   Ort    der    Mittelpunkte  niler    dt- 
licboitte,  nelchB  sich  dutch  Tier  Teste  Punkte 

Aa,    .<,,    At.    Ai 

lhg«a  laasGn,  ist  ein  Kegelschnitt,  —  and  zivar  nac; 
allem  Übigen  oalurtich  Immer  im  Allgemeinen  ein 
Elllptcoder  eincllyjierbel  — ,  tvelcfaer  jedurseit  ilurc 
di«  sechs  Mittelpunkte  der  sechs,  die  vier  feste 
Ponlle  nnter  einander  verbindenden  Geraden 


A^A^, 


AaA^. 


A^A,, 


A,A, 


A,A,.    AiA^. 

nnililarch  die  drei  ÜurchscbniKspunkte  der  drei  Pai 
gegenübersleheniier  (ieraden: 


AoAx, 
AoA,. 


A-iAt-, 
A,A,; 
A.At 


k 

^^HtVegen  dieser  Eigenschaft  hat  man  unseren,  durch  die  allge 
^^^Bl  Gleichung  24)  charaklerisirten  Kegelschnitt  den  Kegel 
^^^Httlt  der  nenn  Punkte  genannt*). 

r  w 


{.8. 


Wir  «»ollen   jefst   die   Coordinaten  des  Mittelpunkts   d«s  Ke- 
geUcinilts  der  neua  Punkte  bestimmen. 

^Izea  wir  zu  dem  Ende  der  Kürze  wegen: 
27) 
iBin(ai— CB)sin(i,He«8in(tt)— oJainff^'+ftsinCBi— ffjsinnj*!, 
l)fimn{B,-i»j)coB(i,H?sSin(o(-o'|)c(w«t'+e,8iii(«,-«2)eoB(ij'|, 
f-StlftSinC«»— Bj)6ina,  cos«, +  pasin(nj  — «,)sion,cosn,       1 
+  e»  »■'"  ("I  —Ol)  «in  «s  cos  o,  J 
fc(fiBin(<i^-(^)si»2c>,  4  p,6in(iij-Oi)sin2B,+Cg8in(«i-(ii)8iH2tt,  l , 

e  det  centri  delle  cnniclio  cifenicrillo  ad  ud  quadrigoao 

che  (lausH  ]icr  I  |>anli  inadi  üei  ■mit  ael  lati.  aper  i  punti  di 

tle  I(C  co|i)iiu  dci   [sti  oppusii.     ^nestn  COUlCft  ■■  Utk 

I&  roolcH    del   nove    puntl."     (HaiUglinii    Nuta 


• 
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/>=-.* 


£  =  — i 


^1  Q^Bm{ai  — aj|)[co8(a|  — cKs)G08a^—  C08(O| + 09—0^)] 
+  ^P38'>n(«a — O8)[cos(aa— «0)008«!  — C08(— «^ +a>+«j)] 

+  ^8^1  S'"ö  («3— «l)[cOS(«3— «l)C08at— C08(ai— Oi+Os)] 

Pi^««"n  («i— «,)[co8(ai  — «,)8iii  «8 — sin  (ai-foi — «1)] 
+^a^8«»n(«Ä— a8)[co8(at— «8)8in«i— sin(— «|+«^+«a)]  ' 
+  ^8^1 8"n  («8 — ai)L<?08  (oj— «1 )  sin  «^ — sin  («|  — aa+Og)] 
1^^  =  — ^i^^88'"n(ai — aa)8in(«9  — «3)8in(o8— «i); 
80  ist  nach  24)  die  Gleichung  des  Kegelschnitts  der  neun  Punkte: 

28) 

2IJP  +  Äy*+2asp  +  2/)»+2£:y  + 1^=0, 

und  nach  der  allgemeinen  Theorie  der  Linien  des  zweiten  Grades 
sind  folglich  bekanntlich: 

JB/?— CE  AE  —  CD 

C^—AB'         C^-^AB 

die  Coordinaten  seines  Mittelpunkts. 

Fuhrt  man  in  diese  Formeln  die  obigen  Ausdrücke  von  A, 
B,  C,  Df  E  ein,  so  erhält  man  zuvorderst  ohne  alle  Schwierigkeit: 

i(C*  —  AB)  =^  —  sin  («I  — «^sin  («j — «g)  sin  («j  —  «1) 

XI  ^ift|8in(«i  — «a)  +  ^,^8  sin  («8— «3)  +  paPiSi»  («•— «i)  I- 

Für  BD'-CE  findet  man  das  Product  der  Grosse: 
—  sin  («1  —  «a)  sin  («a — «a)  s*""  («8 ""  «1) 

in  die  Grosse: 

^i  Qt*  c°®  «a  sin  («i  —  «a) 

+  P«^*cos  «8  sin  («a  —  «s) 
+  ftiPi*co8«i  sin  («1  — o^) 
+  QtQi^  cos  «1  sin  («8  —  «1) 
+  esfti^cosoasinCaa— «^) 

—  2^1  ^a^s  cos  «1  sin  («a — «a) 

—  ^QiQ^Qz  cos  «a  ein  (o^  —  «i) 
— 2^1^^  cos  «8  sin  («I —«a), 

welche  sich  auch  unter  der  Form: 


.^'•: 
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ftCOiai|^ieiBiii(fifi  — «.)— 2eip38in(Äi— «a)+P3^8iD(a^— «1)1 
+|,C08%tpiet8iii(«i  — a^)+^^«iD(aa— «%) -2^^  8in(«i— «i)  I 

+^coga^{  -  2^ei«in  («i  —  «t)  +  ihOt ««"  («i— «8)+^Pi  «in(«i— «,)  | , 
oder  anter  der  Form : 

ftc«««il^iei»«"(«i  — «»)  +  e«e8«n(««— «8)+  es^siDCo^— «,)i 

+  ft«Ma^|ftft|8in(i»i  — at)  +  ef^  8iii(«2--«i)  +  e8^  8111(0, --Oi)| 
""'^ÄÄ(co8«|8in(«2 — og) -|- cos  0^810(03— ft|)-|- cos  03810(01— Os)), 
abo,  weil 

co8ffi8iD(o^— o^)-|-coso2sin(o^ — O|)-|-C08o^8in(O| — 03)  =  0 
i«t,  DDter  der  Form: 

{qi  COS  0|  -|-  Ps  cos  oa  -1*  Ps  cos  o^) 

XI  Pie««"n  («i  — «1)  +  ^^8»""  (««— «s)  +  ^^  8"n  («8  —  «1)  I 
darstellen  Ifisst    Folglich  ist  nach  dem  Obigen: 

BD-CE 

=z  — (qi  cosoi-f^scoso^-f  P8C08O3)8in(O|— as)8in(o^— 08)8in(o8— 0|) 

Xt^i^8iD(«i  — ai)  +  ^«p8«"n(«2— «8)  +  ^fi8«n(ö8— «1)1» 
also: 

BD-~CE  =  i(C*—  AB)iifi  cosoj  +  ^^coso,  +  ^coso,). 

Fdr  AE^CD  findet  man  das  Product  der  Grösse 

— sin(0| — 02)sin(o^ — o^)sin(o^— 0|) 

io  die  Grösse: 


ino98in(a| — o^ 
in  o^  sin  (03—01) 
ino3  8in(os  — o^) 
in  Ol  sin  (0|  —  o^ 
ina|Sin(o3 — Oj) 
[no28in(os  — 03) 

— 2^  Q^9^  «>"  «i  «•»  («« — «•) 
— 2pi?«^8^n««8>D(o8  — Ol) 

— 2p,  ptps  sin  03  sin  (a,  — ««) , 


Piei'8 

+  ftÄ*8 

+  et^8*8 

+  ^aPi'8 

+  e8^*8 


■^  1 

80  Grünen :  Der  Ke§eUckniU  der  neun  Punkte.  "; 

welche  sieb  auch  unter  der  Form: 

Qi  »in  «i  { ^ P«»i» («i  -  «i)  -  ^QtQ»  »in  («» — «i)  +  psPi  »«o  (»s  —  «i)  I 
+  ^siQat(^i^8iD(flfi  —  a^ -f  9^88iD(aa— (x^)— 2^^8iii(o^  —  Ol)) 

+  ^8  sin  «8  ( —2^1  et»««  («1  —  «a) + ^es  »i»  («« •— «8)+e89i  »«n  («8-^«i)  I  # 

oder  unter  der  Form: 

Pi  sinaj  (^ie2sin(ai  — .«a)  +  PsPs^inCo^— er,)  +  PaPis!n(a^  —  «|)} 
+  fosin  a^{  ^i^sin  («i  —  «x»)  +  Psp»  sin  (aj— «3)  +  espi  sin  («9  —  «i)  I 

+  ^3  sin  «3  ( ^1 Q^  sin  («1  —  «,)  +  PsP»  »»"  («i  —  «»)  +  PsPi  ß"°  («8  —  «1)  > 
— 3pi  92P3 1  sin  a,  sin  (««— «s)  +  sin  «ssin  («3— «i)  +  sin  1x3  sin  («1 — Oj^ ) , 

also,  weil 

siD  Ol  sin  (a^ — «3)  -f-  sin  o^  sin  (<%  —  aj)  -f-  sin  1x3  sin  («i  —  o^  =  0 
ist,  unter  der  Form: 

(^isiDtfi  +PtSino^-hP8>*iD^8) 

XlpiP«8>o(ffi "" «t)  +  PaP8«>n(««—«3)  +  PaPi »"" («8— «i)l 
darstellen  lässt    Folglich  ist  nach  dem  Obigen: 

AE-CD 

=  — (pi  sin  tt|  +  g^Bin  a^+  ^  sin  «3)  sin  («i  — ctj)  sin  (a^ — «3)  sin  (03—«^) 

Xlpi^sin  («1  -  «i)  +pfe3  8>n(«t— «8)+  p8Pi ««  («8  —  «i)l» 
also: 

AE--  CD  =  iit^-^ABXQi  sin  Oi  -f  PsSin  1x2  +  Ps »'" «a)- 
Hiernach  sind  nach  dem  Obigen: 

29) 
^Picosai  +  p2cosoa-f  ^cosix^),        ^(pisinoi -f  p26>nas*f  ^sinci^) 

die  Coordinaten    des   Hittelpunkts   des    Kegelschnitts  der   neun 
Punkte. 

Fflr  «1  =0  sind  diese  Coordinaten: 

30) 

i(Pi  +  P«cos  «,  +  ^ißOS<%),        JKpsSJDOs  +  ^  sincx3). 


j/Jv 
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Es  ist  ein  bekannter,  dorch  die  gewühnlichen  Hairsmittel  der 
iBslytiscben  Geometrie  leicht  zo  beweisender  Satz,  dass,  wenn 
die  Punkte 

fiberiiaopt  durch  die  Coordinaten 

bestimmt  sind ,  die  drei  Geraden,  welche  die  Mittelpunkte  der  drei 
Paare  gegenfiberstehender  Geraden : 

mit  einander  verbinden,  sich  jederzeit  in  einem  und  demselben, 
dorch  die  Coordinaten 

bestimmten  Punkte  schneiden,  und  dass  die  drei  Verbindungs- 
linien sich  in  diesem  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkte  ge* 
frenseitig  halbiren.  Da  nun  in  unserem  vorliegenden  Falle  die 
Coordinaten  der  Punkte : 

-"O»       "I »       "2*       ^8 

respectire : 

0,0;    ^cosO|,    Pisinoi;    (^coso«,   g^^ina^;    Q^cosa^,  P3sinas 

sind;  so  sind  die  Coordinaten  des  genieinscbaftlichen  Durch- 
Bchnittspnnkts  der  drei  Gerade*,  welche  die  Mittelpunkte  der 
gegenüberstehenden  Geraden : 

mit  einander  verbinden : 

iCftcosaj+^cosa^ +  P8COs«3)j     i(^i8»n«i  +^sinof2  +  Pssinofa); 

■od  dieser  Durchschnittspunkt  ist  also  nach  dem  Obigen  der 
Hittelpaokt  des  Kegelschnitts  der  neun  Punkte,  liies  fuhrt  auf 
fofgenden 

Sl  a  t  z. 

Der  Mittelpunkt  des  Kegelschnitts  der  neun  Punkte 
ist  der  gemeinschaftliche  Durchschnittspunkt  der 
drei  Geraden,  welche  die  Mittelpunkte  der  gegeniiber- 
flehenden   Geraden: 

Tk«U  XLUl.  6 
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AqAi  ,  A^Ai ; 

AqA^,  A^Ai ; 

AqA^  ,  Ai  A2 

mit  einander  verbinden. 

Der  Mittelpunkt  des  Kegelschnitts  der  neun  Punkte  kann 
also  hiernach  jederzeit  leicht  construirt  werden,  und  es  lassen 
sich  daher  nun  offenbar  eigentlich  immer  achtzehn  Punkte, 
durch  welche  der  Kegelschnitt  der  neun  Punkte  gehen  muss, 
leicht  angeben.  Weil  aber  die  drei  Geraden,  welche  die  Mittel- 
punkte der  gegenüberstehenden  Geraden  mit  einander  verbinden, 
nach  dem  obigen  Satze  sich  gegenseitig  halbiren,  so  reduciren 
sich  die  in  Rede  stehenden  achtzehn  Punkte  in  der  Wirklichkeit 
auf  zwölf,  was  Alles  durch  Taf.  IV.  Fig.  1.  und  Taf.lV.Fig.'i.  er- 
läutert wird.  Dass  drei  dieser  zwölf  Punkte  auch  aufgefasst  wer- 
den können  als  die  Durchschnittspunkte  der  beiden  Geraden ,  welche 
sich  in  jedem  Paare  gegenüberstehender  Geraden  durch  den  Mit- 
telpunkt einer  jeden  der  beiden  Geraden  in  einem  solchen  Paare 
parallel  mit  der  anderen  Geraden  dieses  Paares  ziehen  lassen, 
sind  die  punktirten  Linien  in  den  beiden  genannten  Figuren  zu 
erläutern  bestimmt,  die  auch  mit  völliger  Deutlichkeit  sogleich  an 
den  Tag  legen  werden,  welche  drei  der  zwölf  Punkte  hier  ge- 
meint sind.  Wenn  auch  diese  drei  Punkte  in  dem  Kegelschnitte 
liegen  und  bei  der  Construction  desselben  mit  Vortbeil  benutzt 
werden,  so  gehören  sie  doch  nicht  dem  System  der  durch  die 
vier  gegebenen  Punkte  der  Lage  nach  bestimmten  sechs  Geraden 
an,  und  insofern  ist  also  der  Name:  Kegelschnitt  der  neun 
(nicht  zwölf)  Punkte  vollständig  gerechtfertigt. 

§.  9. 
Wenn  wir  die  Gleichung  26),    in  welcher  bekanntlich   cr|  =  0 
gesetzt  worden  ist,  und  bei  welcher  also  AqAi  als  Aze  zu  Grunde 
liegt,   differentiiren,   so  erhalten  wir,  wie  auf  der  Stelle  erhellet, 

die  folgende  Gleichung: 

31) 

^1  ^  sin  Oft  -f  2p2P8  »in  (a^ — a^)  —  ^3^1  sin  «3 

+  4  (^2  cos  «^ — ()a  cos  «3)  5> 
^1 Q2  sin  0(2  (2  cot  «2  —  cot  0^3) 
4-  Q^Q^  (sin  02 cos  a^  cot  a^  —  cos  «2 sin  a^  cot  cc^) 

—  ^3^1  sin  «3  (2  cot  «3—  cot  02) 

—  4  (^2  cos  02— ^3  cos  «3)  X 
+  4[(^i — ^3Coscf3)cota3  — (^1  —  ^2  cos  «2)  cot  02]!^ 

=0. 


I  ■ 

t 

\ 
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*  Beieicbnen  wir  die  Coordinaten  des  Mittelpankts  der  Gera- 
fci  AqAi  in  dem  Systeme  der  X,  'Jf  durch  l^oi  >  t^oi ;  d>®  Coor- 
diuten  des  Darchschnittspunlcts  der  ^egenfiberstebenden  Geraden 
4)4 1  ^f^s  durch  Xi,  !P| ;    so  ist  nach  §.  7.  belcanntlich  : 

*oi  =  4ft »    Pol  =  0 

und 

*       ^sino^— p,sino8         * 

Ffihrt   man    die    vorstehenden  Werthe   von   Xoi>  Poi    >"   ^'^ 
Gbichang  31)  ein,    so  erhalt  man  mittelst  leichter  Rechnung: 

32) 

^    ^(^1  —  <»»c^®«8)®*o««<^ota8  —  ^(pi  — ^cosa^sinascotos 

oder: 

33) 

8Poi  _  g«(Pi-"g»cog«8)g">ttg  — g»(gi  —  gl  cos  Of)  sing, 

^     ^(Pi  —^cosaj)  sino^cotofs  —  p^Cpi  —  gacosos)  sinogcotos* 


|,     oder»  ireoo  der  KOrze  wegen: 

34) 

^  =  h(pi  — ^  cos  «a)  sin  of,  —  gj  (p,  —  P2  c«R  «2)  »•"  «s » 
^  =  f«(pi  -—  P»  C08i%)smof,cota8  —  q^  {qx  —  p^cosa^sin  «s  cot  «2 
gesetzt  wird : 


») 


8^1  -^  N 


i^übrt  man  in  die  Gleichung  31)  die  obigen  Werthe  von  3ci ,  Ifi 
ein,  80  erhält  man  gleichfalls  mittelst  einer,  keiner  Schwierigkeit 
oDteHiegeoden  Rechnung : 


36).  .  .   . 


3^p,  _        iV 


oder 


8^1  M{Q%e\xia^—Q^B\fia^) 


dlti        iVCgisinajj— gjsinaj)— 2Jl(g«cosof,— pscosoj) 
irs  der  Nenner  leicht  auf  die  Form : 


6' 
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Pf<Pi  — ^cosäj)  sin  a^{  (^t^inos— pssinofs)  cot  a,  —  2(^cosas— ^t  cosoß} 

—^3(^1  — ^C08a,)8iDiiii  I  {q^eXnctfrQi^^^^)  cot «»— 2(^co8aj-e8C08a^) }, 

oder  auf  die  Form: 

6111(0(2'''  0^3) 
^(ft— p8C0»as)«i"«tl^a — -^^ (^«cosof,— .pjcostta)! 

—  ^3(^1— e*co8aa)sina8t^8 — ^jj^ (^««osa,  -^scosoj)} 

gebracht  wird,    und  folglich: 

»^ ^ 

_  (pa sin  ttj  ■-  P» gJP «3)  { P2 (Pi -^^3  cos  «g)  sin  c^— ^(^,— facos«,)siDfl[^i 
p5i(pi-p3Cosai)sinai(pa — ^7^^ (ptcosoj-p^cosoj)} 

—  P3  (pi-eiC0««»)»"n«3l  P3      g|n^^ —  -  (p«cos  «^-ps  cosoj) } 

ist. 

Bezeichnen  wir  die  180^  nicht  übersteigenden  Winkel ,  welche 
die  auf  der  positiven  *)  Seite  der  Geraden  A^Ai  liegenden  Theile 
der  Berührenden  des  Kegelschnitts  der  neun  Punkte  in  den  Punk- 
ten (iSIFoit'oi)»  CiVi)  und  derjGeraden  A^A^  mit  der  von  ilo  <^us- 
gehenden  Richtung  der  Geraden  Aq  Ai  einschliessen ,  beziehungs- 
weise durch  9oi,  9i  und  o^s;    so  ist  bekanntlich:  « 

d2>oi       X  ^1       A  Pssina« — Pasinow 

tang^„,  =  ^;,    tang^  =  g5^.     tanga,,,  =  ^^^^^_J^; 

also  nach  dem  Obigen: 

wng9oi  =7^' 

m 

M 

taneoh  = — =  ^^"^^01  _ 

10^^-.*^  I  — 2tang9oicota„' 


1  — 2TrTCota)23 


woraus  sich  die  Relation: 
38) cotioss  =  i(cot9>oi  —  cot9>|) 


*)  an  sich  willkührlicheD. 


in^ui 


A  n  h  a  n  i;. 


^■idi  die  Wink»!  ^„, ,  q;,  ist  xugleicl)  lüe  La^c  tiet,  den  aus 
■  lieUnulmi  Mlllel punkte  nncii  den  belannlen  l*Dtiktea  (2wt>ui)> 
(1,7,)  Hrn  Kegelscbnillit  i)er  n«un  Punkle  gezogenen  Dnrcbmes- 
I««  dcMvIbeii  cfinju^irtcti  OiirchineMer  lieallrorol. 

Da  m«n  ilen  Mitlel|>uiikl  iinil  eine  ^rtiHsere  Anzahl  von  Punk* 
hn  des  KegeUcbiilKe  iler  ni-uii  Punkte  kennt,  eo  bietet  xnr  Be- 
■dmnnng  der  Axen  dieses  Kegcisctiiiilts  —  auch  auf  dem  Wege 
der  Coimtructinn  —  die  Lehre  von  den  Kegelschnitten  in  bekann- 
ter Welae  iMetlioden  geno^  dar,    worüber  daa   Weitere  imlSrllck 

^^^^n  habe  schnn  oben  in  $.  I.   hemerkl,    dasn.    wenn  es  eteh 

^^^Hnn  den  Beneis  der   hier  znr  Sprache    konimeiiden   Hanjil- 

^^Hr>  nicht  um   die  Aur«ti.'lhing  i;aiiz  allgemeiner,   für  jeden  be- 

"   ''"s»  recht  winklige  Coardiiiatensy»iteni   gellender    (ileicliungen  *) 

luodtlt,  die-'  »ich  auf  eiue  treit  einfachere  Weise  als  durch  die 

tbigtn,  sehr   allgemeinen    E^ntivichelungen   erreichen    ISsst,    nenn 

nan  t'm  )>enis8ea  »pecielles,  im  Allgemeinen  acbiertvinkltgeB  Coor- 

diiillenniit>m    zu    tirunde    legt,    dessen   Axen    zwei    gegenüber- 

tttbrndc    (Gerade    in    dem   Systeme    der    sechs,    durch    die    vier 

Paille  Aa.  Ai,  A^.  A^  der  Lage  nach  bestimmten  (ieraden  sind, 

I      «it  ich  dies  «chon   in  dem  in  $.  L  angefOhrten   Paragra^iben  des 

iwciten  Tbells    meiner    „Blemente   der   analytischen    Ceu- 

(attric"    vor    einer    Eicmllch    lanjjen    Reihe    von   Jabreii    gezeigt 

hall«.    Fär  diejenigen.   Helchen  dieses  Buch  unbekannt  geblieben 

*eiji  d(ir[te,  müchte  es  nicht  ganx  ohne  Interesse  sein,   wenn  ich 

^treffenden  Paragra|>heii.  ganz  in  seiner  uraprünglichen  Fas- 


I    OlelchimgED    »■ifK-MUltt:!!,     nur.     Win    >rliim     r.riir«    rrin 
lit|tt*ttec)i   diuarr  Abliiinilluni;.    iri>t)ei   irli  iniiiii-r  itio  Glei- 
er  dia   Gltriehiin^  24).    wvno   man   in   ilcfitillien    für  X.  f* 
-Xai    V—V,.    «iKt.    y»  r,  IJ,    ■•"   wio  Xo,  Ua,    •""'h    auf   ein 
taafelg«*   rsrlitwinlilig*!!    Ci>iiiilinii(eii*})(eDi   liescieltvn ,    Uli   Auge 
t  «eltMc  Entvit.lieliing  die*ar  Gleichung  nach  Aea  Cnordinalcn 
,  all  beiner  Schwiarigkeit  iinli'rlji'gcni!.  der  Kürxe  irrgcn 
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sung,    als  einen  kurzeii  Anhang  dieser  Abhandlung,    wie  hiermit 
geschieht,   nachstehend  beifiige. 


Aufgabe, 

Vier  Punkte  seien  gegeben:  man  soll  den  Ort  der 
Mittelpunkte  aller  Linien  des  zweiten  Grades  der  bei- 
den ersten  Klassen,  welche  durch  die  vier  gegebenen 
Punkte  gelegt  werden  können,    finden. 

Auflösung.  Man  nehme  die  durch  zwei  der  vier  gegel»e- 
nen  Punkte  bestimmte  gerade  Linie  als  Axe  der  x,  die  durch 
die  beiden  anderen  gegebenen  Punkte  bestimmte  gerade  Linie  als 
Axe  der  y  an,  und  bezeichne,  dies  vorausgesetzt,  die  Coordina- 
ten  der  vier  gegebenen  Punkte  durch 

«,0;     a',  0;     0,  /3;     0,  ß\ 
Ist  nun 

1)  .    .    .    .  i4a:«  +  Äy2  +  2C:ry+2Z>a?  +  2£;y+/''  =  0 

die  Gleichung  einer  beliebigen,  durch  die  vier  gegebenen  Punkte 
gelegten  Linie  des  zweiten  Grades;  so  hat  man  die  folgenden 
Gleichungen : 

Aa^  +  20a  +  F  =  0, 
.4a'«+2Z>a'  +  F=0, 

^*   '   '  *   *   '  ßß^+2Eß  +F  =  0, 

ßß"^  +  2Eß'  +  F  =  ü. 

Sind  nun  x,  y  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  der  durch 
die  vier  gegebenen  Punkte  gelegten  Linie  des  zweiten  Grades; 
80  hat  man  bekanntlich  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

^^ (  Cr  +  ißy  f  £  =  0. 

Eliminirt  man  aus  den  drei  Gleichungen 

Aa^  +2/>a  +F=0, 
^a'2  +  2/>a'  +  F=0, 
Ax   +Cy     +Z>=0 

die  Grössen  A  und  D\    so  erhält  man  die  Gleichungen 

24««'  — F=0,     2Z>aa'+F(a  +  a')  =  0, 

und  folglich  y    weil  sich  die  dritte  Gleichung  auf  die  Form 


• 
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B  lAuu'x  -t-  ^Caa'y  +  IDaa'  =  0 

K  bringen  iSsst,  die  Gleichung 

I         4) Sao'Cy  +  C^a:-«  — cf')F=0. 

I  ElimiDirt  man  ferner  aus  den  Gleichungen 

BfH^  +2£/3  +F=0, 
Bß'^  +  2Eß'  +  F  =  0, 
[  Ca:    +   B^  +£  =  0 

^       die  GrCwen  ß  und  £;    so  erhält  man  die  Gleichungen 

Äj3/J'  — F  =  0,    2£/3/3'  +  F(/3  +  /?')  =  0, 

und  folglicb,  ireil  sich  die  dritte  Gleichung  auf  die  Form 

ICßß'x  +  IBßß'D  +  lEßß'  =  ü 

briDgeo  läMt,   die  Gleichung 

5) 2/J/3'Gr  +  (2y-/3-/3')F  =  0. 

•Schreibt  man  die  Gleichungen  4)  und  5)  unter  der  Form 

^ac^Cy  =  —  (2.r  — a  — «')  F, 

2/J/J'Cx  =  -(2j^-/3-/30^. 

und  dividirt  dann    mit  der  zweiten  in   die  erste;    so  erhält  man 
als  Gleichung  des  gesuchten  Orts  die  Gleichung 

att'y        2x  —  a — a' 

ßß^  =  27-X-'^' 
oder 

6) /J/3'Ä*(2;r-a— a')  =  «a'y(2y-(J— /J'). 

Man  sieht  hieraus,  dass  der  Ort  eine  Linie  des  zweiten  Gra- 
des ist. 

Die  Gleichung  6)  wird  befriedigt  durch : 

1.    ar=0,    ^  =  0; 

2.    x=0,    y^\(ß  +  ß'); 

3.  ar=4(a  +  aO,    y  =  0; 

4.  :r  =  4(a  +  aO,    y=i(ß  +  ß% 

Der  Ort  geht  also  I.  durch  den  Anfang  der  Coordinaten,  und 
folglich,  weil  man  jede  zwei  der  Linien,  welche  je  zwei  der  vier 
gegebenen  Punkte  mit  einander  verbinden,  als  Coordinatenaxen 
aDoebmen   kann,  durch  die  Durchschnittspunkte    der  gegenüber« 
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stehenden  Seiten  und  der  beiden  Diagonalen  des  durch  die  vier 
gegebenen    Punkte    bestimmten    Vierecks.     Der  Ort  geht  ferner 

2.  durch  den  Mittelpunkt  der  Entfernung  zweier  der  vier  gegebe- 
nen Punkte  von  einander,  also  durch  die  sechs  Mittelpunkte  der 
vier  Seiten  und  der  beiden  Diagonalen  des  durch  ^  die  vier  gege- 
benen Punkte  bestimmten  Vierecks.    Der  Ort  geht  endlich  auch 

3.  durch  den  Durchscbnittspunkt  der  beiden  geraden  Linien,  welche 
durch  den  Mittelpunkt  der  Entfernung  der  in  der  Abscissenaze 
liegenden  Punkte  der  Ordinatenaxe,  und  durch  den  Mittelpunkt 
der  Entfernung  der  in  der  Ordinatenaxe  liegenden  Punkte  der 
Abscissenaxe  parallel  gesogen  sind ;  er  geht  also  durch  die  Punkte, 
in  denen  sich  die  geraden  Linien  schneiden,  die  gegenüberste- 
henden Seiten  des  Vierecks  parallel  durch  die  Mittelpunkte  der- 
selben gezogen  sind,  und  durch  den  Durchschnittspunkt  der  bei- 
den geraden  Linien,  welche  den  Diagonalen  des  Vierecks  parallel 
durch  deren  Mittelpunkte  gehen. 

Um   den    Mittelpunkt   des   Orts    zu    finden,    bringe   man    die 
Gleichung  6)  auf  die  Form 

so  ist,  wenn  wir  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  des  Orts  durch 
Xf  Y  bezeichnen, 

7) J¥  =  J(«  +  «').     K=J(/J  +  /J'), 

und  der  Mittelpunkt  des  Orts  ist  also  der  Mittelpunkt  der  Ent- 
fernung der  Mittelpunkte  zweier  Gegenseiten  des  durch  die  vier 
gegebenen  Punkte  bestimmten  Vierecks,  oder  auch  der  Mittel- 
punkt der  Entfernung  der  Mittelpunkte  der  beiden  Diagonalen 
dieses  Vierecks,  woraus  sich  auch  unmittelbar  der  Satz  ergiebt, 
dass  die  drei  geraden  Linien,  welche  die  Mittelpunkte  der  Gegen- 
seiten und  die  Mittelpunkte  der  beiden  Diagonalen  eines  beliebigen 
Vierecks  verbinden,  durch  einen  Punkt  gehen  und  sieb  gegen- 
seitig halbiren. 
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Heber  die  Gleichgewichtslage,  in  der  sich  die  Mittel- 
punkte  der  einbeschriebenen  Kreise  eines  Dreiecks 
zum  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises  desselben 

befinden. 

Von 

Herrn  £d.  iac»  Noeggerath, 

Hirector  der  Königl.  Provinzial-Gewerbescliule  xii  Hrieg  a.  d.O. 


Im  42.  Bande  des  ArchiTs  filr  Mathematik  and  Phy- 
sik theilt  der  Herr  Heraus  geh  er  im  3.  Hefte  8.356.  folgenden 
Satz  des  Herrn  Professor  Beltrami  in  Pisa  mit: 

Der  Mittelpunkt  des  um  ein  ebenen  Dreieck 
beschriebenen  Kreises  ist  der  Schwerpunkt  der 
Mittelpunkte  seiner  vier  Beruhrungskreise, 
wenn  man  sich  diesellien  mit  gleichen  Gewich- 
ten beschwert   denkt, 

und  bemerkt  dabei,  dass  er  wünsche,  elementar  -  geometrische 
Beweise  dieses  Satzes  zu  erhalten.  Ein  solcher  Beweis  ergieht 
lieb  aber  einfach  aus  den  Eigenschaften  des  Mittel punkts- 
würfels  eines  Dreiecks,  die  ich  in  der  Zeitschrift  für  Mathe- 
matik und  Physik  von  Schlumilch  Bd.  8.  S.  394.  in  einem 
korzen  Aufsatze:  „Ueber  die  Dreiecke,  deren  Ecken  die 
Mittelpunkte  der  vier  Berührungskreise  eines  gegebe- 
Ben  Dreiecks  sind''  entwickelt  habe.. 

Es  ist  nämlich  dort  nachgewiesen  worden,  dass,  wenn  N 
(Taf.  IV.  Fig.  5.)  der  Mittelpunkt  des  inneren  BerOhrungskreises  eines 
Dreiecks  ABC  ist,  A\  B'  und  C  aber  die  Mittelpunkte  der  den 
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Ecken  A,  B  und  C  bezieblicli  gegenüber  liegenden  Süsseren  Be- 
ruh rungskreise  sind,  und  die  Dreiecke  AB'C,  A'B'N,  A'C'N 
und  B*C'N  gedacht  werden,  deren  Eckpunkte  jene  Mittelpunkte 
sind,  diese  Dreiecke  von  Kreisen  umschrieben  werden,  deren 
Radien  sämmtlicb  einander  gleich  und  zwar  gleich  dem  Durch- 
messer u  des  umschriebenen  Kreises  des  gegebenen  Dreiecks 
ABC  ^nd.  Die  Mittelpunkte  M,  A" ,  B"  und  C  dieser  Kreise 
bilden  mit  den  Mittelpunkten  iV,  A* ,  Bf  und  C  die  Ecken  eines 
schiefwinkligen  WGlrfels,  dessen  Seitenflächen  in  der  Ebene  des 
Dreiecks  aufeinanderfallen.  Der  Durchschnittspunkt  O  der  Dia- 
gonalen ilfiV,  A'A\  B'B"  und  C'C"  dieses  WörfeU  ist  der 
Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises  des  Dreiecks  ABC^ 

Bezeichnet  man  mit 

r  den  Radius  des  inneren  BerQhrungskreises  zu  Dreieckig  SC; 
ra,  Tb,  Tc  die  Radien  der  Süsseren  Beruhrungskreise,  welche 
den  Ecken  A ,  B  und  C  beziehlich  gegenüber  liegen ; 

ii  =^  n    den   Radius   des  umschriebenen   Kreises    zu   Drei- 
eck ABC; 

HO  bestimmt  sich  der  Winkel  tp,  den  zwei  willkClhrlich  gewählte 
Diagonalen  A'A"  und  C*C"  mit  einander  bilden,  aus  der  Gleichong: 

A''C'^=^A"0^+C'0^-2A''O.C'O.Co8g>. 

Nun   ist  aber: 

A"C'  =  M  =  2Ä, 

A"0  =\rR(R+2ra), 

CO  =  V"Ä(ft  +  2rc); 
und  daher: 

Ä  =  ra  +  ro-V(ß  +  2ra)(Ä+2rc).Co8^. 
mithin   also: 

g^  fa  +  Tc  —  R 

UOS  fp  =        r  —  • 

V^(Ä  +  2ra)(Ä+2rc) 
Wird  die  Projeetion  von  A''0  auf  CO  mit  aO  bezeichnet,  so  ist 

ciO  =  A'O.CoBq) 

In  gleicher  Weise  folgt  ftir  die  Projectionen  ßO  und  yO  der 
Strecken  B'O  und  NO  auf  CO: 


,\r 


inHaUnkrieb.  Kreise  eines  Dreiecks  zum  Mitietp.  des  umschrteli.  9] 


oad  Jiher : 


'"'^'^y  Rj^c' 


yO 


=  (-r  +  rc-Ä)Y 


n 


R+2ri 


Nun  ist  aber: 

ra  +  rk  +  rc  —  r=z  4Ä, 

oad  deshalb: 


-3ß)\^ 


R 


R+2rr 


aO^ßO^yO^iR-^'A 


2rc)\ 


R 


R+2rr 

=  V/«?(Ä  +  2rc). 
Da  noD  aber  auch 

C'0  =  VÄ(Ä  +  2r7), 
80  folgt: 

d.  b.  jede  üiagoDalhälfte  des  Mittelpunktswurfels, 
welche  nach  dem  Mittelpunkt  eines  BerObrungskrei- 
aea  fQbrt,  iat  gleich  der  algebraischen  Summe  der  Pro- 
jectioaen,  welche  die  nach  den  Mittelpunkten  der  an- 
deren Berflhrungskreise  führenden  Diagonalbälften 
mit  jener  Diagonalhälfte  bilden. 

8ind  daher  die  Punkte  A',  ß\  C  und  N  gleich  schwer  be- 
lastet und  betrachtet  man   die  Normale  in  O  auf  einer  der  Ver- 
bindungslinien  A'O^  ß'Oy  CO  und  NO  als   Achse^   so  flndet 
man,    dass  die  Summe  der  statischen  Momente   der  Punkte  A\ 
B*^  C*  und  N  für  diese  Achse  gleich   Null   und  daher   O  unter 
den  gestellten  Bedingungen  Schwerpunkt  dieser  Punkte  ist*). 


^)  Andere  Beweise  dc8  Satzes  von  lieltrami  von  den  Herren 
C  Schmidt  in  Spreuibcrg,  C  Struie  in  Frans  1h dt  hofTentlicIi 
iiD  nächsten  Hefte.  G. 
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Behandlung  des  ballistischen  Problems  mit  Hülfe  der 

hyperbolischen  Functionen. 

Von 

Herrn  Doctor  ¥V.  Ligowski, 

Lehrer   der  Mathematik   an   der    Tereinigten  Artillerie-    und    Ingenieur- 
Schule  ond  dem  See-Cadetten-Inftitnt  in  II er I in. 


WeoD  der  Widerstand  der  Luft  proportional  dem  Quadrate 
der  Geschwindigkeit  angenommen  wird,  so  bat  man  zur  Bestim- 
mung der  Bahn  einer  mit  der  Anfangsgeschwindigkeit  e  unter  dem 
Richtungswinkel  a  fortgeschossenen  Kugel  bekanntlich  die  beiden 
Differenzialgleichungen : 

^  dhs ds  dx 

und 

^^ df»  ^      ^  dt'di* 

wobei   g  die  Beschleunigung  der  Schwere  und  jii  die  Konstante 
des  Luftwiderstandes  ist. 

Aus  1)  ergiebt  sich  sofort: 
«.  rf*^ .  d,x  ds 

^^ 'dÄdi^'^^dt 

und  hieraus  durch  Integration: 

^> '^ß5r  =  ^""'"- 


J 


-"W.  -.. 
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rfd? 

Wenn  ffir  1=0  aocb  «=0  iat,  so  hat  man,  da  -j:  ßr  ^=0, 
r  nt 

\.     etoma   wird: 

r 

5) C=l0gCC08ft, 

daher: 

dx 

®> '»8?^=-'"' 

mid  wenn  man  von  den  Logarithmen  zu  den  Zahlen  dbergeht: 

dx 
7) -^rs  ccoatt.e-/^. 

dv 
Setzt  man   fUr    ^=:tg9  die  hyperbolische  Function   Sin-^i  und 

entsprechend  $\nß  fOx  tgcr,  so  ist: 

Wenn  tg^  =  5flt^,  so  ist  cosy=  ^q^^»  a'^o  auch,    da 

5^  =  cosv5^ 

ist: 

die 1__   fU 

^^ Ä""  (lO0^'d/ 

ond" 

>«> di  =  ««»*5«- 

Mit  Hülfe  der  Formeln  8)  und  9)  tverden  nun  die  Formeln  1)  und  2): 

rf*Ä  /dx\  * 

"> d?= -'*««•*(*; 

«nd 
f    Diferenaiirt  man  Formel  8)  nach  t,  so  ergiebt  sich: 


[ 


,^  «'^      ^i^     ^^  ,  ^        d"^  da: 


V 


1 
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ond  wenn  man  aus  Formel  11)  den  Werth  ßir  -^    in    die  For 
stehende  Gleichung  einsetzt: 

Durch  Verbindung  der  Formeln  12)  und  14)  erhält  man  nun : 

und  hieraas  nach  Formel  10): 

'«> Tt'dt ^• 

Aus  den  Formeln  15)  nnd  16)  folgt: 

d^.ds_         g     _  9 

{dt)      «**>(W 

Mit  HStfe  von  Formel  7)  entsteht  hieraus: 

18) «««trfif;  =  -  ^S^^c«^d*. 

also  durch  Integration: 
19) iC2V'  +  5ln2v.)  =  C-2j^^äL-e«^. 

Bezeichnet  man  die  linke  Seite  durch  fl"^)  und  setzt  nh  statt  ft, 
so  entsteht: 


*20) 


/•<*>  =  ^-Ä**- 


Da,  für  i=zO,  ^  in  /?  übergeht,  so  ist: 

f(ß)z=C-  J^  ^  .    also;    C  =  f(ß)+    ^^^.   , 
mithin : 

Setzt  man  den  Werth  von  i^,  welcher  i^=->  od  entspricht,  y,  dann  ist; 

22) Ay)-/<^)=?&i- 


f»-  -^  ;.  » 
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^    Aas  dMi  Formeln  21)  oBd  28)  folgt  alsdann : 

I 
I 

Ao8  der  «'orstehenden  Gleichung  ergiebt  sich: 

--  J:r 

Da  oon    ccosa.e  **  =  cco8a.i!""A"  = -^^    ist,    so  ist  auch: 

dx       4/         ^ÜE 

*^^-. di  =  \  7(y)^l(^) 

und 

Nach  Formel  10)  ist:     j^  = 'TI'    Setat   man  für   -j  deinen 

Werth  aas  Formel  25),  so  eoUteht: 

26)  dtz=:  —  k/^       tfO»»«^» 

'  ^VA)')-/l[t)' 
daher : 

Durch  Mnitiplikation  der  Formeln  24)  und  26)  erhilt  man: 

^ '^ — TirF^Wy 

aod   durch  Integration : 

^> "  =  V     ÄJÖ^^T 

Da   c23f  =  5in^ar,   so  ist: 

^^ ^^  =  -    m-'fi^' 

mitbin : 


1»  V 


/>  5iw2»rf» 
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Fflr  sehr  kleine  Kichtangsv^inkel  und  grosse  Anfangsgeschwin- 
digkeiten  sind  ^f,  ß  und  y  sehr  klein,  so  dass  man  tut  5ifi^, 
Slnß  und  Sltty  angenähert  ^,  ß  und  y,  so  wie  für  tfo0if;  die  Ein- 
heit setzen  kann,  wodurch  f(y)  und  f(ip)  in  y  und  ^  übergehen. 

Aus  den  entwickelten  Formeln  ergeben  sich  ffir  die  obige 
Annahme: 

35)  .     .     .   y  =  *y"^  1^  =  ^(yK,gr^_(P_^)). 

Aus  den  Formeln  34)  und  35)  ergiebt  sich  noch  durch  Elimina- 
tion von  ilfi 

36) y  =  ya:-A(y-|J)(il«I) 

als  Gleichung  der  Flugbahn. 

Unter  Voraussetzung  sehr  kleiner  Richtungswinkel  ist  auch 
2^  sehr  nahe  gleich  5iit2tfi,  daher  kann  man  alsdann  för  f(^) 
angenähert  i$\n2^  und  ebenso  i$in2y  für  fXy)  setzen.  Aus  den 
vorstehenden  Formeln  ergiebt  sich  nun: 

^7^  ^-^  f^        go0t/;rf»       -irT^  tfC0»d^ 

öl)x^uj      4(5f|,2y-5ltt2^)-"V      «O0(y+^)5ltt(y-^)" 

Es  ist  aber: 


<fC0l|^ 


tfC0(y  +  ^)5itt(y 
also: 


1^ 1      /      $iny  gC0y     \ 

in  (y — tf;) ""  «00  2y  V«O0  (y  + 1;;)  ■*"  5ht(y  - '^)/ " 


•»^       ^- tfO0  2y\J       tfO0(y  +  ij;)  V       5hl(y-^)y 


»f  V» 


Setzt  man  in  diese  Integrale  u  statt  e^,  so  ergiebt  sich  für  das 
erste  Integral: 


■  r 

.      3 


■*^*- 


'S-.  ■>  ■- 

mit  Hüifi  der  hyperb^fUsehen  Functionen  97 

Es  ist  aber: 

«r+^— ^+^=tfo0(y+/3)  — «O0(y  +  ^)  +  5lti(y  +  /?)-5iit(y+i/;) 

=2Slll4(/J+iJ;+2y)Sltli(/3-if;)+2«O0l(/3+i/;+2y)>-ini(/3-t(;) 
.=25mi(|S-ip){5itli(/J  + 1/. +  2y)  +  (^O04(i3  +  t/;+2y)|. 

Ferner  ist: 

1  +  i?r*+'i'+*y  =  1  +  «00  (/3  +  if;  +  2y)  +  Sin  (/3  +  if;  +  2y) 

=2«b0H(|S+i^+2y)  +  2«C04(/3  +  tf;  +  2y)5ht4(/5  +  t/;+2y) 
=2«O0i(/3+t/;+2y)ttfC04(/5+i(;+2y)  +  5mi(iS+t/;+2y)|, 

daher   auch : 

-M».  /* ''  rf»  _9.„f  .     5itt{(/?-H>) 

In  derselben  Weise  findet  man : 


«•)•      /'5ii^=-^*"*e 


^;!f+i|;-2y 


=^2i»rcgg^.„,^p;^:r^). 

Mit  Hülfe  der  Formeln  39)  und  40)  wird  aus  Formel  38): 

41) 

Da  Jlrc<rgii  =  4logr;;^  ist,  so  ist  auch: 

<«  '^»  Stn4(^  +  tf,-2y)  -  '  '"S  «Tg  i(y  -tl,)  —  *  "'S  ti^^(F=?) ' 

daher  auch: 

42) 

[        *=tf5i^«^^*«''»"'«ffo0i(^+i^+2y)+«**y""«f51(y:::?)"- 

^    Ferner  bat  man : 

Theil  XUIL  ^ 
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durch  Divbion  mit  dem  Nenner  und  Integration: 

/ß  dib 

Führt  man  ivieder  u  für  e^"^  ein,   8o  ergiebt  sich: 

5lti2y  -  5iil2tfi'" 2  tfo02y  '®^  «O02y  +  5in2y— e»'*' 

1       ,      ü*^  +  e-*y 
log 


1 


""2tfc02y'®^5hi(y— 1(;)^ 


daher : 


Pß  d^ 1  gpg  (y  +  ft   5tn(y— ») 

,/       5ill2y  — 5t"tt2i(;""  2  tfO02y  '^^  ^^^  (y  ^.^)  "  51^ (y  _  ß) 


und 


Ffir  sehr  kleine  Werthc  von  i\>,  ß  und  y  ergeben  sich  aas  den 
Formeln  43)  und  45)  sofort  die  in  den  Formeln  34)  und  36)  fBr 
X  und  y  gefundenen  Ausdrücke. 

Für  den  Werth  von  r  erhält  man  unter  der  geroachten  Vor- 
aussetzung : 

46) 


=  ^^^»V^i(5in2v-5tn2u;)  =  «^^^  V^ 


9^ 


4(5iil2y-5tn2V;)  ""        ^  If   «O0(y +  t(;)5fil(y  — -^Z 
Der  Ausdruck  für  xjf  wird  etwas  complicirter,  es  ist  nSmlieb: 


1 


=-*r/'^T- 


mii  fhUfe  der  kpferöoUschen  Funciionen,  t)9 

47) 


tf  00  t|^€f  t// 


Setzt  man  in  diese  Formel  für  tfo0V^  seinen  Werth 

eiQ,   so   entsteht: 

^  ^    9\J      V^5tn2y-5tn2T^  t/ V^Sin'2y-5in'2i|;/' 

Wenn    in    c1a8    erste   Integral   Vu  «tatt   e^   gesetzt   wird,    so  er- 
hält man: 


du 


Vstn2y— 5Jn2ip     VV  V^tfo0«2y-.(M-5in2y)« 


I  2e^ 


und  daher: 


//<  e^d^\> 


=  :^larc8in  ^^  VtfO0(y  +  t|;)  5ln(y-T/;) 


le^ 


-  aresin  —^-g^  \^tfO0  (y  +  /J)  Sin (y  -  ^) |. 

Bebandelt  man    das  zweite  Integral  in   ähnlicher   Weise,    indem 
man    er-^:^Vu  setzt,   so  ergiebt  sich: 


^ J      V^Sin  27=^n1 


2il; 

Xtß  ' 


=  ^li«^^'5<«|^VtfC0(y  +  i(;)5in(y-T/;) 


2e-^ 


t 


-  ürc 5ln  ^^2;  Vtfc0(y  +  /3)5ln  (y-  ^)  l 
MHhin  aus  den  Formeln  48),  49)  ond  51): 


7* 


T^r.-grH 
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2e^      r- 

OgÄ 

51)   '  =  *V^-i  2e-r 

"^   *  +  ürr  5tii^^  Vtf 00  (y  +  ~^)  S\n  (y  -  ^) 

\  - i«rc5in||~  \^ tfo0  (y  + 13)  Sin  (y  -"?)  / 

Aach  diese  Formel   giebt  fQr  sehr  kleine  VVertbe  von  t|;>  |3   und 
y  den  früher  für  i  gefundenen  Ausdruck  nieder. 


Die  Gleichung  zwischen  den  Seiten  des  Fünf-,  Sechs 

und   Zehnecks. 

V«»n 

Herrn  Director  Dr.  Meinen 

nn   der   Realschule  zu    DÜRseldorf. 


Für  den  im  42sten  Theile  S.  193.  dieses  Archivs  behandelten 
Satz  Ifisst  sich  auch  ohne  das  von  Herrn  Schmidt  dort  aufge- 
stellte interessante  Lemma  ein  einfacher  Beweis  geben. 

Ist  nfimlich  (Taf.  IV.  Fig.  4.)  AB^f  die  ganze,  AD  die  halbe 
Seite  d^s  Fünfecks,  AC^=^t  die  ganze,  AF  die  halbe  Seite  des 
Zehnecks,  M  der  Mittelpunkt  und  CE^2r  der  Durchmesser  des 
Kreises,  so  ist: 


AD^  =  ^=zCD.DE, (1) 


und,    da  MFA  und  lUDA  rechte  Winkel   sind,    also  F,  D  anf 
einem  Ober  AM  beschriebenen  Halbkreise  liegen. 


a  •  •  •«•.         •  •  •••••• 
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CA.CFz:zCD.CM, 


also 


X« 


2  =  CD.r. 


Aber  rtlr   die  Seite  i  gilt  auch  die  Gleichung: 

j«  =  y(r— x), (2) 

also  ist  ^-^=CD,   mithin  />£'  =  r  +  r- C/>  =  r  +  ^^;  folg- 
lieh  ist : 

oder  wegen  (2): 

/^  ==  r«  +  2*. 

Gewohnlich  beweise  ich  den  Satz  in  einer  anderen  Weise, 
«reiche  sich  an  die  Construction  des  Zehnecks  unmittelbar  an- 
schfiesst  und  nicht  weniger  einfach  ist.  Ist  nämlich  auf  MC  das 
Stuck  MG=z  abgeschnitten,  so  ist  bekanntlich  /l(ir  =  ilf6r  =  i4C 
mithin    O  die  Mitte  von  CG,    also: 


MD  = 


2     ""     2     ' 

ilf C  +  MG  _  rjhi 
2"        —     2     • 


DE^MD^ME=  ^-  +  r , 

und    die    Substitution  der  VVerthe   von   CD  und   DE    in   (1)   gibt 
dann  mittelst  (2)  ivieder  sofort  die  gesuchte  Gleichung. 

Anmerkung.  In  einem  gedruckten  Schreiben  (an  Professor 
Gerling  zu  dessen  50jähriger  Doctorpromotion.  Cassel.  1862.) 
hat  Herr  Rector  Dr.  Grebe  nachgewiesen,  dass  die  Richtigkeit 
des  obigen  Satzes  an  einem  regulären  Dodekaeder  oder  Ikosae- 
der  fast  unmittelbar  in  die  Augen  springt;  sollte  er  aber  dess- 
halh  iö  der  Planimetrie  nicht  „seine  Heimath''  haben,  „ein  Fremd- 
ling'' sein?^ 


*)  H.  a.  wat  irh  ulicr  diese  Aii^iclit  des  Herrn  Ur.  Grebc  in  Theil 
>LL.  S.  127.  und  S.  128.  iiiir^vu  lieiuerken  erlniibt  habe,  wat  Herr  Direc- 
tor  Heinen  wohl  zufällig  übersehen  hat.  O. 


ü 


•    • 


• •    • ••  • 

•  •      •  •  •     • 


^Ä 


•     ••-  m      *       • 

•  i  •  I  *  -    .  ,.• , 
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Ueber  einen  geometrischen   Satz  vom   Dreieck. 

Von   dem  Her aiiKg^elier. 

In  der  schönen  Abhandlung:  „Intorno  alle  coniche  di 
novo  punti  e  ad  aicune  quistioni  ehe  ne  dipendono. 
Nota  de!  Prof.  Eugenio  ßeltrami.  1863.  4».'%  aus  welcher 
ich  schon  in  Tbl.  XLII.  S.  354. — S.  356.  einen  bemerkenswerthen 
geometrischen  Satz  Ttiitgetheilt  habe,  bat  Herr  Professor  Euge* 
nio  ßeltrami  in  Pisa  aus  einem  allgemeineren  Satze  von  den 
Kegelschnitten  den  folgenden  Elementarsatz  vom  ebenen  Dreieck 
abgeleitet : 

Wenn  man  durch  die  drei  Spitzen  eines  Dreiecks 
drei  beliebige  parallele  Gerade  legt  und  dann  durch 
dieselben  Spitzen  drei  Gerade  ziehte  welche  mit  den, 
die  Winkel  des  Dreiecks  halbirenden  Geraden  (nach 
entgegengesetzten  Seiten  bin)  dieselben  Winkel  ein- 
schliessen,  wie  die  entsprechenden  Parallelen:  so 
schneiden  sich  diese  drei  letzteren  Geraden  jederzeit 
in  einem  Punkte,  welcher  auf  der  Peripherie  des  dem 
Dreieck  umschriebenen  Kreises  liegt. 

Um,  wie  den  froheren  vorher  erwähnten,  auch  diesen  Satz, 
zu  dessen  Erläuterung  Taf.  IV.  Fig.  3.  —  in  welcher  AO,  BO, 
CO  die  Linien  sind,  von  denen  die  Winkel  des  Dreiecks  ABC 
balbirt  werden,  —  dient,  nach  der  aus  meiner  Abhandlung  Theü 
XXXVI.  Nr.  XVIII.  bekannten,  so  fruchtbaren,  schon  oft  von  mir 
angewandten  Methode  zu  beweisen,  schicke  ich  zuerst  die  folgende 
einfache,  allgemeine  analytisch -geometrische  Betrachtung  voraos. 

Die  Gleichung  einer  durch  einen  gef^issen  Punkt,  der  als  An- 
lang  der  Coordinaten  angenommen  iverden  mag,  was  die  Allge« 
meinheit  nicht  beeinträchtigt,  gehenden  Geraden  sei: 


r 
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COS«       sina   '' 

'^    Die  Gleichungen  zweier  anderen,  durch  denselben  Punkt  gehen- 
den Geraden  seien: 

ox  _iL  —  _iL.      _£ ^ 

cosa         81  n«        cos«         smo 

Auf  den  Tbeilen  dieser  beiden  Geraden,  denen  die  Winkel 
o*,  a*  entsprechen,  nehme  man  zwei  Punkte  P' ,  P"  an,  welche 
▼on  dem  Anfange  der  Coordinaten  gleich  weit  entfernt  sind ;  so 
sind,  wenn  r  diese  einander  gleichen  Entfeniungen  bezeichnet, 
die  Coordinaten  der  Punkte  P'  und  P"  respective: 

rcosa',    rsina'    und    reo»«'',    rsin«''; 

nnd  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  der  Geraden  P'P"  sind  also: 

ir(cosa'  -f  cosa'^),     ir(co8a''  +  sina''). 

Sollen  nun  die  durch  die  Winkel  a! ,  a"  bestimmten  Theile  der 
Geraden  2)  mit  dem  durch  den  Winkel  a  bestimmten  Theile  der 
Geraden  1)  nach- entgegengesetzten  Seiten  hin  gleiche  Winkel 
eioschliessen ;  so  muss  der  vorhergehende  Mittelpunkt  in  der 
Geraden  1)  liegen,   und  es  muss  folglich  die  Gleichung: 

ir(coso'  +  cosa'O  __  JrCsina'  +  sin  a") 
cos«  sin« 

also  die  Gleichung: 

cos  «'  +  cos  tt"        sina^-fsina^ 
cos  a  sin  « 

Statt  finden.     Aus  dieser  Gleichung  folgt  auf  der  Stelle: 

sin  «cos«'  —  cos  «sin«'  =  cos  «sin«"  —  sin«  cos«'', 

also: 

sin  (« — «')  =  sin  (a"  —  «). 

Folglich  ist,  wenn  n  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze 
Zahl  bezeichnet: 


*)  Ich  tchreibc  die  Gleicliiiii^  «lor  Geraden  hier  and  im  Folgendon 
absichtlich  in  dieser  und  nirlit  in  der  8on»t  nblichcn,  natürlicli  an  sich 
math  völlig  richtigen  Weise:  ^  =  jrungcc.  Der  Winkel  a  bezieht  sich 
aeif  die  eine  der  beiden  Richtungen  der  Geraden  und  mag  auf  bekannte 
Weise  von  0  bis  360*^  gesählt  sein,  so  wie  auch  alle  übrigen  vorkom- 
■leaden  Winkel. 
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a"  —  a=: 


2nn  +  («  —  «') 
(2n+l)7r-(a  — o') 


wie  aus  der  allgemeineD  Theorie  der  KreisfunctioDen  *)   bekannt   ^ 
ist ;    also :  .i 

l  2ii7r  +  (2a— «'),  1 

f  (2n  +  l)7i:  +  «'. 
Offenbar  ist  nun  die  zweite  Gleichung 

im  Allgemeinen  nicht  zulässig,  weil  ja  dann  a"  nur  von  a',  gar 
nicht  von  o  abhängig  sein  wurde,  und  man  kann  daher  im  Allge- 
meinen nur 

a"  =  2nn  +  (2a  —  «') 

setzen ,  woraus  sich  sogleich  die  Gleichungen : 

3)  .    .    .     sin  a*'  =  sin  (2a  —  cc') ,     cos  a"  =  cos  (2a  —  a') 

ergeben. 

Rücksichtlich  der  vorher  ausgeschlossenen  Gleichung: 

a^  =  (2n  +  l)7i;  +  a' 

möge  vollständiger  Deutlichkeit  wegen  noch  bemerkt  werden, 
dass  man  in  derselben,  weil  af,  a"  positiv  und  nicht  grosser  als 
2;r  sind,    nur  7t  =  0   und   n=  —  I   setzen  kann,    wodurch  sich 

ergiebt  Hieraus  sieht  man,  dass  in  diesem  Falle  die  durch  die 
Winkel  a',  a"  bestimmten. Theile  der  Geraden  2)  einander  direct 
entgegengesetzt  sind,  so  dass  also,  wie  sich  mittelst  einer  ein- 
fachen Betrachtung  ergiebt,  nur 

«*  =  a  T  in, 

a"  —  a±  in 

oder 

of*  =  a  +  Jtt  a'=«TP5» 

oder 
af^a^ln  a"=a^in, 

also : 


*)  M.  8.    etwa    meine    Supplemente    cum     mathematischeo 
Wörterbuche.     Tbl.  I.    S.  623.  unter  32.  I. 


i 


'^■-.  :%  : 
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tt'-taf=:2a    oder    «' +  ee^  =  2a  T27r, 


folglich : 


«x^'rsaa  — a'    oder    a"  =i2a—a*  i^ 'In 

sein  bann.     In  beiden  Fällen  ist  aber: 

sin«*  =  sin  (2« — o') ,      cos  a"  =  cos  (2a — a*) 

ganz  vrie  in  3),   welche  Gleichungen  demnach  jedenfalls  ganz  all- 
mein  gültig  sind. 

Nach  dieser  vorläufigen  allgemeinen  analytisch-geometrischen 
Betrachtung,  die  durchaus  nicht  unmittelbar  hierher,  sondern  mehr 
in  das  Gebiet  der  analytischen  Geometrie  im  Allgemeinen  gehört, 
und  hier  nur  grösserer  Deutlichkeit  wegen,  so  einfach  die  8ache 
auch  an  sich  ist,  in  der  obigen  völlig  allgemeinen  Darstel- 
lung aufgenommen  worden  ist,  gehen  wir  nun  zu  dem  Beweise 
des  Satzes  von  Herrn  E.  Beltranii  selbst  über. 

Durch  die  Ecken  A,  B,  C  des  Dreiecks  ABC  denken  wir 
uns  drei  einander  parallele  Gerade  gelegt,  deren  auf  der  positiven 
Seite  von  AB  (m.  s.^fiber  alle  hier  vorkommende  Bestimmungen 
und  Bezeichnungen  die  oben  angefährte  Abhandlung  in  Thl.XXXVI.) 
liegende  Theile  mit  der  Richtung  AB  den  180^*  nicht  fiberstei- 
genden Winkel  0  einschlicssen.  Die  mit  den,  die  Winkel  des 
Dreiecks  ABC  halbirenden  Geraden  AO,  BO,  OC  nach  den  ent- 
gegengesetzten Seiten  hin  dieselben  Winkel  wie  die  in  Hede 
stehenden  Theile  der  durch  die  Ecken  des  Dreiecks  gelegten 
Parallelen  einschliessenden,  von  A,  B,  C  ausgehenden  Geraden 
mögen  mit  der  Richtung  AB  die  auf  gewöhnliche  Weise  von  0 
bis  360^  gezählten  Winkel  6i,  6^,  6^  einschlicssen,  und  a  mag 
für  die  Geraden  AO,  BO^  OC  dieselbe  Bedeutung  behalten  wie 
bei  der  obigen  vorläufigen  analytisch  -  geometrischen  Betrachtung 
im  Allgemeinen. 

Für  die  Gerade  AO  ist  offenbar 

folglich  nach  3): 

sin  öl  =  6\n(A — ö),    cosöi  =  co8(A — ö). 
Für  die  Gerade  BO  ist  offenbar: 

•lao  nach  3): 


1()6  MUceiien, 

bIdÖ«  =sin{360O-  (B  +  Ö)|  =  —  8in(B  +  ö), 

COSÖ2  =  COS|3600  — (Ä  +  Ö)|=         C08(Ä+d). 

Für  die  Gerade  OC  ist  offenbar : 

folglich  nach  3): 

8inÖ3=8in{180<>  +  (/4  — Ä— Ö)}=-sin(.4  — B  — ö), 

COSds=CO8tI80*>  +  {/4— B--Ö)|=  — C08(/4— Ä-ö). 

Nach  Thl.  XXXVI.  S.  326.  §.  2.,  wo  man  die  Coordinaten  der 

Punkte  A,  B,  C  angegeben    findet,    sind    die   Gleichungen  der 

durch   diese  t'uokte  gehenden,   durch  die  Winkel   6i,  ß^,  B^  ^^' 
stimmten  Geraden : 


X 


—   y 


cos  ^1        sin  Ol  * 
ar  — 2l28inC  y 

cos^s        ""  sinöj' 
jp — 2Rco8Aa\nß      y — 2/28in/4  sioB, 

COS  ^8  Sin  08 


oder : 


y  =  a:tangÖi, 
.  y  =  (x  —  2R  sin  C)  tang  6^ , 

^  —  2/2sini48inB=  (o:  —  2i2  cos /l  sin  B)  tang  ^s); 
also  nach  dem  Vorstehenden: 

4) 
y  =  a;tang(i4— ö), 
y=:— (rc  — 2l?sinC)tang(Ä  +  ö), 
y  —  2R  sin  Aa\nB=^(x^  2R  cos  ^4  sin  B)  tang  (A  —  B  —  6). 

Aus  den  beiden  ersten  dieser  drei  Gleichungen  bestimme  man 
X,  y,  um  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunktes  der  durch 
diese  beiden  Gleichungen  charakterisirten  Geraden  zu  finden.  Zu 
dem  Ende  ist  zuvörderst: 

a:tang(i^— ö)=  —  (a:— 2Ä  sin  C)  tang  (B  +  ö), 
also  : 

a:  t  tang  (.4  —  Ö)  +  tang  (B  +  ö)  I  =  2Ä  sin  C  tang  (B  +  Ö) , 
X  sin  (A  +  B)  xsinC 


cos 


(.4-0)co8(Ä  +  Ö)=  eos(A-  6)  cos  (Ä+ö)=2Ä«nCtaDg(Ä+d); 


1 
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folglich,    wenn    man  dies  zogleich  mit  der  ersten  der  drei  Glei- 
chtingen  4)  verbindet  : 

!ar  =  2Äco8(.4— 6)8in(i?+d), 
y  =  2Ä  sin  {A  —  6)  sin  (B  +  6). 

Fuhrt  man  diese  AusdrOcke  von  x^  y  in  die  dritte  der  Glei- 
ehongeo  4)  ein,    so  wird  dieselbe: 

(sin(i4  — d)sin(i?  +  6)  — sin.^6inß|cos(i4— B— 6) 
=  |co8(^  — Ö)sin(J5+Ö)— cosil8inÄ|8in(i4  — Ä  — Ö), 

»in(Ä  +  6)|8in(il-Ö)co8(i4— Ä— Ö)-co8(/l  — 6)8in(i4  — ß  — Ö)| 
=  8inB|8ini4eos(/l—  B— Ö)  — cosii8in(/l  — Ä- ö)|, 

sin  {B  -h  6)  sin  B  =  sin  B  sin  (B  4-  6). 

Ua  dies  eine  Identität  ist,  so  sclineiden  sich  die  durch  die  drei 
Gleichungen  4)  charakterisirten  Geraden  in  einem  Punkte,  wel- 
ches der  erste  Thei!  des  zu  beweisenden  Platzes  war. 

Nach  Tbl.  XXXVI.  S.  329.  2)  sind  die  Coordinaten  des   Mit- 
telpankts  des  um  das  Dreieck  ABC  beschriebenen  Kreises: 

12  sin  C    RcosC. 

Die  Formeln  5)  kann  man  auch  auf  folgende  Art  ausdrücken : 

a:  =  R\8\n(A  +  B)  +  ain(B^A  +  2e)\, 
y  =  ß|cos(B-/i+26)-cos(/i  +  i?)); 


aUo : 


folglich : 


also: 


x=z  l2{8inC+sin(2d-/l  +  B)}, 
y  =  ß|co8r:+cos(26— i4  +  ß)l; 

x-Rs\nC=  Äsin(2ö— /l  +  B), 
y  — ÄcosC=Äcos(2d— il  +  B); 

(rc-Äsin6')«+  (y— ÄcosC)«=  Ä», 


woraus  sich  unmittelbar  ergiebt,  dass  der  gemeinschaftliche  Durch- 
•chnittspunkt  der  drei  durch  die  Gleichungen  4)  charakterisirten 
Geraden  in  der  Peripherie  des  um  das  Dreieck  ABC  beschrie- 
henen  Kreises,  dessen  Halbmesser  bekanntlich  R  ist,  liegt,  wel- 
ches der  zweite  Theil  des  zu  beweisenden  Satzes  war. 


t 
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Der  Satz  ist  also  jetzt  vollständig  bewiesen. 

Ich  werde  anderen,  namentlich  rein -geometrischen.  Bewei- 
sen des  obigen  Bcltrami'schen  Satzes  sehr  gern  eine  Stelle -| 
im  Archiv  einräumen,  wenn  man  sie  mir  mitzutheilen  die  GOte 
hat,  und  erlaube  mir  zur  Einsendung  von  Beweisen  dieser  oder 
auch  anderer  Art  aufzufordern.  Selbst  den  obigen  Beweis  zu 
suchen  und  hier  mitzutheilen,  hielt  ich  mich  fär  verpflichtet,  am 
mich  von  der  völligen  Richtigkeit  des  Satzes  noch  auf  einem 
anderen  Wege,  als  von  dem  Herrn  Erfinder  geschehen,  zu  ver- 
sichern, bevor  ich  zur  Einsendung  von  Beweisen  aufzufordern 
glaubte  mir  erlauben  zu  dürfen,  ein  Verfahren,  welches  ich  nach 
Möglichkeit  in  ähnlichen  Fällen  immer  festzuhalten  suche. 


Ueber    eine    stcreometrisclie   Aufgabe. 

Von  dem   Herausgeber. 

Das  nun  schon  ziemlich  alte,  aber  nach  meiner  Meinung  kei* 
neswegs  veraltete  Buch : 

Niedere  und  höhere  praktische  Stereometrie 
von  Wilhelm  Hossfeld,  Herzoglich  Sachsen- 
Meiningischen  Forstkommissar,  Lehrer  an  der 
Forstakademie  und  Sekretair  der  Forstsocie- 
tät  zu  Dreissigacker.    Leipzig  1812.    4^. 

enthält  Vieles,  was  auch  jetzt  noch  zur  Benutzung  bei'm  stereo- 
metrischen Unterrichte  empfohlen  zu  werden  verdient.  Dass  in 
diesem  unter  Mathematikern  wohl  wenig  bekannt^  Buche  S.  03. 
—  S.  100.  schon  der  Name  Obelisk  und  Betrachtungen  obelisken- 
artigcr  Körper,  so  wie  Anwendungen  derselben  zur  leichten  Be- 
rechnung anderer  Körper,  vorkommen,  habe  ich  mir  schon  ein- 
mal zu  bemerken  erlaubt*).  Jetzt  will  ich  aus  demselben  eine 
leichte  Aufgabe  entlehnen  und  hier  mittheilen,  die  ich  mich  nicht 
erinnere,  anderwärts  schon  gefunden  zu  haben**),  die  aber  prak- 


•)  ThI.  XWVI.  S.  604. 

**)  T.  Mayer'«  praktische  Stereouietric  kann  ich  jetzt  gerade 
nicht  nachsehen.  Bei  i^littheilungen  wie  die  vorliegende  in  dem  Archiv, 
die  nicht  der  Wissenschaft,  sondern  nur  dem  Unterrichte  dienen 
sollen,  kommt  es  aber,  wie  ich  schon  oft  bemerkt  habe,  anr.h  gar 
nicht  darauf  an,  ob  sie  sich  in  ähnlicher  Weise  nicht  schon  anderw&rU 
finden,    wenn  sie  nur  überhaupt  wenig  bekannt  sind. 


.'♦ 
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i&cfa  frichtig  ist  and  berin  Unterrichte  als  Uebuiigsaufgabe  be- 
Ntst  SU  werden  verdient»  indem  sie  auch  eine  fiir  erste  Anßiiger 
iehrreiche  Anivendang  des  binomischen  Lehrsatzes  zur  Entwickc- 
hin|^  einer  für  die  Praxis  brauchbaren  Ni^herungsformel  darbietet. 

A  a  f  1^  a  b  e. 

In  welcher  Huhe  über  der  unteren  oder  grosseren 
Grundfläche  eines  abgestumpften  Kegels  muss  der 
Halbmesser  oder  Durchmesser,  oder  die  Peripherie 
.eines  Qneerschnitts  dieses  Kegels  gemessen  werden, 
wenn  dieser  Queerschnitt  die  Grundfläche  einesCylin- 
ders  von  gleicher  Hube  und  gleichem  Inhalt  mit  dem 
Kegel  sein  soll,  der  Kegel  also  wie  ein  Cylinder  von 
dieser  Hube  und  Grundfläche  sich  soll  berechnen  lassen? 

Auflosung.  In  Taf.  IV.  T^g. 6.  sei  /li9CZ>  der  abgestumpfte 
Kegel,  die  Halbmesser  seiner  oberen  und  unteren  Grundfläche 
seien  r  und  R,  und  h  sei  die  Hohe.  Die  gesuchte  Hohe  des 
Qaeerschnitts  über  der  unteren  Grundfläche  sei  x,  und  y  sei  der 
Halbmesser  dieses  Queerschnitts.  Das  auf  den  beiden  Grundflächen 
senkrecht  stehende  Axen- Trapez  des  abgestumpften  Kegels  sei 
ABCD,  Durch  D  denke  man  sich  mit  der  Axe  MN  des  Kegels 
die  Parallele  DE  und  die  Hohe  DF  des  Kegels  gezogen ;  dann 
hat  man  offenbar  die  Proportion: 

R — r\y  —  r  =  h\h — x, 

aus  welcher 

R^riR  —  y-=h'.Xy 

und  hieraus 

(R^t)j: 

^   folgt.     Der  Inhalt  des  abgestumpften  Kegels  ist  bekanntlich  : 

iAw(li«  +  /2r  +  r«), 
so  das«  man  also  nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe  die  Gleichung 

\hn(R^  +  Rr  \  r"-)  =  hy^n. 


«od   hieraas 


.=v 


/2*+  /^r  +  r^ 


'  hat»  welches,    mit  dem  Obigen  verbunden,    unmittelbar  zu   der 
I  Glekiong: 
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fdhrt,  aas  der  sieb  sogleich; 

ergiebt»  womit  die  Aufgabe  gelöst  ist. 

Statt  der  Halbmesser  R  und  r  kann  man  natürlich  auch  die 
Durchmesser  D  und  d  der  unteren  und  oberen  Grundfläche  ir 
diese  Formel  einfuhren,  wodurch  man: 

erhält. 

Setzen  wir  jetzt: 

u=:D  +  d,    v  —  D^d; 
so  ist: 

2/>  =  ti  +  r,    2^  =  11  — f>; 
also: 

4(Z)«+Z>d  +  rfa) 

=  3ti«  + 1^«  =  3(/>  +  d)« + (/)-  rf)«, 
und  folglich: 

D^^Dd  +  d^  ^  (£+AX  .  i  f^-dy 

also  nach  dem  Obigen: 


oder: 


Weil  die  Grosse 

I/D— d\» 


I/O— dV 
stets  kleiner  als  die  Einheit  ist,  so  ist  die  Anwendung  des  Bino- 


äN$ceiien. 


\\\ 


«itcben  Lfebrsatze«  ^ur  Entwickelang  der  Worselgrösse  in  eine 
Beike  Ferstattet,  wodurch  man: 


~'iA'iZ\B'-\^d)    b 

+  2.4.6  <3V/)  +  rfy  5 

1.3.5     ^IfltzäW* 
~2.4.6.8UVl>  +  d/  5 


also 


=  O  —  dl     '2     ~2       2     •3Vö  +  d/ 

.   1    D+d  5l/»::irfV^ 

2      '^Z\D  +  dJ  5 


2.4 


1.3^    Z)-M  U/^^V^' 
~2.4.6~5       ^3^0  +  3^  S 

1.3.5    D  +  d  ii/n-dyi* 

+  2.4.6.8'     2      '\3\D+dJ  ] 


oder 


erbSK. 


*  =  **"~23"nTa 


1     /1\*  /D-dy 

+  2":4'W    \D  +  dJ 

JlA-  fix  /^-A' 

~2.4.6*V3/  A^  +  d/ 

1.3.6^   /ly  fD--d\ 
+  2X6.8"  W  '\D  +  d) 


I 


Wenn  der  abgestumpfte  Kegel,  wie  dies  meistens  in  der 
Praxi«  der  Fall  ist,  wenig  von  einem  Cylinder  abweicht,  so  wird 
aan  mit  groeser  Annäherung: 
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1 


setzen  kennen,  mittelst  welcher  Formel  siqh  x  leicht  berechnen 

lässt. 

Für  die  rohere  Praxis  giebt  IJossfeld  die  Hegel»  dass  man    ' 
den   Queerschnitt  des  Kegels  nicht  in  der  Mitte,   sondern  etwas 
unter  der  halben  Höhe   messen  müsse.     Am  Einfachsten  wird 
man  in    dieser   Höhe  immer  den  Umfang  p  des  Qaeerschnitts 

messen ;  dann  ist  j-  sein  Inhalt,  und  folglich    j—  der  Inhalt  des 

Kegels. 

Man  kann  aus  dem  Vorstehenden  auch  die  folgende  bekannte 
Formel  für  den  Inhalt  des  abgestumpften  Kegels  ableiten.  Nach 
dem  Obigen  ist: 

y^R ^-, 

folglich : 

und  da  nun  nach  dem  Obigen  ferner: 


i»t,  so  ist: 


also: 


folglich  der  Inhalt  des  Kegels: 


Das  "Weitere  überlassen  wir  dem  Leser. 


dem   llo 


i.S.I.*, 


Du««  die  Sehoe  dos  aechateii  Tliiüls  4ler  Peripherie  gleich 
m  tUlbrnrsBct  isl.  bunri  mno  anders  ala  auT  die  gei<^übiiliclie 
•ipfache  Weise  aacli  anT  folgende  Art  beweisen.  In  Taf.  II.  Fig.  I. 
»cl  Alt  diu  Sehne  des  dritten,  aUo  DO  die  Sehne  des  Hecbsten 
Tbeili  der  Peripherie.  Füllt  mnn  von  D  avX  AB  dea  Perpcndiicel 
DE,  so  Ut  offenbar  DE=AO.    Nun  iat: 

2\ABD  =  AD.BD. 
2^ABD  =  AB.^DE  =  \AB.l}E-r:r.AÜ; 
«Is«'. 

AD.BD  =  r.AD,     BD  =  r: 
«rie  behauptet  wurde. 

Hieraus  i«t  nun  auct: 

AB*  =  ,<««-  ßÖ»  =  4r»-r«  =  3r«. 

Z«T  Abwechsluni;  kann  man  ja  beim  Unterrichte  auch  einmal 
dleaea  Verrahren  anwenden. 


Ueber  die  Besclireibung  des   regulären  Ffiiifeck.s  und  Zebti- 
ccks  in  den  Kreis. 


Ha 


.gehör. 


Es  scheint  mir  eine  nickt  ganz  uninteresBarile  Bemerkung  eu 
io.  dass  sich  au«  dcnaeliien  Principien,  aus  denen  in  dem  Auf- 
Mitae  Tbl.  XLII.  Nr.  XIJV.  die  Beschreibung  des  regulären  Sieb- 
xekneckti  und  Vierunddreisslgecks  in  den  Kreb  aiigeleitet  worden 
ist,  auch  die  Besi^breibung  des  regulüren  Fünfecks  und  Zebnecks 
In  de»  Kreis  ableiten  liiast,  welches  zu  zeigen  rier  Zweck  der 
folgeiMlen  Zeilen  ist.  > 

1(1  der  Weise,  wie  aus  Taf.  II-  Fig. '2.  von  selbst  ersichtlich 
Ist,  denke  man  sich  den  mit  dem  Halbmesser  r  beschrieheneu 
Kr«is  in  filnf  gleiche  Theile  getheilt.  Dann  ist  nach  Tbl.  XLU. 
Sr.XLIV.  S)-): 


*)  Ich  belieb«    micb   hier  in 
mUIcmh  Allea  eng  an  dicaelbe  a 

•mdi  xi.ni. 


r  auf  die  genaniito  A1>ht)n<lliing  nnd 
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also,  wenn  man  multiplicirt  und  aufhebt  was  sich  aufheheii  lasst: 

1) O^, .  OA^  =  r*. 

Bezeichnen  wir  nun  wieder  wie  a.  n.  O.  Hie  halbe  Peripherie 
durch  p,  und  nehmen  als  Maasseinheit  ftir  alle  Bogen  den  fünften 
Theil  der  Peripherie,  setzen  also: 

2) P  =  24, 

so  ist,  indem  man  zuvtirdest  bemerkt,  dass,  wie  klar  vor  Aogeii 
liegt: 

Are  OA^  +  Are  OA^  <p 

ist : 

p- Are  O/Ii  +  Are  OA^  =  2i— (2*-  1)  +  C2J-2) 

=  24-1, 

P"  Are  OAi  -  Are  OA,j,  =  24-C24— 1)  -(24-2) 

=  24-2; 
also  offenbar: 

p  —  Are  OAi  +  Are  OA^  =  Are  OAi , 
p  —  Are  AOi  —  Are  OA^  =  Are  OA^. 

Folglich  Ist  nach  TbI.XLII.  Nr.  XLIV.  1),  2): 

3) OA^.OA^zur.iOAi'-OA^). 

Verbindet  man  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung  I),  so 
erhält  man    auf  der  Stelle  die  Gleichung: 

OAi—OA^^r, 
und  hat  also  jetzt  zwischen  OAifOA^  die  beiden  GleicbuDgen : 

4) OAt  —  OAt  =  r,OAi.OAt  =  r*; 

mittelst  Tvelcber  OAi  und  OA^  bestimmt  werden  kSonen.  | 

j 

Offenbar  ist  OAi  die  Seh»c  von  -^*^  der  Peripherie  and  O/t^  ] 
die  Sehne  von  -^  der  Peripherie,  so  dass  sich  aus  der  ersten  der  ' 
beiden  vorhergehenden  Gleichungen  ergiebt,  dass  die  Uiffe-  j 
renz  zwischen  den  Sehnen  von  yö  und  -j^  der  Peripherie  j 
dem  Radius  des  Kreises  gleich  Ist;  wogegen  nach  der  J 
zweiten  Gleichung  das  Product  dieser  beiden  Sehnen  oder  i 
das  zwischen  ihnen  enthaltene  Rechteck  dem  Qua- 
drate des  Halbmessers  des  Kreises  gleich  ist. 


ßexctrfiRcn  wTr  rfie  Sflhne  OJ^  von  /„  der  Perlphert»  «der 
4it  Seit«  dp»  regnltti-cn  Zchnpcia  durcli  s,  Hi«  .S<;hi>e  Jo^l,  von 
n=i  'Im  Periplierie  «dt^r  die  Seil«  den  rpgulareti  FOnrecks 
datcb  _!/•  •'»*  Sehu«  O.-*,  voii  ,'„  der  Pt;ri[iliiTte  durch  ::  so  ha- 
lt«! wi»  [taeh  4),  iiiil^m  wir  xngleicb  iiOMdlerj,  diiHi  ^oOA,  ein 
reclttii^inkligrs  Dteivrk  ist,  znisc-lien  x,  ff,  s  die  drei  folgenden 
CMcbungeii: 

S) i— j=»-,     13;  =  r*.     5'  +  i*^^4r'. 

Am  den  beiileii  ersten   (iletchungeii  fnli;!: 

i=^r>a-.    .r(r+j:)  =  r*,     .r*  =  r'- rj  =  Kr— j); 

WM  ItrIcannL     Ferner  folgt  aus  deniielbed  Iti^idcn  Gleichungen: 

^  =  i-r,    !(i-r)  =  r«,     i»  =  rM  «  =  r(r -f  t). 

Ann  beiden  (■ieichungen  folgt  »ciler: 


^•4-'  =  (j-^)«  +  'J:^ 


ften  9)  RalilrnhirT: 


I    Gleichurij;   i 


■  ilritlen  der  tilelchun- 


niv    bekannt    [ind    im    Archiv    neuerlich    (aurh    in    diesem   Hefte, 
^t.  IX.)  pinigemnl  be»i)irnchcn  worden  isl. 

Ans  d<'ni  Vorliergehcnden  eT$;ietil  sich  unniiltelhar  die  fol- 
peode  Conatructioii  der  .Sehnen  von  -,^ ,  ^\  =  l,  -j"^  der  Peri- 
pherie. In  Taf.  II.  Fig.  '3.  ziehe  man  xnei  auf  einander  senkrecht 
«lebende  Durch lueüs er  /1B  und  ÜE  des  zu  theilenden  Kreises 
und  berichrribe  über  dusseu  Kiiiliiis  ßC  =^  r  als  DurchmCBser 
»ia«n  Kreis,  desscit  Mittelpunkt  IH  int.  Hierauf  le!>e  man  durch 
D  uoi]  .V  eine  diesen  lutElcrcn  Kreis  in  F  und  O  schneidende 
C«rai]e.  beachrcihe  aus  D  aU  Mittelpunkt  mit  />F  und  OG  als 
Baltinivdscru  Kreishngen,  welche  den  ut  thcilenden  Kreis  in  fi 
nid  J  achneiden,  und  xiehe  die  Sehnen  Dß/,  DJ,  IIJ,  EJ;  so 
ist  BH  die  Sehne  von  l„  .  DJ  die  Sehne  von  ^V  ,  HJ  =  EJ  die 
fivbne  vuD  -,V  =i  'f  Die  Richtigkeit  dieser  Cunslruction  erhellet 
nitll«Ut  Ae»  Obigen  auf  der  Stelle,  nenn  man  nur  überlegt,  dass 


DG~OF=FG  = 


DG.DF=VD^  =  T^ 


W«l  eich  die  Conslructlon  des  regulliren  Vielecks  von  3=2'-|-I, 
»••Sc=2'+I  und  von  17  =  2*+1  Seilen  in  den  Kreis  gani  aus 
itwiclhrn     ganz    elementaren    Principii-n     herleiten    lUast   (M.  b., 
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ausser  dem  Vorstehenden«  Tbl.  XLIl.  Nr.  XLIV.);  so  ist 
freilich  wohl  etwas   kiihne  Frage  enfgegentreteo :  ob  aus 
ben  elementaren  Principien  nicht  vielleicht    ein  elementa 
weis    des  berühmten  allgemeinen  Satzes  abgeleitet  werde 
dass,  wenn  2^-f  1  eine  Primzahl  ist,  die  Theiliing  des  Kf 
''l^-\-\  gleiche   Theile  sich  immer  bloss    mittelst  Losung 
tischer  Gleichungen  oder  durch  die  gerade  Linie  und  de 
ausführen  lässt?    Ich  habe  diese  Frage  eine  «»kühne'*  { 
vielleicht   hilft  man  mir  aber  und  bietet  mir  die  Muglicbl 
dieselbe  im  Archive  zu  beantworten,  was  jedenfalls  ein 
Gewinn  für  die  Wissenschaft  sein  würde. 


Von    dem    Herausgeber. 

Von  dem  folgenden  Satze  kann  man  ßßers«  z.  B.  in  de 
von  den  Asymptoten  der  Hyperbel,  vortheilhaften  Gebrauch  i 

Wenn  or  In's  Unendliche  wächst«  so  nähert  s 
Grosse  jr— Vo;*— 1  der  Null,  und  kann  der  Null  b. 
dahe  gebracht  werden,  wenn  man  nur  x  gross 
nimmt. 

Um  dies  zu  beweisen,   lasse  man  fA  eine  beliebige 

I  -1-     2 

GrSsse  bezeichnen  und  nehme  x  grösser  als  ■  „      ,  so  d< 

ist.     Dann  ist,  weil 

(l  +  f*«)-t>f*  =  (l-^)«,   also   (l  +  ^«)>2^ 
und  folglich 

ist,  auch  x^\.    Aus  der  Ungleichung 

folgt  nun  nach  und  nach : 

!  +  (*«<  2^. 

X*  —  2fM;  +  /«•<«■—  1 , 
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1  x-Var«— 1  <f»; 

wodurch  der  Satz  bewiesen  Uit,  da  man  eich  fi  beliebig  nahe  bei 
Hall  iDgenommen  denken  kann,  and  n-ojmif  auch  der  yorher- 
gebade  Sehloea  von 

uf 

voofldbgt  gerechtfertigt  ist»  weil  man  sich  jedenfalls  immer  fA<l 
aflgeoommen  denken  kann»  wo  dann  aach  f»*<]>  also,  wenn  man 

anf  beiden  Seiten  f»«  addirt,   2j*«  <  1  +  fi«,    -^^  >  ^4.    folglich 

Müh  den  Obigen  ^>f»»  md  daher  x — fi  positiv  ist»  wie  es  sein 
nott,  irenn  der  erwRhnte  Schliiss  richtig  sein  soll.     Je  kleiner 

ft  angenommen  wird»  desto  grosser  wird  a;  >  — « — • 

Dm  hieven  eine  Anwendung  auf  die  Theorie  der  Hyperbel  zu 
■Bachen,  sei  a  der  halbe  Asymptoten winkel,   so  ist 

xsina  =  ^cosa 

die  Gleichung  der  einen  der  beiden  Asymptoten»  welche  wir  hier, 
vrae  rollkommen  genOgt»  allein  betrachten  wollen.  Ist  nun  (tic) 
ein  beliebiger  Punkt  der  Hyperbel  und  P  das  von  diesem  Punkte 
aof  die  in  Rede  stehende  Asymptote  gefällte,  gehurig  als  positiv 
oder  negativ  betrachtete  Perpendikel»  so  ist  bekanntlich*): 

P=:9cosa — usina. 

Weil  (ttp)  ein  Punkt  der  Hyperbel  ist,  so  ist 


0)'  -  ©■  =  ■• 


woraus 


» 


=  db -Vti«-«« 


folgt    Also  ist  nach  dem  Vorhergehenden : 


")  M.  «.Thl.XXX\11I.S.a98.Ar.«),  worauf  ich  wegen  des  Zeichens, 
0ilt  welrhcni  da«  l'erpcndibel   zu  nehmen  Ut,   ganz  besonder«  Terweise. 


*. 
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P=  +  -  Vm^— a^.costt  —  t£sina  =  —  (u^inaT  -  V^m*— fl*.  cos*) 

a  *    a  ' 

b     r 

=  — (MtangaT  -  Vti*— a*)cosa, 

und  folglich 9  weil  bekanntlich  tango  =  -   ist: 


P=-^(MTV^ii*^^)co8a,   oder  ^=~  ^  j^T  V7^)'-l|  cosa. 

wobei  wir  des  Folgenden  wegen  bemerken,  dass  nach  dem  Obi- 
gen für  das  obere  und  untere  Zeichen  v  respective  positiv  und 
negativ  ist.  Nimmt  man  nun  u  positiv  an  und  lässt  es  in*s  Un- 
endliche wachsen,  so  nimmt  nach  dem  vorher  bewiesenen  Satze 
die  Grosse 


»-Y©'- 


1 

ins  Unendliche  ab,    die  Grösse 

1 


>v^y- 


nimmt  dagegen  offenbar  in's  Unendliche  zu.  Nimmt  man  aber  u 
negativ  an  und  lässt  seinen  absoluten  Werth  in's  Unendliche  wach- 
sen /  so  nimmt  der  absolute  Werth  der  Grosse 


"-VW- 


1 


offenbar  in's  Unendliche  zu,   dagegen  nimmt  nach  dem   oben  be- 
wiesenen Satze  der  absolute  Werth  der  Grösse 


>VG)'-> 


in*s  Unendliche  ab.  Was  hieraus  unmittelbar  fOr  Pfolgt»  braucht 
an  diesem  Orte  nicht  weiter  erläutert  zu  werden,  und  auch  die 
fernere  Anwendung  auf  die  Hyperbel  kann  füglich  ganz  dem  Leser 
überlassen  bleiben. 


Ich   will  zu  dem  Vorhergehenden  noch  bemerken,  dass  man 
li,  t7  aus  P  Onden  kann.     Aus  der  oben  gefundenen  Gleichung 


"»-H^VW^'t 


cosa 


I 

i 
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fol^t    nSnilich : 

also,     c«enn  man  quadrirt  und  aufhebt,   %%a8  »ich  aufheben  iSsst: 


woraus  sich 


o<l 


••= 2/>8in«       ^     2u8ina  =  -P-.pco8«^ 


ergiebt ;    und  weil  nun  ndch  dem  Obigen 

P  + tisino 

r=: 

C08a 

i^it»    8o  ist.   wie  man  leicht  findet: 

'^^       2Pco8«  "'     •2rco8a=P-^cos«^; 

\voran   sich   noch   andere   Bemerkungen   würden    knüpfen    iaasen, 
•ndeiD  man  x.  B.  in  diese  Formeln  noch 

^  a 


einführen  könnte. 

Durch  die  vorstehendeo  einfachen  Formeln  wird  man  Punkte 
(acv)  der  Hyperbel  bestimmen  können,  in  denen  dieselbe  sich  ihren 
Asymptoten  bis  auf  eine  gegebene  Grosse  P  nähert,  was  prak- 
tisch TOD  Nutzen  sein  kann. 


Von   il  ü  III    H  e  r  a  u  •  <;  ü  b  e  r. 

lile  Formel  der  sphärischen  Trigonometrie: 
cos  c  =  cos  a  cos  h\  sin  a  sin  b  cos  C 
IMsst  sich   so   darstellen: 
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cosc==ico8(a— 6)-|-ico8(ii4^6)+ico8|C-f(a~6)|-|-ico«tC-(a— 6)1 

-  JcosI  C+(a+6)  l-Jcosl  C-(a+6)J, 

welche  Formel  beqaem  ist»  irenn  man  keioe  trigonometrische 
Logarithmentafel,  sondern  die  sogenannten  natürlichen  Linien 
oder  Functionen  gebraucht 


Sehr  leicht  elementar  zu  beweisender  Satz  von  der  Parabel. 

Der  Winkel»  unter  welchem  sich  zwei  confocale  Parabeln 
schneiden»  ist  halb  so  gross  wie  der  Winkel»  den  ihre  beiden 
Axen  mit  einander  bilden.  (Siebeck  in  Gr>lle*s  Journal. 
Band  LV.    S.  239.) 


Druckfehler. 

Tbl.  VI.  S.  127.  Z.  IL  (vom  Anfange  der  Abhandlung  Nr.  XX. 
an)  werde  statt  ,»T.  II.  Paris.  1825.  p.  349."  gesetzt:  »,T.  I.  Paris. 
1825.  p.  349. " 


Fehler  ta  IS^elirdB's  «iebenstelllireii  EioirAritlimeiitefelii. 

N").  13.  Taf.  IL  S.  442.  Diff.  zwischen  log  sin  39^48' SO"'  und  40"'  statt 

353  lies  253. 
„    14.    „     „    „    „       „  „        log  sin  39^48' 40"  und  W  statt 

352  lies  252. 


Elementare   Ableitang   der  HaupteigenBchafteD  der 
Kettenlinien. 


Herrn  Heinrieh  Greiaehtl, 
Lehrer  der  Mmihematik  an  der  HindeUlehraHtalt  in  Lei 


I.  Es  seien  io  Taf.  V.  Fig.  1.  A,  B,  C,  D, .... ,  P, ....  EcL- 
ponkte  eines  in  vertikaler  Ebeoe  gelegenen  Polygnnes,  dessen 
iwei  Endpunkte  befestigt  sind.    lo  den  Eckpunkten  sind  Gewichte 

aorgehSngt,  und  swar  mvgen  die  in  B,  C,  D, P,....  be- 

Testigten  Gewichte  pi,  p^.ps,.-..,  pn,-..  heissen.  Durch  diese 
Gewichte  werden  die  an  sich  gewichtslosen  Seiten  dea  Polygons 
gespannt;  fg,  ^,  7«,....  mögen  die  Spannungen  in  den  Seiten 
AB,  BC,  CD,....  sein.  Sind  endlich  noch  «o,  o,,  a^, ....  die 
Winke),  welche  die  genannten  Seiten  mit  der  horizontalen  Gera- 
den X'X  einscbliessen ,  so  mOssen  ßlr  den  Pal!  des  Gleichge- 
wichtes die  folgenden  Gleichnngen  bestehen: 

9,  cos  «,=90  cos  on,  qiB\aa,~qo^i'*°n~Pi'  \ 

tf^eoBOt^giCOsa,,  fssinog — 7,slncr|=^,  t 


Addirt  man  jedes  der  beiden  Gleicbungssysteme ,  so  ergeben  sich 
die  beiden  Gleichnngen : 

9bcos<(«  =  9(,cos«o.    ?ii«in«»  — 9os'"><'o=Pi +Pa +  -■  +  ?"■ 
Wir  lassen  jetzt  die  Polygonseiten  alle  verschwindend  klein  wer- 
den, wodurch  die  Belastung  eine  stetige  wird,     «n,  wofOr  wir  c 
Tlkail  XLIU.  B 
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schreiben  wollen,  ist  dann  der  Winkel,  welchen  die  geometriBcho 
Tangente  an  den  Punkt  P  der  in  Rede  stehenden  Carve«  in 
welche  das  Polygon  fiber^eht,  mit  X'X  einschliesst;  q^  wonir 
wir  q  schreiben,  ist  die  Spannung  in  P.  Wir  wollen  ferner  an- 
nehmen, der  Winkel  a^  8ei  Null,  also  A  der  tiefste  Punkt  der 
Curvc,  und  die  Summe  der  Belastungen  vom  tiefsten  Punkte  A 
bis  P,  Pi'\'P%-\--'"'\pn,  soll  mit />  bezeichnet  werden.  Die  bei- 
den obigen  Gleichungen  gehen  unter  diesen  Voraustsctzungon  in 
die  nachstehenden  über: 

^CüST  =  9'o,     4^sinr  =  ;> (I) 

Die  erste  dieser  Gleichungen  drffckt  aus,  daitA  dio  hori/.ont.'ile 
Componente  der  Spannung  überall  gleich  gross  ist.  Die  zivcite 
sagt  uns,  dass  die  vertikale  Componente  der  Spannung  in  einem 
Punkte  gleich  ist  der  gesammten  Helastung  von  diesem  Punkt t« 
bis  zum  tiefsten  Punkte  oder  Scheitel  A. 

2.  WMr  wollen  jetzt  annehmen,  die  Belablung  sei  gleicbmä.s- 
sig  über  die  ganze  Linie  vertbeilt;  ist  k  die  Belastung  der  Län- 
geneinheit und  1  der  Bogen  vom  Scheitel  A  (Taf.  V.  Fig.  2.)  bis 
zum  Punkte  P,  so  geht  die  zweite  der  Gleichungen  (1)  in 

q  Ain  T  =  Ä*i 
über.     Dividirt  man  diese  Gleichung  mit  der  ersten  der  Gleichun- 
gen (1)  und  bezeichnet  dabei    -^   mit  i/t,    so  erhalt  man  das  Re- 
sultat: 

tanT= ('l\ 

Die  trigonometrische  Tangente  des  Winkels,  welchen  die  geome- 
trische Tangente  im  Punkte  P  mit  der  Achse  X' X  bildet,  ist  also 
proportional  dem  Bogen  zwischen  dem  Scheitel  und  P, 

Die  durch  diese  Eigenschaft  dcfinirte  Linie  ist  die  gemeine 
Ketten li nie.  Sie  stellt  die  Form  ror,  welche  ein  an  seinen 
Endpunkten  befestigter,  überall  gleich  schwerer,  vollkommen  bieg- 
samer, aber  nicht  dehnbarer  Faden  annimmt. 

Aus  der  Gleichung  (2)  folgt  zunächst  noch: 


Lassen  wir  nun  in  Taf.  V,  Fig.  2.  s=AP  um  das  verschwindend 
kleine  Stück  PP=a  wachsen,  so  wächst  die  Ordinate  yz=zMP 
um  das  Stück  ill"/^  =  iy,   die  Abscisse  um  ^M'=:f,   und  es  ist: 


■r  , 
_- Jci 

JX=\^  «'  +  .•. 

wtn  AS^=A.S 


äff  SettettUntrH 


=  »Jnt  = 


V>  +  n 


3 


wir  jet«(  (T«f.  V.  Fig.  3.)  «in  rochlwinlillge«  Dreieck 

■U  rfen  KatheiGH  O J  =  im  uuiI  OS^t,  so  ivird  ilie  Hypotennse 

.\^ «'  +  (•.      Lassen    wir    OS  =  i    um    das    Slück    SS'  =  a 

wMluea.    »D  wScbsl    ilie  tl^-polenuse    um    das   Stiick    S'Sf^t, 

AS*=:AS  G;enucbi  ist.    Es  ist  nun  aus  der  Fignr  einloucb- 

äer  Ottnzwertb  des  Braches 


-  =  sin  0^5= 


V#«  +  m> 


[     «Wi,  da» 

^^^Bglflch  ^  ist.  Daraus  Tolgt  aber  1  =  t),  d.  b.  TOr  einen  nnd 
^^HpMben  verschoiudend  kieineii  Zuwacbs  0  ron  j  wUchal  if  in 
^^\.  Fl«.  2.  nm  dasselbe  St.lclf  wie  WS=  V»n*+»»  in  Taf.  V. 
r^.l  {.«gen  wir  nun  in  Tuf.V.Ftg.a.  die  AbsciasenachaB  X'X 
•»,  d«M  die  Ordinate  des  Scbeiteis  A  OA  =  m  ist,  so  ist  fUr 
<=0  ilrichzeitig  9  =  m  und  AS=im.  und  da  Iteido  Grüssen  nach 
4ca  Vvhcrgeb enden  gleich  schncli  wocbsen.  so  ist  allgemein: 


■  w 


««lOrmiii  mil  BerScksichtigung  der  Gleichung  ('2)  mich  selten  kann: 

j  =  ni8€ct. (5) 

Die  G)(ichuD§  (2)  selb»!  gehl  unter  Benulzunft    dos  aus  (J)  ntch 
«febeirilen  Wertbca 


.(6) 


Wt  ffiir«  dieser  Ulcirliung  findet  man  die  Tangente,  wenn  man 
M  in  FuBkpankt  M  der  Drdinnle  MP  (l'nf.  V.  Fig.  4]  mit  dem 
BiIbB«BBer  m  einten  Kreis  schligl  und  an  diese»  viin  /'  aus  die 
TuiNDte  PT  kgt,  n  eiche  zugleich  die  Ketlenliiiio  in  P  lierUbrt. 
I)bb  SlGcb  PT  dieser  Tangente  ist  sIeU  gleich  dem  Bogen 
iP=t. 

1*1  iV  der  Punkt,  in  nelchem  die  Normale  des  Punktes  P 
t Ab«da«cnachse  (riffi,  so  ist  PA'ssyseet,  d.h.  unter  Berflck- 
■g  Ml»  {!!)! 

Pff  =  S!.         ,  ,.    .(7) 
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3.  Sehr  leicht  iSest  sich  aoch  der  Werth  q  des  Krflm- 
mnngshalbmeflsers  im  Panlcte  P  ermitteln.  Sind  nXmIlchp 
wie  in  Taf.  V.  Flg.  2. ,  P  und  P'  awel  nm  daa  verachwindend  kleine 
Bogenstfick  a  entfernte  Curvenpnnkte  nnd  iat  »  der  Winkel ,  ivd- 
chen  ihre  Normalen  einschliesaen,  ao  iat: 

^tanon  =  tf. 

Nun  Iat  aber  o)  =  t'— t,  wo  t'  nnd  t  die  Winkel  bedeuten, 
welche  die  Tangenten  in  P  und  P'  mit  X'X  bilden.  Zufolge  (2) 
aber  ist: 

tan T=  — ,    also    tan t'  =  — —— » 
m  tn 

mitbin : 

tan  x'  ^  tan  t  ma 

tana)  =  tan(T'-r)=j_j^^^^^,^^^— =  ^^,_^^^^^jy 

Hiemach  wird: 

^""  tano»  ""  m  * 

d.h.  wenn  man  zur  Grenze  ff=0  Gbergeht: 

.^ü^Ltf^^s!.    (8) 

^  T/i  in  ' 

(vergl.  Gleichung  (4)) 

Es  ist  also  der  Krümmungshalbmesser  gleich  der  Normale  PI9. 

4.  Um  die  FlSche  zwischen  der  Kettenlinie»  der  Abscissen- 
und  Ordinatenachse  und  einer  beliebigen  Ordinate  zu  finden ,  den- 
ken wir  uns  dieselbe  in  lauter  solche  Streifen  wie  MPP'JU'  in 
Taf.  V.  Fig.  2.  zertheilt.  Statt  eines  solchen  Streifens  nehmen  wir 
aber  das  Rechteck  JUPiWM  =zy^;  da  $  =  tfcosT  ist,  so  ist  die- 
ses Flfichenelement  =yacoaT,  Setzt  man  in  diesen  Ausdruck 
den  Werth  ^=:msecT  (Gl.  (5)),  so  geht  derselbe  Aber  in  mc. 
Die  Summe  aller  Flächenstreifen  ist  daher  gleich  mmal  der  Summe 
aller  a,  d.  h.  gleich  ms.  Da  die  Summe  der  hierbei  vernachlSs- 
sigten  Dreiecke  PMT'  sich  unbegrenzt  der  Null  nähert,  wenn 
man  die  Anzahl  der  Streifen  unendlich  gross  werden  lässt,  so 
ist  demnach: 

Fläche   OAPM^m$=OA.  Bogen  AP.     .   .   .  (9) 

5.  Vergrössern  wir  jede  Ordinate  5^  der  Kettenlinie  um  den 
Bogen  #,  so  erhalten  wir  eine  Curve,  welche  durch  die  Gleichung 


f«hirakterisirl  ist,   wo  i  die  neoe  Ordinale  bedeutet.    Llwt  msn 
(t  jr  um  das  verachiriDdend  kleine  StOcL  i  wacha^Df  M  wichil 
I  den   ZiitTKchfl  von  i  mit  t 
beMMntt,  M  ist: 


l=f  +  i- 


ws/ln 


I,  wegen 


1  =  tanT-l-flecT, 
ixlet  ■!(  BenntzuDg  ron  (8)  and  (9): 


NeBBt  lUD  den  Winkel,  welchen  die  trigonometrische  Tangente 
det  nr  Absciue  ^  gehSrigen  Cnrvenpanktes  mit  der  Absciwen- 
uhM  eiüMhliesst,  c,  so  Ut: 

I  =  tan  t) , 


tani.=  ~ (11) 

Well  dfaSabtangente  den  Werth  tcoto  hat,  so  ist  filr  unsere  Corvo 

Sublangente  =m (12) 

Au  diner  Eigenschaft,  dass  die  Sabtangente  constant  ist,  ISsst 
sieb  iBJcht  eine  Beziehung  zwischen  x  nnd  i,  also  die  Gleichung 
da  CüTTt  ableiten.    Aas 


f"^  tilmlich : 


i=* 


und  nennt  man  i  +  £  kurz  z' ,   so  ist: 


.(13) 
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Thellen  wir  jetst  eine  beliebige  Absciese  «  io  n  gleich  grosse 
Thelle  £,  wobei  wir  uns  n  über  alle  Greoxeo  gross  denken  wol- 
len, nennen  die  sa  0,  g,  2g, .....  ng  gehörigen  Ordinsteo  «o>  H> 
Hf  ••••>  U9  80  ist  nach  (13): 

H  =  z.(l  +  i)  =  Zo(l  +  i)-. 
n.  s.  w. 

Nun  ist  zii:=z,  zq  =  m,  £  =  — ;   wir  kSnnen  sonach  setzen: 


2  =  m(l  +  ^)",     11  =  OD. (14) 

Für  :r= 111  ergiebt  sich  zai=:m(l-f-)",   n  =  a>.    Bezeichnet  man 

II 

den  Grenzwerth  von  (1  -f  -)*  kurz  mit  e.  so  wird  Xm^fte,  und 

die  Grösse  «  hat  eine  einfache  geometrische  Bedeutung«  Da 
nämlich  für  x=im  Abscisse  und  Subtangente  gleich  gross  sind, 
so  ist: 

tanvm  =  e, 

also  e  die  trigonometrische  Tangente  des  Winkels  Vm»  welchen  die 
vom  Coordinaten- Anfange  an  dieCurve  gelegte  Tangente  mit  der 
Abscissenachse  einschliesst.  In  Taf.  V.  Fig.  5.,  wo  die  ausgezo- 
gene Linie  unsere  Curve,  die  gestrichelte  aber  die  Kettenlinie 
repräsentirty  ist  OiV  =  iit,  daher  MP=:tne  und  tan9m  =  6.    Der 

Werth  von  e,  aus  der  Formel  (l-f ")"  entwickelt,  ist  bekanntlich 
2,7182818....,  und  daher  em  =  09o 48' 8^89.    Da  man  ferner 

X  1 

0 +?)•=[(! +?)']- 


setzen  kann,  und  da  —  gleichfalls  eine  unendliche  Grosse  ist,  so 

X 

ist  dieser  ganze  Ausdruck  gleich  «"*,    und  die    Formel  (14)  geht 
daher  in 


der  h'elUiilinleti. 


-    -   -  (IB) 

Di»  dirrcli  diese  Gleichung  be.<)timinle  CiiTve  iat  die  loga- 
tri$L-he  Linie.  DeT  den  negativen  Alieciesen  entsprechende 
di^ssr  Cvfve  iiiril  erliallan,  itoim  Diaii  tlsn  vom  Scheitel  A 
d«  üettenliiiie  aas  gerechucten  Bogen  der  letzteren  von  der  Or- 
dinale derselben  sublrahirl,  mit  anderen  Worten,  >renn  man  fQr 
ein  DegaÜFes  .r  auch  i  negativ  reebnet.     Daher  ist: 

5F  -  f  =  me~  *. 

Adiliii  mau  die  beiden  Gleichungen 

y-f(  =  Me"   und   y — t  =  mt    ", 
so  erhilt  man  die  Gleichung  der  Kettenlinic ; 

ff=|(c^  +  c~") (16) 

&  Es  nurde  oben  in  Bezug  auf  Tat.  V.  Fig.  4.  bemerkt,  dass 
ilai  StScb  J*T  der  Tangente  an  die  Kettenlinie  so  gross  ist  tvie 
der  Bogen  AP.  Daraus  folgt;  dass  T  die  Evolvente  ^er  Kelten- 
''»ie  hefcbreibt,  wenn  P  sich  auf  letzterer  benegt.  TP  ist  hier- 
nach die  Normale  der  Evolvente,  P  der  Krüiiimungsmitlelpunkt, 
TJf  die  Tangente.  l>a  letztere  der  Construction  iu  TBf.V.Fig.4. 
"■rolge  immer  den  Werlb  m  hat,  so  ist  die  Evolvente  eine  Tra- 
^loiie;  ihre  Gestaltgiebl  die  aus  gezogene  Li  nie  in  Taf  V.Fig.6.  an. 

Hin  bann  leicht  eine  Beziehung  zwiechen  der  Ordinate  y  von 
'' (Tif,  V.  Fig.  4.)  uod  der  Ordinate  TQ  =  i  des  entsprechenden 
Punktet  der  Tractorie  finden.  Ist  nSniUch  TN  parallel  zur  Achse 
■l"  X,  80  ist : 

M]S.iaP=MT. 
d.  h, 

2y  =  «fi. (17) 

Ebenso  msst  sich  leicht  die  Tangente  des  Winkels  TMQ  =  v 
Ündn,  den  die  geometrische  Tangente  der  Tractorie  mit  der  Achse 
d«'z  einscbliesst.     Es  ist  nämlich  (Taf.  V.  Fig.  4.); 

'"•■=,wi=7»fc7. "*' 

I^t  man  nun  OQ  =  x  um  ein  verschuindend  kleines  Stück 
vfi=$  wachsen,  so  nimmt  i  um  das  verleb tvindend  kleine  Stück 
E>k>  und  es  ist: 
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woraus  folgt: 


i^. « 


{x  =  {;Vm*— A 


Diese  Gleichuog  hat  eine  sehr  einfache  geometrische  Bedeotong. 
Schlägt  man  nämlich  in  Taf.  V.  Fig.  6.  am  O  einen  Kreis  mit  dem 
Halbmesser  OA  =  m,  legt  durch  7  und  den  Nachharpunkt  5  eines- 
theils  die  Ordinaten  TQ  und  SR,  anderntheils  die  zur  ar- Achse 
parallelen  Geraden  TF  und  SG,  welche  den  Kreis  in  H  und  K 
schneiden,  so  ist  QR  =  i,  QT—z,  mithin  annähernd  ^=QTSR; 

femer    ist    GF=i,    FH  =  ^  m^—i^,    mithin    näherungsweise 

fVm«— 2*=Fää:G.    Es  gilt  also  die  Gleichung 

QTSR:=FHKG (19) 

mit  um  80  grosserer  Genauigkeit,  je  kleiner  QI2  =  $  genommen 
wird.  Denkt  man  sich  die  ganze  Fläche  OATQ  in  solche  schmale 
Streifen  zerlegt  wie  QTSR  und 'eonstruirt  zu  jedem  solchen  Strei- 
fen den  entsprechenden  Streifen  der  Kreisfläche,  so  ergiebt  sich 
durch  Addition: 

Fläche  OATQ  =  Fläche  AHF, 

und  mithin  ist  die  asymptotische  Fläche  zwischen  der  Tractorie, 
der  Linie  OA  und  der  positiven  x- Achse  so  gross  als  der  Vier* 
telkreis  OAL. 

7.  Wir  verlassen  jetzt  die  Voraussetzung  der  vorigen  Num- 
mern, dass  die  Last  gleichniässig  üher  die  ganze  Linie  verbrei- 
tet sei,  und  setzen  dafür  voraus,  dass  die  Belastung  Aber  die 
Horizontalprojcction  der  Linie  gleicbmässig  verbreitet  sei;  wir 
setzen  also  in  der  zweiten  Gleichung  (1)  p  =  ka!p  so  dass  die 
Gleichungen  (1)  in  die  folgenden  übergehen: 

4/  cos  T  =:  7o ,     9  sin  r  =  ka, 
aus  denen 

tanTr  =  - (20) 

folgt,  wenn  man  ^=ift  setzt.  Lässt  man  o:  um  die  verschwin- 
dend kleine  Grösse  £  wachsen,  so  wachse  die  zugehörige  Ordi- 
nate y  um  das  Stflck  t;;   dann  ist: 


Vi  sc 

tanr=:-L,    mithin    «  =  —  {.• 
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ir  Ibdlm  jetzt  die  Abactw»  x  In  »  gMcb  grosse  Theile  £, 

^eii  ndt  if,.  »j,.  17,,.-.,  ))■  die  >u  ^1=4,  Tt=2|,  a-,=:3J, 

=v|  =  :r  gefaüMgen  Werihe  von  ij.     Danu  tieateben  der 

I  ddchiiog  <}  =  j^l  'ufotg«  die  GleichuDgeii 


n  ferner  rarans,  das«  (ät  x  =  Q  auch  y^ü  ist,  «o  iat: 


man  »^  =  ^  setzt: 
t  Formel  fllr  »  =  oc  in 


"-'Im 

Man  si«bl  tiieraus,  dass  die  Linie  für  diesen  Fall  eine 
Nrahel  mit  verlikaler  Acbse  ist.  Daraus  folgt,  Aixsa,  wcdd  die 
Fthtluhn  einer  Keltenbrücke  im  Vergleicb  zur  Last  der  Ketle 
Mhi  gtose  ist.  diese  letstere  anoäberungsweiae  ab  eine  parabo- 
I'Mhe  belrachlet  werden  darf. 

S.  Zorn  ScbloHse  belracbten  «'ir  den  für  die  Praxis  vricbtig- 
sten  Fil],  dass  die  Fabrbahn  gleichmässig  scbwer  oder  die  an- 
gehln^le  Lant  der  Horizon  tal -Projection  der  Kette 
foporlional,  und  dass  ferner  der  Querscbiiill  der  Span- 
»niig  {troporlional  ist.  Man  nennt  bebannllich  die  so  ent- 
•'«liende  Linie  die  Kettenbrückenltnie  von  gleicher  Span- 
Bin^,  treil  die  aaf  die  EmhetI  des  Querschnittes  tvifkeiide  Spannung 
^  Ma»  fiberall  gleich  ist. 

^^^^Kr  denken  uns  die  ganze  Linie  in  Ideine  Elemente  0  zerlegt. 
^^^^Moficontale  und  vertikale  Projectioneii  wir  nie  früher  mit  | 
HH^i^bezeiciinen.  Nennen  wir  P  das  an  der  horizontalen  Länge 
BSweNligte  Gewicht  der  Fahrbahn,  so  ist  P|  das  am  Elemente 
*  festigte  Gewicht.  Ist  ferner  k  der  Querschnitt,  ivelcher  der 
^'jpuwiig  1  entspricht,  und  t/n  die  Spannung  in  dem  von  uns  he- 
HHfclen  Elemente,    so  ist   dessen  Querschnitt   kifa,    und    wenn 
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w     .- 


noch  0  da4  Gewicht  der  Volumeneinheit  der  Kette  bedentet,  so 
ifit>  de«  Gedieht  des  Elementes  Bkqm^.  Sonacb  wirkt  aaf  das 
Element  io  vertiluiler  Richtung  die  Last 

In  Uebereinstiramung  mit  der  in  den  Gleichungen  (a)  am  Ein- 
gange der  Nummer  1.  angewandten  Bezeichnung  nennen  wir  den 
Winkel  zwischen  unserem  Elemente  a  und  der  Horizontalen  a« 
und  haben  dann: 

tf  =  |secai,, 

weshalb  der  Ausdruck  für  die  auf  das  Element  wirkende  l^ast 
auch  in  der  Form 

(P  +  %kqn  sec  «n)  \ 

geschrieben  werden  kann.  Diese  Last  wollen  wir  uns  im  Anfangs- 
punkte des  Elementes  wirksam  denken  und  ihn  in  die  letzte  der 
Gleichungen  (a)  statt  pn  einsetzen;  dieselbe  geht  dadurch  Ober  in: 

ffn  sin  oTn  —  ^«-1  sin  a«-i  =  (P  +  Bhqn  aec  a«)  |. 
Aus  der  ersten  der  Gleichungen  (1)  folgt  aber: 

qn  =  Vo  sec  «n,      9n-l  =  ^o  ^^^  «»-1 5 

man  erhält  daher  die  Gleichung: 

9o  (tan  a„  —  tan  «n-i)  =  (P  +  ö^y©  +  ÖA^^o  tan  *«»)  l , 
statt  deren  wir  schreiben: 


wo  abkürzungsvveise 
gesetzt  ist. 


^fAcQanttn-tangn-i) 

«-         l+fi«tan«a        ' ^^"^ 


Es  sei  nun  in  Taf.  V.  Fig.  7.  um  O  ein  Kreis  mit  dem  Halb- 
messer OA  =  fA  geschlagen  und  in  A  eine  Tangente  an  denselben 
gelegt.  Auf  dieser  denke  man  sich  von  A  aus  die  Grossen 
fiEtana  abgetragen,  welche  den  einzelnen  Bogenelementen  unse- 
rer Curve  entsprechen,  vom  tiefsten  Punkte  der  Curve  angefan» 
gen,  für  welchen  ao  =  0  ist.    Es  sei  insbesondere: 

(23) 
AD-=nst&nan-i,  AE  =  (utttnan,  also  DE  =  (u (tan o« — tan Un—i). 


btD  wir  jeUt  EF  senkrecht  zu  OE,   so  ist,   insorem  man  di« 
Lltine  Linie  BC  als  eine  su  OC  senkrechte  Gerade  betrachten 


er,  wenn  man  statt  -rri,  seinen  Wertli  coaEOA  and  statt  EF 
den  Werth  OE.coaDEF=z  DE.casEOA  einsetzt. 


Schreiben   wir  jetzt   noch  statt    DE   den   in   i 
Werth,  SD  erhalten  wir: 


angegebenen 


BC= 


fit  (tan  an  —  tan  «n-i) 
l+t"tan 


Da  nun  AC  die  Summe  aller  £  ist,  so  ist  AC^x,  und  statt  der 
zn-eiten  Gleichung  (24)  künnen  wir  nun  schreiben,  wenn  wir  noch 
r  statt  Ol  setzen, 

lan-=itanT. (28) 

In  dieser  Gleichunf;  setzen  wir  wie  früher: 


und  erhalten  nun: 


=  tan- 


Ziebt  man  nun  in  Taf.  V.  Fig.?.,  w< 
ist ,    GD  senkrecht  auf  OD,  so  ist : 


AB  =  x,   BC=l 
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Statt  der  Gleichaog  (26)  schreiben  wir  daher  die  folgende: 

eec aec- 

«i?  =  f» *^-^ ' (27) 

aec— 
f* 

Wir  wollen  jetzt 

X  X  4-£  X 

sec  — =#,    sec aec— =  (F (28) 

setzen,  wo  a  einen  verschwindend  kleinen  Zuwachs  Ton  s  be- 
zeichnet^ der  dem  Zuwachse  £  von  x  entspricht.  Die  Gleichnng 
(27)  geht  durch  diese  Substitution  in 

«     a 

über.  Denken  wir  uns  nun  97  als  Abacisse  und  $  ala  Ordinate 
eines  Punktes  P  einer  Curve,   so  ist: 

c      . 

-  =r  tan  r, 

V 

wo  T  den  Winkel  bedeutet»  den  die  geometrisehe  Tangente  an 
den  Punkt  P  mit  der  Abscissenachse  bildet,  und  die  auf  der 
Abscissenachse  gerechnete  Subtangente  ist: 

#COtT  =  «;£  =  -, 

also  constant.  Wir  haben  aber  in  Nummer  5.  gefunden,  dass  eine 
Curve  mit  constanter  Subtangente  eine  logarithroische  Linie  ist, 
und  nach  den  dortigen  Untersuchungen  mässte 

£ 

die  Gleichung  derselben  sein.  Setzen  wir  in  diese  Gleichung  statt 
$  seinen  Werth  sec  —  ,  so  geht  sie  über  in: 

X         M    -y 

sec  -  =  -  ef*  , 

oder,  wenn  man  die  in  Bezug  auf  die  Basis  e  genommenen  Lo- 
ii;arithmen  mit  /  bezeichnet: 


fi  .£  X 

«:=—/— sec— . 


r  z  =  U  vrird  bei  der  jetzigen  AnDshioe  der  CoordinatanachMii 

y  =  ~  '  ~(  oai  diMM  Ut  der  kinaate  Wertb  vor  jf.    Legt  mao  den 

Anfangspankt  der  Coordinateo  nach  dem  tieraten  Pankte,  ao  mao« 
y am  die  angegebene  Gmaae  vermiodert  werden,  und  man  hat  dann: 


y=^/Bec-> 
d.  i-,   nenn  man  alatt  p  nnd  t  ihre  Werthe  aas  (22)  einsefatl: 
,  =  gj/8ec(;^.  V"flAyo(P+  6igJ) (29) 

welches  die  abliebe  Form  der  Ketten brfickenli nie  iel. 

Die  Grüaaen  6  nnd  P  aind  in  der  Praxia  unmittelbar  gegeben, 
«leagleichen  die  Grüsae  M,  welche  von  der  Festigkeit  des  Mate- 
rials bestimmt  wird,  da  A  gleich  dem  Querschnitt  ßir  die  Span- 
nung 1  ist.  Ist  nun  2a  die  Entfernung  der  beiden  Endpunkte  der 
Kette,  b  ihre  Uühe,  so  findet  man  9„  ans  der  Gleichung 

b=  ^'8m(^  Vwmp  +  öä^)). 

vFodorcb  alle  in  (29)  vorkommenden  Constanten  gegeben  sind.  Uni 
nnn  den  QncrKhnitt  Q  tut  jede  Abscisse  x  zu  finden,  hat  man 
die  Gleichungen 

Q^kt),    9  =  foaeGT,    tanr  =  '-tan-t 

«ro  q  die  Spasnang  bedeutet.    Hieraus  folgt: 
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Die   harmonischen  Reihen. 

Von 

Herrn  Dr.*  Josef  Rnar, 

Professor  der  Mathematik  so  Gras. 

(Fortsetzung  und  Schlnss  von  Thl.  XLI.  Bit.  3.  Nr.  XXVIII.} 


$.  83. 

In  dem  bisherigen  Theile  dieses  Anfsatzes  sind  die 
Schäften  der  harmonischen  Reihen  erster  Ordnung  und  der  ihnen 
zugehörigen  Konstanten,  so  wie  die  hierauf  sich  grfindenden  Sam* 
mirungen  anderer  unendlicher  Reihen^  mit  solcher  Ausführlichkeit: 
und  so  vollständig  vorgetragen  worden,  als  es  thunlich  erschien,  ank 
nicht  in  allzu  grosse  Weitifiußgkeit  zu  verfallen,  und  insbesonder» 
möglich  war,  ohne  dabei  die  Kenntniss  der  harmonischen  Reihen 
höherer  Ordnungen  theilweise  schon  vorauszusetzen.  In  dieser 
letzten  Beziehung  wird  die  noch  erforderliche  Ergänzung  am  gehöri- 
gen Orte  nachgetragen  werden.  Nunmehr  muss  zur  genaueren  Be- 
trachtung der  harmonischen  Reihen  höherer  Ordnungen  flbergegan- 
gen  werden,  um  ihre  besonderen  Eigenschaften  und  die 
hievon  abhängenden  Reihensummirungen  kennen  zu  ler- 
nen, da  in  den  §§.  4.-9.  nur  die,  allen  Ordnungen  der  harmonischen 
Reihen  gemeinschaftlich  zukommenden,  einfachsten  Gesetze  nachge« 
wiesen  worden  sind,  welche  naturlich  allen  weiteren  Untersuchun- 
gen hierüber  zur  Grundlage  dienen  müssen. 

Hiebei  wird  man  bestätiget  finden,  was  bereits  fruherhin  an- 
gedeutet wurde,  dass  zwischen  den  Eigenschaften  der  harmoni- 
schen Reihen  der  ersten  und  jenen  der  höheren  Ordnungen, 
wenn  gleich  nur  selten  eine  vollkommene  Uebereinstimmung,  doch 
durchgängig  eine  unverkennbare  Analogie  vorhanden  sei, 
welche  sich  gleichsam  von  selbst  als    Leitfaden   darbietet,    am 
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UrtifetA  die  letiteren  in  der  nEmlichen  Ordnung  absnbandeln,  fvie 
lies«  bei  den  ersteren   bereit«  geschehen  ist.    Hingegen    In  Be- 
■ng  nur  die  Art  der  Befaandlunff   dea   Gegenslandes   nird   von 
nBD    &D    ein   ■nfrallender   Unterschied   eintreten.     Ga   soll  nanilicb 
bünfti'hin  der  Gebraach   der   Diffcrcnsiatrechnung  niclit  mehr  mit 
gleicher   Beflissenheit    vermieden    werden,    wie   diei^s   bisher   der 
Fall  tvar;    vielmehr    wird   dieselbe    fast    in    ullen    Füllen   .ils    das 
Uir.htestc   und  kOrzeste  Hilfsmittel   angewendet  werden,  um  die 
in  der  Folge  noch  aufzustellenden   Gesetze  aas  den  Im  Vorherge- 
henden bereits  gefundenen  abzuleiten,  was  um  so  unbedenltlicher 
fieuhthen  Ifann,    da    es    bei   den   hnrraoniscben   Keihen  hiihcrer 
(trilnniigen ,   wie  man  sogleich  sehen  wird,   kaum  ausführbar  sein 
ilürfte,  die   genannte  Rechnung    ganz    zu   entbehren,   wenigstens 
Ki^rlich  nicht,  ohne  dadurch   in   ungemein  grosse   Weillnuli);keit 
lu  geralhen. 

Die  barmonisciien  Reihen  hiiherer  Ordnungen  sie- 
ben snwohl  unter  einander,  aU  auch  mit  jenen  der 
ersten  Ordnung  in  sehr  einfachen,  nur  durch  die  Dif- 
'euniialrecbnung  darstellbaren,  Verbindungen-  Denn 
■nrch  das  Differenziren  der  Gleichung 


1 


I 


irenn  dabei   nicht  n,   sondern   a   als  veränderlich  betrachtet  »ird. 
«hall  man: 


"^'^"0'-+»      (fl  +  (Ö'+"'       (a4.'Jrf)'+> 


irarBDS  nngekehrt,  wenn  darin  zugleich  r-- 1  anstatt  r  gesetzt  wird. 
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folgt.     Nimmt  man  ferner  in    dieser   letzten  Gleichung  «natatt  r 
nacii  nnd  nach 

r  — 1,    r— 2,    r— 3,....,    r— r^  +  l 

an»  ond  snbatitoirt  die  hiedurch  sich  ergebenden  Resultate  stets 
in  den  nächst  vorhergehenden ,  so  wird  man  im  allgemeinen 

,,,        J (-1)"' («W^-"' 

,.l^r~(r-I)('— 2)--('-'i)*     8a" 

und  insbesondere,  wenn  ri  ^r— 1  gesetzt  wird, 

n  (_l)r-l    3-»« 


(.2)'"  <'-*>' ^«'-* 


finden. 


Diese  Gleichungen«  in  welchen,  wie  man  sieht»  nicht  nur  r 
vermOge  der  bereits  in  §.  2.  aufgestellten  Voraussetzung,  sondern 
auch  Ti  als  Wiederholungszeiger  der  Differenzirungen  nothwendig 
eine  additive  ganze  Zahl  bedeuten  muss,  gelten  fQr  jeden  belie- 
bigen noch  80  grossen  Werth  von  it,  nur  muss  derselbe  ebenfalls 
eine  additive  ganze  Zahl  sein.  Stellt  man  sich  nun  n  unendlich 
wachsend  vor  und  geht  bei  dieser  Voraussetzung  auf  die  Grän- 
zen  über,  so  ergeben  sich  folgende  für  die  unendlichen  har- 
monischen Reihen  höherer  Ordnungen  geltende  Gleichungen : 


V.       5    =- 


1        («|rf)"-' 


r-r      da      ' 

(a\äf 

(,iir"(r-l)(r-2)....(r-r,)-      80^.      ' 

Mit  Hilfe  der  hier  gefundenen  Gleichungen  könnte  unmittel- 
bar jede  harmonische,  endliche  oder  unendliche,  Reihe  höherer 
Ordnung  aus  einer  der  nächst  niedrigeren,  oder  einer  be- 
liebig niedrigeren  bis  herab  zur  ersten  Ordnung  durch  Dif- 
ferenziren abgeleitet  werden,  wenn  man  im  Stande  wäre,  eine  der 
letztbezeichneten  Reihen  durch  einen  allgemeinen  analytischen 
Ausdruck  als  Funktion  von  a  darzustellen.    Leider  ist  diess  ent- 


•1 
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Dicbt  müglicb,  oder  doch  bis  jetzt  oocb  Nten)and«m  fifi' 

Die  nämlichen    Gleicfaungen   lieasen   s!ch  durch   Dmkehrnng 

[  im  Äanüaung  auch  gebrauchen,  um  jede  harnionische  Reihe  aus 

■en  von    höherer  Ordnung   miltelst  Intefjration  her- 

wleilen.     Da  aber  htevon    ivobl  roch  weniger  eine   nutzbare  An- 

midong  an  mache»  sein  dfirrte,  wflrde   ea  auch  ganz  aberflaasig 

uio,  die  dieafsllicen  Formeln  aDadrflckUch  herEUsetzen. 

Noch  darf  nicht  ausser  Acht  gelassen  werden,  daaa  iDsbe- 
'iondKe  der  Gleichung  VII.  nur  eine  formale  Bedeutung  in  dem 
IwtitB  in  §.  9.    erklärten  Sinne  zukomme,    weil    5   eine  direr- 

gtnle  Reihe  darslelU, 

bHitil. 


nd    als   solche  eigentlich   keine  Samme 


5.  85. 

Di«  harmonischen  Reihen  höherer  Ordnungen  ste- 
h>i  sncb  mit  den  harmonischen  Konstanten  und  in 
Felge  dessen  mit  den  Funktionen  JIi  und  A  in  einem 
ktionderen,  durch  die  Differenzialrechnung  erkenn- 
bkTcn  Zusammenhange.  Differenzirt  man  nSmÜch  die  Glei- 
^m^X  des  §.  iä.  in  Bezug  auf  die  Veränderliche  a,  so  erhält 
■UDTHmSge  I.  iu  g.84. : 


Oa  da  (a|<i)>  (oid)» 

worui  dnrcb  wiederholte  Differenzirung 

IM  durch  Umkehrung  der  Auflösung,  wenn  zugleich  r — 1   an- 
•t»"  r  gesetzt  wird, 

(_l)r-l   S'-'^ 

"» ergibt 

Snbstilnirt  man  in  dieser  letzten  Gleichung  anstatt   C  noch 
'■Werthe  aus  I.  und  III.  dea  $.27.,  so  6ndet  man  ferner; 


■  "^Ll 
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und  auch 

darcb  n^elcbe  letzteren  Gleichangen  unmittelbar  der  Werth   von 
5     aas  den  Funktionen  J^— p   oder   Tt,  und  auch  umgekehrt, 

hergeleitet  werden  konnte. 

Man  wird  sich  leicht  überzeugen,  dass  die  vorstehenden 
Gleichungen  auch  auf  III.  des  §.  '25.  durch  Differenziren  (lir  a  zum 
Vorschein  kommen. 


§.  86. 

Vermittelst  der  Gleichungen  des  §.  85.  vermag  man  zwar 
eben  sowenig,  als  durch  jene  des  §.  84.,  die  Summe     S    (iir  he- 

stimmte  Werthe  von  a  und  d  mit  Hilfe  der  gewöhnlichen ,  be- 
reits seit  längerer  Zeit  in  die .  Analysis  eingefiSbrten  FunktiofDS^ 
formen  durch  einen  geschlossenen  Ausdruck  darzustellen;  jen^ 
gewähren  aber  dadurch  einen  sehr  erheblichen  Nutzen,  weif  man 
vermöge  derselben  sich  in  den  Stand  gesetzt  findet,  aus  einer 
jeden  zwischen  den  harmonischen  Konstanten  beste- 
henden Gleichung  durch  ein-  oder  mehritialiges  Diffe- 
renziren derselben  eine  andere  zwischen  harmoni- 
schen Reihen  höherer  Ordnungen  abzuleiten  und  auf 
solche  Art  die  Eigenschaften  der  ersteren  auf  die  letz* 
teren  zu  übertragen.  Durch  dieses  Verfahren  wird  das  Auf- 
finden der  Eigenschaften  der  harmonischen  Reihen  höherer  Ord- 
nungen ganz  ungemein  erleichtert  und  die  gesammte  Lehre  von 
denselben  fast  nur  in  eine  Reihe  von  Schlussfolgernngen  verwan- 
delt, die  mit  Hilfe  der  Differenzialrechnung  aus  den  bereits  be- 
kannten Eigenschaften  der  harmonischen  Konstanten  sich  zie- 
hen lassen. 

Begreiflicher  Weise  können  die  auf  dem  eben  bezeichnete» 
Wege  sich  ergebenden  Eigenschaften  der  harmonischen  Reihen 
höherer  Ordnungen  nicht  sämmtlich  von  gleicher  Wichtigkeit  sein. 
So  z.  B.  erhält  man  aus  den  Gleichungen  der  §§.  18 — 22.  ddrck 
das  Differensiren  derselben  fiir  a  nur  wieder  die  bereits  in  (.9. 
aufgestellten  Formeln,  welche  nicht  wiederholt  zu  werden  brauchen, 
und  auch  aus  den  Formeln  des  §.  23.  findet  man  nur  Summiran« 
gen,  welche  genauer  betrachtet  als  identische  Gleichungen  erkannt 
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«crdcD.  die  Innm  einer  nfbercD  Erörterung    werlb  »ein  *ll!irfleD, 
MvSfJlftIb  »ie  hier  biII  Stilfech neigen  Cbergaijgeii  n  erden  sollen. 

'Diit  GMchno^  I.  de«  §.126.,  die  bei  Bereclioung  der  batmoni- 
•cten  Kantlanlen  SA  hiufig  angewendet  wurde,  gibl,  ivenn  sie  nach 
}.%.  behandelt  tvird,  auth  für  die  barmnniechcti  Reihen  hSherer 
Urdiiniif;eri  ein  ftcsullal  toii  bedeutender  Wichtigkeit.  Wird  die 
bcavrkte  GUitbnng  (r — l)niBl  litr  die  Veriinderjicbe  n  differen- 
»Tt.  >»  erbSlI  man 


3'~'  cutang  —r 


1.  in  §.85.: 


=  {-Ir-'.(r-I)!.   S 


■  8-^-.^,- 


•[d{d-a)r- 


ihhef  diese  Werihe  substiluirt  und  zugleich   das  tianxe 
^  (^ l)''* . (r  —  I )!  dividirt,  se  findet  man  die  Tilr  alle  harmo* 
)  büherer  aU  di^r  ersten  Ordnung  giltige  Gleichung; 


Blebel  Ist  sogleich  In  die  Augen  TtiUend.  d&sadieüe  Gleichung 
tldincbtlich  der  Vorieichen  ihrer  Glieder  eine  etwas  vcrschlB- 
öeMGtkOII  Bunimnil,  je  nncbdein  darin  r  eine  gerade  oder  eine 
■  «Xerade  Stahl  bedeutet,  welcher  Umstand,  nie  man  aehen 
wird,  ünen  nicht  unerheblichen  EinDuss  auf  die  künriighin  daraus 
•h*aleilc»den  Folgerungen  ancübt.  Desshalb  wird  es  nio  ange> 
Batvensten  üeln,  die  beiden  bexeichnelen  Fülle  schon  gegenwSr- 
Df  von  einander  su  unterscheiden,  und  IVlr  jeden  derselben  eine 
ifcCli änderte  Formel  aufaustellen,  um  sich  splilerhin  stets  be- 
■BmiI  darauf  berufen  n  kISnnen.  Man  erhält  demnaL-b,  je  nach- 
dcM  auB  in  L  «otivedef  2r  oder  Sr^'l  anstatt  r  setzt,  diu  beiden 
CMcbtmgen: 
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8*^-'  colang-T- 


o.    •  «p  a(ir  — 1)!  ca*^* 


und 


an 


_       8*''cotaug-^ 


§.  88. 

Um    die    eben    gefundenen    Formeln    bequem    anuendeii    zu 
kGnnen,  ist  es  nothwendig,  die  Differenzialquotientcn  von  cotang-^ 

auf  möglichst  einfache  Weise  darzustellen.  Diess  hat  nicht  die  ge- 
ringste Schwierigkeit,  so  lange  r  nur  klein  ist,  wird  aber  desto 
mühsamer,  je  grosser  r  ist.  Zur  Erleichterung  dieser  Arbeit 
lassen  sich  verschiedene  rekurrente  Ableitungsregeln  aufsteJIen, 
durch  deren  Hilfe  man  allmalig  zu  immer  höheren  Werthen  von 
r  aberzugehen  im  Stande  ist.  Die  einfachste  dieser  Regeln,  oder 
wenigstens  diejenige,  bei  welcher  das  einfachste  Ableitungsgesetz 
Statt  findet,  dürfte  folgende  sein: 

Setzt  man  zur  Verkürzung  der  Ausdrücke 

an 
cotang-^=p, 

so  lassen  sich  die  vier  ersten  Differenzialquotientcn  in  die  For^ 
roen  bringen : 

c  cotang  --T 

— ^r-=-W^^^' 

a«  cotang^      „« 

— äö« — =d«(;''+0-2p. 

8'cotaDg-T-  , 

— gni-^  =-3-.(p'+ »)  (6p*  +  2). 

8*  cotang -T         - 

gH5 =5i(pH  l)(24p«+  16p). 
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Hier  erkennt  man  auf  der  Stelle  das  Vorhandensein  bestimm- 
fer  Ivesetze  rucksichtlich  der  Form  der  Differenzialqaotienten, 
insbesondere,  dass  jeder  derselben  den  Faktor  p*-f  I  enthalte. 
Setct  man  nun  denigeniäss,  es  sei  fiir  irgend  einen  Werth  von  r 

S*"  cotang  —T 

UereitK  bekannt,  so   findet  man   daraus   durch  nochmaliges  Diffe- 
Tcnziren: 

3''+^cotang--^ 
II Z. 

''  L+(r-3)(^2  |-/^sV'^-H(r-5)(^3+^4)p^-H...  J 

Die8e  Formel  zeigt  zur  allmaligen  Entuicklung  der  nach  ein- 
Auder  folgenden  Differenzialquofienten  eine  so  leichte  Ableitungs- 
rcgel, daiBs  es  ganz  Ciberflflsiiig  ^cin  iviirde,  letztere  auch  noch 
mit  Worten  auüsgedruekt  hieher  zu  setzen. 

Allerdings    würde    es    wiinschenswerth    sein,    wenn  man   im 
Stamle  uärc,  durrh  einen  nicht  allzu  vernickelten  indepen  deu- 
ten Ausilrock  jeden  einzelnen  Differenzialquoticnten  für  sich  allein 
darzotiteifen,  ohne  dabei  die  Kenntniss  der  vorhergehenden  schon 
voranssefzen   zu  müssen.     Leider  ist  ein  solcher  Ausdruck  bisher 
nicht  gefunden  worden.     Wohl   aber  ist  es  möglich,    für  die  vor- 
*>'"  mit  i4,,  A^j  A2,  A^,  A^   bezeichneten  Koeffizienten  indepen- 
dente  Formeln  aufzustellen,  die  freilich  nicht  einfach  genug  sind, 
um  einen  bedeutenden   Nutzen    zu  gewähren,  jedoch  schon  des- 
[         halb  hier  mitgethcilt  zu  werden  verdienen,  damit  Anderen,  welche 
f         sich  vielleicht  mit  diesem   Gegenstande  beschäftigen  wollen,  die 
nicht  ganz  geringe  iMiihc  der  eigenen   Aufsuchung  erspart  werde. 
Es  ist  Dämlich : 

A  ,       j        rKr-^'l)        .   _r!(r-4)(5r-13) 

2I1  =  ri,    ^a  —        Q—  /13  —  QQ  f 

_  rl  (r — 6)  (35r^ — 273r  +  502) 
"**""  5670 

A   _  rt(r- 8)  (I75r»-2730r»+  13589r--21306) 
"*•■"  340200 


.;  .-■*  "sj 
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Diese  Formeln,  deren  Giitigkeit  f&r  jeden  Werth  von  r  m 
Hilfe  des  rekurrenten  Gesetzes  auf  die  gevrobniicbe  Art  sich  leid 
ernreisen  iSsst«  reichen  hin,  um  durch  dieselben  jeden  einzeln« 

Differenzialquotienten  von  cotang  -r-  bis  einschliesslich  r  =  10  i 

dependent  auszudrScken,  so  dass  man  erst  vonr=lI  angefangi 
genuthiget  ist,  zur  obigen  rekurrenten  Ableitung  seine  Zufluc 
zu  nehmen. 


§.  89. 

Noch  rouss  wegen  eines  späterhin   davon  zu  machenden  G 
brauches    ein   anderer  Weg   kurz    gezeigt   werden,    auf  welche 

ebenfalls  die  Differenzialquotienten  von  cotang  —^  wenigstens  fi 

einige  besondere  Werthe  von  a  und  d  sich  bestimmen  lassei 

Vermöge  der  Taylor 'sehen  Reihe  ist 

07C  ^     .       ait 


cotang  ^-^  +4:J  =  co»ang^  +  — — ^ 

I.O-r 


3cotang-i-  8*cotang-T 


Ot)- 


o' cotang -y- 


oder 


«^  #s«  an 


cotang  (  rf-  +  *;  =  cotang  -j+j-^  • -^-  —  .r  f.^        ^^—: 


an 


d^    3»^cotang^ 


+   1l-»3*  5)^3  *     +•— » 


Ist  man  im  Stande,  die  Funktion  cotang f -j  +  ar  J    entwed 

allgemein,  oder  doch  ftir  irgend  welche  besondere  Werthe  von 
und  d  in  eine  nach  steigenden  Potenten  von  jc  mit  ganzen  E 
ponenten  geordnete  Reihe  zu  entwickeln,  ohne  dabei  die  Kenr 
niss  der  bezeichneten  Differenzialquotienten  bereits  voraussetzt 
zu  mOssen,  und  nimmt  man  an,  dass  die  Koeffizienten  dieser  Reil 
Cf  Ci  t  Cg,  Cg, .  •  • .  seien,  so  hat  man 


N  (Um  sdb  jedem  bekannten  KnefBsieoten  Cr  auch  der  Werth 
ilu  mttprech enden  Differenzialquotienten  leicht  hervorgeht 

Oboe  hierüber  in  eine  umstHndliche  allgemeine EiSrterung  sich 
tinulusen,  genügt  es  zum  gegenviSrtigen  Zwecke,  nor  swei 
kfingdere  FSlIe  zu  betrachten,  in  ivelchen  die  erkiSrte  Me- 
IlMdc  ohne  Anstand  sieb  anwenden  läset,  und  auf  welche  spfiter 
hA  Rezng  genommen  werden  soll. 

Sd  zuerst  a^l  und  d=2.  Unter  diesen  Voratusetzungen 
ht  Dan: 

cofang^-j^+a:J=cotangr2  +  a:J=-tBngat, 

DKil  daher  vermiige  der  bekannten,  durch  die  BeTnoulli'scheii 
Zablen  ausgedruckten  Reihe  für  tnngx; 

4! ■' 


8*(2*-l)g, 


«...(? 

+  .)  = 

__2 

^i?^.. 

- 

2»C2> 

6!        ■  ■' 

u» 

■Utniaii, 

doss 

C=l 

1,  c=- 

'i 

1 

.    C.  =  0, 

C«r=0    und    Car-i=— 


(2r)l 


'>  voraus  vermüge  I.,  wenn  darin  fdr  d  sogleich  der  angenom- 
M  konstante  Werth  2  gesetzt  wird, 
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ait 
S^^cotang^Q- 


an 


folgt.  Man  sieht  wohl,  dass  diese  Gleichungen  keineswegs  ffir 
jeden  Werth  von  o,  sondern  nur  für  a  =  l  gelten,  was  darin 
nach  den  erfolgten  Differenzirungen  substituirt  werden  muss. 

Wird  zweitens  a=]  und  c{=4  gesetzt,  so  findet  man 
cotangf-Y  +  a:j  =  cotang  f -r  +  arj=sec2j:— tangSjr. 

Hierin  können  nun  anstatt  sec!2j:  und  .tang2;i:  die  entwickelten 
Reihen  eingeführt  werden,  deren  eine  eben  vorhin  angewendet, 
die  andere  aber,  nämlich  fiir  die  Sekante,  hier  bisher  noch  nicht 
gebraucht  wurde.  Bei  dieser  letzteren  ist  es  nothwendig,  eine 
bestimmte,  nicht  leicht  einer  Verwechslung  unterliegende  Bezeich- 
nung für  die  sogenannten  Sekantenkoeffizienten  zu  besitzen, 
an  welcher  sie  fiberall,  wo  sie  späterhin  wieder  vorkommen  soll- 
ten, unzweideutig  erkannt  weiden  künnen^  ohne  einer  neuen  Er- 
klärung zu  bedürfen.  In  Berücksichtigung  des  Cmstandes,  dass 
diese  KoefGzienten  zu  Ehren  ihres  ersten  Entdeckers  ganz  füglich 
mit  dem  Namen  „Eulcr'sche  Zahlen**  belegt  werden  könnten, 
sollen  hier  zur  Bezeichnung  derselben  die  Buchstaben  E,  Ei,  E^t 
E^,  £^4»....  gewählt  werden«  so  dass  künftit^bin  stets 

E=l,/!;i  =  l,   /::2  =  5,   ^3=61,  ^4  =  1385,  Et^=z5Q^2l 

sein  wird,  die  Berechnung   der  späteren  Worthe   aber  durch   die 
bekannte  rekurrente  Regel 

ohne  Schwierigkeit  weiter  geführt  werden  kann. 
Dicss  vorausgesetzt,   hat  man  demnach: 

cotang^y+o-^  =  £  +  £:,.  — ^y-  +  E^.  -  ^^-  +  £3 .  — ^p+E^.— ^+... 

23C2g-l)g,  2M24~l)g^     3     2ii(2«--l)^3 

2!  '^  4!  '^  "  6!  '^ 

_  2^»  (28— 1)^4       y  _ 


iMe  Ver^felchung  der  Knelllitieiiteit  dieser  Reibe  mit  Atn  (tähn 
I   t".  C\,  C,,  t\,  (4....     hcieiclircten  zpigt,   doss 


2^' 

KCt,  vioreas  dann  vetniüge  I.,   wenn 
9  Icoiielaiite  Werth  4  gesetzt 


zaf;leich  iinstad  d  der  ange- 


ft^,  wieder  unter  der  VnrnnssQlxung.  dass-nach  den  roilzogenrn 
CifttcDzirDngen  Tür  a  der  Wertii   I  an  genommen  nird. 

Ifftch  dieser  kurzen  Uelraelilnng  einiger  lieslininiler  Differeii- 
ittale,  deren  Piulzen  sich  erst  e|iüter  lierausj« teilen  tvird,  eoll  nun 
*>eiltr  zu  dem  eigentlich  hier  xn  behandelnden  Gegenitlaiide  zu- 
föctgvltehrl  werdeil. 


§.90. 

ßereils  in  $.  tl.  ist  darairf  hiiigeiviesen  norden,  daxa  die  har- 
'«"tiiprhen  Reihen  höherer  Ordnun)ccn  »Icts  konver|;ent  sind, 
"iil  alleiniger  Ausnahme  des  Falles,  wenn  unter  den  Gliedern  der 
"*'JiB  eine»  mit  dem  Nenner  0  hehartet  vorboniint,  von  welchem 
IWiltten  Falle  hier  nicht  Meiler  |>ehande]t  zu  werden  braucht. 
»».halb  kann  die  Summe  einer  jeden  i^oitnhl  endlichen,  als  auch 
''»«niilichen    harmonischen    Iteüie    einer    höheren    ab    der  ersten 


om. 


■   gehörigen 


I  verlai 
ivegen 


der 


^  .'•lets    durrh    die    geiiöhnlichf   Additinn 
AwaU  ihrer    ersten   «licder    entweder    votllto 
""(' doch  näherungs weise  so  genau,   ols   mi 
""C  |>ertinden   werden.     Allein   dieses   Verfahren 
'Wj^nien    Abnahme    der  Glieder    bei   solchen    Reihen 
^^^^  und    kurz    ousfiihrhnr,   nenn    die    Anzahl   der   Glieder   eine 
'"dlich«  und   zugleich    nicht   besonders   gross   ist;     sobald 
■iiKcgeii  diese   Anzahl   bedeutend   gross    oder   gar   unend- 
'"fc  wird,  gilt  liier   ganz   das   nämliche,    1 
|f  ur  Hslen  Ordnung  gehörigen  harmoni 


in   §.  ]0,    bezüglich 
n  Reihen  angefahrt 
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trorde.    Es  mOsflen  daher  hier  eben  solche  Unformangeo  ro 
nommen  werden  wie  dort,  durch  welche  man  in  den  Stand  gei 
werden  soll,  den  Werth  der  endlichen  oder  unendlichen  Reih 
allen  Ffillcn  mittelst  einer  mftaeigen  Aniahl  ihrer  Glieder 
ohne  allzu  grosse  WeitläuGgkeit  darzustellen. 

Zu  einer  solchen  Umformung  gelangt  man  ganz  leicht  auf  i 
in  §.  86.  bezeichneten  Wege,   indem   man  die  Gleichung  IL 
§.  10.,  wenn  darin  a  als  reränderlich  betrachtet  wird,  (r — I) 
differenzirt    Hiedurch   erhält  man  nämlich  unmittelbar 

(r-2)l  (r--l)!  t\B,  d 

aa»--!  ■"  aa»--!  "^  ^     '^    )  4!  (fl  +  » rf)'-+ »  ^  6!  (a  +  ndf^ 

und  wenn  hierin  aus  IV.  in  §.  84.  und  I.  in  §.  85.  die  Wertbe  s 

stituirt  werden,  und  man  fiberdiess  durchgängig  mit  ( —  1)  .(r~ 
dividirt,  ergibt  sich  die  zu  dem  angef&hrten  Zwecke  tauglic 
Gleichung: 

"  11 

I.      S  =  S    - 


2(a  +  «rf)'+'  "*"  4(a  +  nd^t^     6(0  +  ««//+»  ^  8(a  +  firf)'+T 
und  hieraus  ferner  durch  Versetzung  der  Glieder: 

"II 

II.  S     =    S       ■\^  (r^\\Jt„A.m.t\T-l  + 


_G)^  CÜH'^  C5>f  CVW 

■*■  2(a+iic/)'-+»      4(a  +  iidf)''+»  '*^  6(a  +  nc/)''+»        8(a+ii«0''+'''^ 


§.  91. 

Die  gliederweise  Vergleichung  der  eben  gefundei 
Formel  1.  mit  II.  in  §.  10.  bestätiget  schon  in  den  diessföllif 
ersten  Gliedern  dasjenige,  was  bereits  in  §.  3.  vorläufig  beme 
wurde,  nämlich  dass  den  harmonischen  Reiben  höherer  Ordn 
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Icbrn  »D,  nie  diesa  bei  j«nen  <ler  ersten  Ordnung  der 
Bigenihnniliche  konstante  Zaiilcn  zugehltren,  dass  viel- 
n  JJIelle  bei  den  büheren  Ordnungen  durch  die  Suniinen 
iehcn  Reihen  seihst  verlreleii  wird.  Der  ganite  weitere 
IlfibuT  der  Uiilersuchunf;  ivird  die  ßictche  Siellvertrelung  der 
brnniiiatben  Knfistnnlen  durch  die  Sumnieii  iler  unendlichen  har- 
Miiiicbrn  Reihen  liGherer  Ordnungen  teigen.  Desshalh  lat  es 
MiBKben'itverlh,  diese  LSummen  in  der  Folge  bei  ihrem  hHuligen 
Vfirlomnien  auch  durch  eine  in n glichst  burze  Benennung 
liMtiihnen  zu  können,  wozu  hiemit  der  Ausdruck:  hornioni- 
.  lehiSuminen  gcHähll  »ird,  der  Ptets  nur  in  dem  eben  ange- 
L  IKiKiian  Siniie  gehrnucht  werden  soll. 

Kehl  niao  hei  fortseh  reitend  er  Vergleichung  der  beiden  »orhin 
,  bneiclinelen  Formeln  auT  die  zweiten  Glieder  i'iber,  so  iceigl 
I  «ieti,  dass  an  der  Stell«  des  in  §.10.  vorhandenen  transien- 
U»l«n,  nSnilkh  logarithmischen,  Gliedes  in  $.  UO.  ein  al- 
i;etiiaiecliC6  zum  VoiHcheine  gekommen  ist.  Uiezu  gesellt  sich 
Mdi  der  Limntand,  dasd  auch  die  Gleichung  VI.  des  §.{).,  welche 
l>(iilfn  sn  eben  mit  d^m  Namen  der  harmonischen  Summen  be- 
lt|lcn  Reihen  als  Slellverlretertn  der  für  die  harmonischen  Kon- 
*Utitta  ^llenden  Formel  I.  des  §.  22.  angesehen  werden  kann, 
tictteliF»  so  "ie  diese  letztern  einen  Logarithmus  enthiilt,  Da 
■HD  tof  solche  Art  keine  mit  einem  Jogaril  h  mischen  Aus- 
'riekc  bahaftele  Gleichung  zwischen  harmonisGh«D 
Smamen  kennt,  dient  diess  zur  Erklärung  des  in  der  Folge 
•nSldlend  hervartrelcnden  Unterschiedes,  dass  die  Logaritfa- 
neu  iTtdsr  bii  der  Berechnung  der  harmonischen  Sura- 
■*",  ooell  auch  bei  der  Sunimirung  anderer  Reihen, 
vcltlia  ausschliesslich  von  Jenen  abbüngen,  irgend 
"inenEInHuss  besitzen,  während  sie  doch  bei  den  harmo- 
"'«li»n  Konstanten  und  den  Reihensunimirungen,  die  sich  auf 
Ititlete  zurückfuhren  lassen,  eine  nicht   unwichtige  Rolle  spielen. 

Die  fernere  vergleich  weise  Betrachtung  aller  auf  die  beiden 
«•In  nnch  folgenden  Glieder  in  den  Formeln  I.  des  §,90.  und 
C  dtt*  §.  10.  gibt  sogleich  zu  erkennen,  dass  der  ganze  wei- 
let« Verlanf  der  unendlichen  Reihe  II.  in  §,  10.  nichts  anderes 
ni,  als  ein  besonderer  Fall  von  I.  in  §90.,  der  daraus  hervor- 
gtfal,  wenn  darin  r=l  angenommen  wird.  Dcsshalb  müssen  die 
%  f.  Vi.  angeführten  Bemerkungen  über  die  Beschaffenheit  und 
rfen  Gebrauch,  der  von  den  Formeln  des  §.  10.  gemacht  werden 
kann,  auch  dem  vollen  Umfange  nach  von  den  Formeln  des  §.  90. 
'^~  ihoe  dass  es  nlithig  sein  wird,  jene  hier  vollständig  zu 
Man  ist  demnach  im  Stande,   mit  Hilfe  von 
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II.  in  §.  90.  den  Werth  einer  jeden  harmonischen  Summe, 
und  sobald   diese  als    bekannt  voraus  gesetzt  werden 

darf,  durch  die  Formel  I.  auch  die  Summe     iS       so    ge- 

nau,  als  man  es  verlangt^  ohne  allzu  grosse  Weitlfiu- 
figkeit  zu  bestimmen,  welche  Werthe  auch  a,  d  und  r 
haben,  und  wi-e  gross  auch  n  sein  muge. 


§.  92. 

Die  eben  erklärte  oder  eigentlich  nur  angedeutete  Methode 
zur  Berechnung  der  harmonischen  Summen  für  bestimmt  gege- 
bene Werthe  von  a  und  d  ist  zwar  auch  dünn  anwendbar,  wenn 
a  oder  rZ  irrationale  oder  komplexe  Zahlen  sein  sollten;  sie 
ist  jedoch  in  solchen  Fällen  wenig  bequem  wci>en  der  dabei  Statt 
findenden  Vermengnng  der  rationalen  und  irrationalen  oder  der 
reellen  und  imaginären  ße»;tandtheile  der  Formeln.  Um  die  erfor- 
derliche Arbeit  etwas  zu  vcrkiirzcn,  lassen  sich,  wenn  d  als  ratio- 
nal oder  reell  angenommen  wird  und  entweder  a^=^aArVß  oder 
a'=zaAc.ß'i  ist,  auch  für  die  harmonischen  Summen  solche  For- 
meln aufstellen,  in  welchen  die  rationalen  und  irrationalen,  oder 
die  reellen  und  imaginären  Glieder  von  einander  bereits  getrennt 
erscheinen  und  daher  aifch  abgesondert  berechnet  werden  können, 
wie  diess  in  den  §§.  13.  und  14.  für  die  barmonischen  Konstanten 
geleistet  worden  ist.  IMan  braucht  zu  diesem  fiebufe  nur  die 
Formeln  II.  und  V.  des  §.  13.,  wie  auch  III.  und  IV.  des  §.  14  ,  für 
die  Verändcrücbe  a  oder,  was  auf  dasjselbe  hinauskommt,  für  die 
Veränderliche  et  (r — ])mal  zu  dififerenziren.  Hiedurch  erhält  man 
sogleich : 


'■   (« i f^...' "  '^'-'^ ' '-^-^  "•■  "^-'  •  '^^ 


und 


WO  ^/,  N,  P,  Q    die    nämlichen   Werthe    bedeuten,    wie    sie    in 
§.  13.  und  §.  14.  angesetzt  sich  befinden. 

Durch  die  wirkliche  Ausführung  der  hier  nur  angezeigten 
Dififerenzirungen  werden  diese  Formeln  allerdings  etwas  weitläufig, 
ohne  dass  jedoch  eine   andere  Schwierigkeit    dabei  Statt  findet. 


!  XüiiRO   Jcr   Aili«tl    mit  «Uh    bringt.     Desshalb   Icaiiti    die 
iirilcr«  Au$»inae(l«r«*Uung  um  so  Fügllchpr  hier  {|lipr»a()i;pn  u-er 

IAa  nbaehiri  li<  Ai-r  Pol^f  Iteiii  bcKlininiter  t;rbriiu<'li  (I4U 
■  nerdea  soll. 
Hi  (t^n  biflh«r  vnrgoTiniiimvncri  nllgenicin^n  Eriirlcningeii 
fnnmahr  xiir  »irkliclien  Uerechiiung  der  hurmonisclieii  Siim- 
wr»  t3i  faetttimnile  WVrlbe  von  a  uik)  r^  übertjcgnngen  und  dabei 
ugltlrh  dahin  ({(^(rnchlel  werden,  die  ge{>etjseiligen  iiezlehiingen 
liNiUn  M  lernen,  ndche  >wiF^cli«n  den  barntnnUdiCn  Suiiinien 
W«li|  unlcifririandiT,  als  Huch  in<in|ic)ii.'r  Wetso  mit  <lrn  liblichen 
ulytiKhen  Funktionell  in  Slinliilior  Weise  .Slult  finden  durlien, 
Kiiditse  bei  den  barniotiischen  Konstnnten  der  l-'all  nur,  ivobei 
jtdHb,  um  jede  irgend  vcrmeidlirbo  Weilljiurigkeil  hiiile»  zu  hal- 
lt«,lÜe  Bciecbnung  nur  auf  additive  ganze  Zaiilen  a  und  d 
lietditinkt  blribeu  soll ,  da  hierniis  nbneliiii  die  harmimischen 
S«?iittM  für  alle  andere»  ratiiiniilen  Wcrrlie  von  a  mler  il 
ll>i;tlrilel  nerden  können. 

Hei  dpr  auf  solche  Art   beschriinblen    UereL-biMui;   snil   dann 
I*Dlu  illc   nSmliche  Ordnung    heubadilft  »erden,   welche  In 

tlÜt  die  bnrinonischen  Knnslutilen  vorgeschrieben  nurile, 
haß  M  HÜlbig  sein  wird,  das  durt  Gesagte  hier  iiochniala 
Hr  mvss  auch  hier  auf  den  Unterschied  snisibcn  denje- 
nrmonischen  Summen,  deren  Wcrtb  bei  EinbaltuD);  der 
»btn  Ststp,e6ctztcn  Ordnung  nicht  anders,  als  nur  durch  Hill«  tin- 
tniükbei  Reihen  berechnet  werden  kann,  und  jenen,  uelche  sieh 
«olMrr  anatyli«ch  im  Sinne  des  §  53.  darstellen,  oder  auf  an- 
it't  rorher  bereils  berechnete  harmonische  Suiimivn  zurfickTfib- 
'n  lassen,    aarmetksam    gemacht    werden,     ü^rsleru   sollen    girt- 

Klclzlcren  aber  sekuiidjire  harmonische  Summen  be- 
en. 
1  wird  man  ohne  ausriibrllcbere  Eriirlerunj»  sehen,  dass 
einzelnen  ÜilTerenz  nur  solche  barmonisL-be  Summen 
_  mderen  Berechnung  bedilrTen,  deren  AnTangszahlen 
Mb*t  »Is  die  Oifferenz  sind,  und  zugleich  mit  der  lelzlcren 
•inen  Faktor  gemei  ns  chaTtlich  haben,  weil  aus  den  eben 
BtCkboeten  alle  fibrigen  harmonische«  Summen  vermöge  der 
wda  des  §.  9.  ohne  Schwierigkeit  sich  ergeben. 
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§.  94. 

Wird  nun  mit  dem  einfachsten  Falle«  nSmIich  <£=1,  be« 
gönnen«  wobei  f3r  jede  Ordnung  r  nur  die  einzige  Summe     <S 

einer  besonderen  Berechnung  bedarf,  so  kann  naturlich  von  einer 
Zurfickffihrung  auf  andere  harmonische  Summen  nicht  die  Rede 
sein«  sondern  nur  gefragt  werden«  ob  und  in  welchen  Fällen  man 
im  Stande  sei«  diese  harmonische  Summe  durch  die  üblichen 
Funktionsformen  mittelst  eines  geschlossenen  Ausdruckes  dar- 
zustellen? 

Zur  Beantwortung  dieser  Frage  für  die  geraden  Ordnungen 
kann  die  Gleichung  I.  des  §.20.  dienen.  Setzt  man  nftmlich  darin 
a  =  l— j;  und  df=l,  so  geht  sie  in 

C  — C  =  »cotang(l — x)nz=z^ncoieLiittfuc. 

oder«  weil 

C=  C   +1 
ist,  in 

C   —    C    = ncotangnx, 

oder  endlich«  wenn  hierin  anstatt  cotangTr^r  die  bekannte  Reihen- 
entwickelung gesetzt  wird,  in 

l-x|l       l+x|l  ^l  4!  o!  öl 

Über.  Wird  nun  diese  Gleichung  (*2r  —  l)mal  für  l-f-o:«  oder«  was 
einerlei  ist,  für  x  als  Veränderliche  differenzirt«  so  ergibt  sich 
daraus  unmittelbar: 

(2.-1)1.      5      +(2r-l)!.      S      ^^^TZlI^B.-^^ 

+  2!.(2r  +  2)!  '^  +'-' 

folglich  ist: 

_^rBr7C^r         2^r-Ha  jg^^i  ^»r-f  1         ^ 

a-,V"*"a+Ji)«^"      (2r)l      +2!(2r  +  2).(2r-l)!-^ 
■*"4!(2r  +  4).(2r-l)!-*  +-" 


S*itT:    tut  kmmtmiscAm  Heiieit. 
r»iM  mnii  fflr  :r  =  0 

IUI*     ii,,"        <-■•>' 

ii»A  itnlirt 


1 


ffUtL 

Difse  Glmcbun^,  nclchv,  wie  ninii  »iclit,  ilie  nitrkivfirillgcn 
■utkI  101)  JuhanBBvnioulli  gorumlenen  Smiiniirungeri  der  gera- 
4mi  Potenzen  der  r^iiprokcn  nntilrliclirn  Znhivn  ausdrückt,  zeigt, 
4«M  der  Wfffth    der  harnionlschen  Snniin«     S    Tür  j«ile  gerade 

Onliiaflg  r  aiiatyliBch  intt  Hilfe  von  n  und  der  liernaiilli'schen 
ZtUea.  nvlrhe  (i^hanntlich  rationale  Brüi^he  Kiiid,  «icli  daislellcn 
ksie,    und  dabcr      S       jederzeit    eine  aelcuiidnre  hnrmoniactie 

SnMK«  aeL 

Urider  ist  man  weder  auT  dem  vorli ergehend  lielretenen,  noch 
a«l  W^nd  einem  anderen  Wege  bblier  im  Slande  ^eiioeen,  auch 
Aeaaieradeo  l'nleiiten  der  tczipriiken  n.iliitlich^n  Zahlen  oder 
la  der  hier  eingefObtteti  nfzclchnuni;  die  VVcrthe  von       S      eben- 

Uli)''*' 
Uli  ualirlUcb  auBzudrGchcn,  eondern  die»elhen  IsOmien  nur  mit 
Rilfe  «on  enendlichen  Reihen,  wie  t.  B.  die  in  §.  90.  angercihrlen. 
beref-bnel.  und  «omlt  niusa       .S      alels  als  priniüre  harntonische 


«Bffeaehen  vr erden. 

Die  nemerlache  Berechnung  der  Wt-rlhe  von  S  ,  ooivnhl 
Uli}'' 
ar  geradezu  Tat  ungerade  r,  hat  Ruler  bis  r=l6,  dann  Le- 
peodrc  h'n  r^SA  nng^efnhrt.  letzterer  auf  16  DeEimuUt eilen,  wo- 
hd  er  xujrleicb  eialgo  bei  Euler  iinlcrlnufene  Verslöiise  vetheasert 
hat  Oetlinger  hnt  diese  Rechnung  bis  r  =  40  in  16  und  zuweilen 
»•cb  ncliieree  DeiimaU teilen  ausgedehnt.  Demnach  können  diese 
Wertfce  au  jcdeni  davon  zu  machenden  Gebrauche  mit  mehr  als 
bivrelctieRdcr  Cienauigkelt  fär  bekannt  angenommen  werden,  ohne 
4«  aehitn  bekannten  Rechnungen  irgend  elivas  Neues  hinzufügen 
m  afiseen.  Ua  Obrigena  hier  In  der  t'olge  bei  den  einzelneu 
BMbnnigefi  (Iberhonpt  nicht  weiter,  als  bis  cinschtieaslicb  der 
tlerlen  Ordnung  der  harmanischen  Summen,  vorgeachrlden  wer- 
te aall,  Biügen  der  VollstAndigkeit  wegen  die  Wertbe  von     5 

um' 
Vm  rtsA  bl«r  noch  PUla  finden.    Es  tst  nlmltch: 


■f 


T    r  T,' 


152  Knar:    Die  harmonischen  Reihen. 

S   =?^*=?  =  1,6449340668482-264, 
S   =:  1/2020560031595943, 

S    =?!^^=~  =  1,0823232337111382. 

(i|i)*  4!         yü 


§.  95. 

Im  zweiten  Falle,  wenn  <£=2  angenoromen  wird,  ist  in  Folge 
des  in  §.  93.  Gesagten  für  jede  Ordnung  nur   die  einzige  Summe 

5    besonders  zu  bestimmen.    Zu  diesem  Behufe  ergibt  sich  aus 
(i|a)' 

der  Gleichung  VI.  des  §.9.,  wenn  darin  a=I,  </=2  und   n  =  2 
gesetzt  wird, 

Ä   +    Ä    =    S  , 

(112)''        (212)''         (lll)»" 


woraus 


oder 


(1|2)'         (Hl)''        (2|2)''        (1|1)'  (lll)»" 


2^—1 
I.      S    ==-7^.  S 


{\\if  (i|i)' 


folgt. 


Man  sieht,  dass  die  harmonischen  Summen     5    in  allen  Fäl- 

(112)'" 

len  sekundär  sind,  mag  r  gerade  oder  ungerade  sein,  weil  sie 
stets  auf    S    zurückgeführt  werden  können.    In  dem   besonderen 

Falle,  wenn  der  Ordnungsezponent  gerade  sein  sollte,  kann  in 
I.  noch  ferner  2r  anstatt  r  gesetzt,    und    dann   anstatt      S      der 

Werth  aus  I.  in  §.94.  substituirt  werden.    Dadurch  erhält  man: 

"•       '^«r"'        2.(2r)!        ' 

(112)*^^  ^      ' 

woraus  man  sieht,  dass  ancb  diese  harmonischen  Summen  mit 
Hilfe  von  n  und  der  Bernoalli'schen  Zahlen  analytisch  eich 
ausdrücken  lassen. 

Noch  verdient  hier  bemerkt  zu  werden,  dass  die  eben  gefnn- 


>.^<i 


i 
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dene  Suinmenrormel  auch  anT  einem  anderen  Wcga,  naabhHnglg 
von  I.  hl  §.  94.,  hSK«  abgeleitet  werden  können.  ÜeM  man  nfim- 
lieh  in  li.  des  j.  67.  a  =  J  nnri  tf:=2,  so  ergibt  eich: 


+  «  =-? 


p**^*  cotang  -s- 


'2.(2r— I)!'        3a«^' 
and  folglich  Ut 

S*r— 1  colang -s- 

untrr  der  VnrauRsetEunf!,  dnss  hier  nach  Ausführung  der  Diffe- 
renzirangen ftir  n  der  Werth  1  angenommen  trird.  Unter  der 
gleichen   Bedingung  ist  aber  vermüge  II.  in  §.89.: 


i;erunden  warden,  tras  nur  in  der  unmitfelb.nr  vorhergehenden 
Gleichung  subslituirl  zu  werden  braucht,  um  sogleich  obige  For- 
mel II.  7.n  erhalten. 

Für  die  drei  niedrigsten  Ordnungen  findet  man,  wenn  in  II.  r=l 
und  r='j,  hingegen  in  1.  r=3  angenommen  nird: 


=  1,2337005501361698, 

s  =-5^.  «  =1.  s 

IUI"           ^         (i|i)'       °  Ci'l' 

=  1,05J799790M46150, 

s='f^r-< 

=  1,0146780316041921. 

$.  »6. 

Für  die  Differenz«/ =  3  mOssen  nach  $.  ^3.  die  zwei  Gummen 
5  nnd  £  bestimmt  werden.  Zn  diesem  Zweclie  erhüK  man 
flp)'  (»13)' 

ans  Vf.  in  {.  9-,  wenn  darin  fi=l,  (1=1  und  m=3  gesetzt  wird, 

Ä    +    «    +    S    =    «  , 

HP)'      tais)'      laiäl'       Pill' 

TktUXLnt  11 
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S    +    S   =    5    -    5 

(lf3)'        tü\9f        (l.l)'        WS/ 

oder 

I.      S    -\-    S   =     oy — •   'S 

folgt.  Wird  nun  zuerst  bierin  2r  anstatt  r  und  dann  noch  ferner 
anstatt      5     der  Werth    aus  I.  in  §.  94.  substituirf,  so    hat   man 

(111)*^ 
ffir  die  geraden  Ordnungen: 

5    ^.     5    _2«^'(3»-l)i?r««^ 
(113)«'      (213)«'  (2r)1.3»' 

Ferner   ergibt  auch  die  Gleichung  II.  des  §.  87.,  wenn   darin 
a  =  I ,  c2  =  3  gesetzt  ivird : 

ö*'-*  cotang  -ST 

unter  der  Bedingung,  dass  darin  zuletzt  a=\  angenommen  vrird. 
Dardi  die  Vergleicfinng  dieser  beiden  Werthe  uird  man  xtrar  so 
dem  bemerkenswert hen  Schlüsse  berechtigt,  dass  (ür  a  =  1 

an 

^"'  COtang  -3-  ^  ^  ^r^r^^i2r^l)Br7i:^^ 

sein  mflsse,  man  wird  jedoch  hiedurch  nicht  in  den  Stand  gesetif, 
jede  der  zwei  harmonischen  Summen      iS     und      iS     abgesondert 

(l|3j^'"  (213)*^ 

bestimmen  zu  können.  Desshalb  muss  die  eine  von  ihnen,  nfiro- 
lieh   5     ,  als  eine  primäre  «anerkannt  werden,  deren  Werth  niaii 

nur  mittelst  einer  unendlichen  Reihe  zu  berechnen  vermag,  die 
andere  hingegen  ist  eine  sekundäre,  welche  durch  die  Gleichung 

auf  die  primfire     iS     zurflekgeftihrt  werden  kann. 

(113)*'' 

Wird  zweitens  der  Ordnungsexponent  als  ungerade  ange- 
nommen, und  daHSr  2r  -f  1  gesetzt,  so  geht  die  Gleichung  I.   in 

S        +         S        =       *}%r4-l —  •        '^ 

(l|3;«'+^         («13)«'+*  '^    ^  (111)*^+* 


•  i 
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Cbcr;    feroer  ergibt  sich  au«  iil.  in  §.87.: 

an 

WO  in  dem  DiflTereiizialc  Eiilcfzt  a  =  ]    gesetzt  iverden  miiss. 
A'js  diesen  zuei  (ileichungen  erhält  man  sogleich: 

(113)"+'  (l|l)' 


,.r+i        5J-3*'+'  "„„.^rf .  "^  0.  C^r)! '        3a^ 


und 


IV.  Ä       =- 

(*3j 


t+i-    2.^'^*^+>   \,.,fr+i  +  ö.C^r)!-         aa^»- 


Demnach  sind  diese  harmonis^chen  Summen  beide  sekundär, 
indem   ihre  Werthe  auf  die  primäre  Summe       5        sich  zurück- 

fiShren  lassen. 

Man  sieht  hieraus,  dass  der  Vorzug,  welcher  bei  den  DiflTe- 
renzeo  1  und  2  den  geraden  Ordnungen  vor  den  ungeraden 
sugekommen  ist,  dass  nämlich  die  ersteren  Summen  analytisch 
ausgedrückt  werden  kunnen,  nicht  aber  die  letzteren,  bei  der  Dif- 
ferenz 3  nicht  ferner  Statt  findet.  Hicbei  sind  vielmehr  beide 
diese  Abtbeilungen  von  Ordnungen  vollkommen  einander  gleich 
gebalten,  indem  jede  zur  Differenz  3  gebürige  Summe  entweder 
selbst  eine  primäre  ist,  oder  doch  die  Kenntniss  einer  anderen 
primSren  zu  ihrer  Berechnung  erfordert. 

Man  wird  Gelegenheit  finden,  die  gleiche  Beobachtung  auch 
bei  den  ferner  in  Betracht  zu  ziehenden  grösseren  Differenzen 
ebenfalls  anzustellen,  was  hier  vorläufig  nur  angemerkt  wird,  um 
späterhin  nicht  nochmals  darauf  zurückkommen  zu  müssen. 

Für  die  kleinsten  Ordnungen  2,  3,  4  findet  man,  wenn  in  I. 
r=l  und  r=2,  in  III.  und  IV.  r=l  gesetzt,  und  zugleich  bemerkt 
wird,  dass  vermöge  §.  88.  für  n  =  1 

yeotang-3-_^,  ^_8«V3 

g^ä        —  3«'^*"*'*^V3'~'""8r" 
imi,  folgende  nnmerische  Werthe: 


r 

l 
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1e  kärmomseMen  nelken* 

1 

1 

8   = 

(1|31* 

1^217330130303438, 

1 

(«|3)«          27        (l|3)« 

=0,3404306010398575, 

«  =11-  s  + 

(1|3)»         i7    (l|l)' 

^t«^  =  1,0207800444333631 . 

(2|3)»         27    (l.l)» 

^"*V^ =0,1367562326832832. 
24o 

(1|3)* 

1,0044934476787301, 

S    =:^—    Ä  =0,0644677688014064. 

ni3)*      729      (113)« 


}.  97. 

Bei  der  Differenz  c£  =  4  sind  gleichfalls  nur  zwei  harmonische 
Summen,    nämlich     iS     und     iS  ,    besonders  zu  berechnen,  wozu 

sich  aus  VI.  in  §.9.,  wenn  darin  a^^\t  i2  =  2,  m  =  2  angenom- 
men uird,    im  allgemeinen  die  Gleichung 

1.      5    +    5    =    5 

(114)''        (314)''         (II«)'" 

ergibt.  Fiir  die  geraden  Ordnungen  insbesondere  erhält  man 
daraus,  uenn  2r  anstatt  r  und  dann  aus  §.95.  U.  der  Wertb  «ob- 
stituirt  wird, 

c    ^    C   _(2«''-n^r^*'' 

(114)*'^       OU)^*^  ^      ' 

Nebst  der  eben  gefundenen  erhalt  man  aus  II.  in  §.  85.  noch  die 
fernere  Gleichung 

3*''"-*cotanc-7- 

(114)-^       (314)^'^  ^  ' 

wenn  darin  zuletzt  a=I  gesetzt  wird.  Aus  diesen  zwei  Glei- 
chungen  folgt  zwar,   dass  für  a  =  l 

_„_      a^-^<">*«»gT_(2«r-l)|?,««r 

4.(2r-l)T        8a*-»         ~         ^:^ 


i 


I-  t 


(314)*^ 
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«ein  mXi9Be,  was  mit  dem  iu  §.89.  III.  gefaiidenen  Resultate  voll- 
konmeo  Obereinsliromt«  man  ist  jedoch  nicht  im  Stande,  hieraus 
die  beiden  harmonischen  Summen     5     und     5     abgesondert  zu 

(114)*'"  (314)^ 

bestimmen.  Demnach^  da  eine  iveiterc  von  diesen  vresentlich  ver- 
schiedene Gleichung  nicht  bekannt  ist,  muss      «S      als  eine  pri- 

mire  harmonische  Summe  betrachtet  ii erden,  woraus  dann     S 
als  sekundär  durch  die  Gleichung 

(3I4P  ^     '  (114p 

leicht  gefunden  wird. 

Für  die  ungeraden  Ordnungen  geht  die  obige  Gleichung  t., 
wenn  darin  2r-fl  anstatt  r  und  dann  ferner  aus  I.  in  {.95.  der 
Werth  gesetzt  wird,   in 

(114)«^+^       (3^)*»^+»  ^  ^  (1|1)«^+* 

Ober.     Hiezu  kommt  aus  111.  in  §.87.   für  a  =  1 ,  c^  =  4  die  fer- 
nere Gleichung 

--       .        on 
o*»"  cotang  -j- 

wenn  darin  zuletzt  a  =  l  angenommen  wird.     Unter  dernärolichen 
Voraussetzung  ist  aber  vermöge  III.   in  §.  89. 

an 
ff^r  cotang  -j       ^2r 

gefunden  worden,  durch  welche  Substitution  die  letzte  Gleichung 
sich  in 

2r+l"^         2r+l"22rf«.C2r)! 

(ii4r'^+*     (3i4r+*  ^   ' 

verwandelt.  Aus  dieser  und  der  nftchst  vorhergehenden  Gleichung 
erhAlt  man  demnach : 


■od 
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IV  C         K  *^r»^ 

Für  die  kleinsten   Ordnungen  2,  3,  4  ergeben  sich  durch   wirk* 
liehe  Berechnung  folgende  Resultate: 

S    =3  I.07483307215670U, 

o;4)» 

Ä    =?-  S         =0,1588674779794684. 

(3|4)»         ö         (I|4)« 

S    =1.  S  +^  =  1,0103729682620072. 

(1|4)»         10  (1|1)»       04 

'S    =~.  S  -^^=0,0414268220026378. 

(3|4)*        lö  (I|l)*       04 

Ä    =  =1,0018112916726487, 

S    =^—  S         =0,0128667399315434. 


(3|4)*        96       (l|4)* 


§.  98. 


Es  ist  einleuchtend,  dav«^s  man  durch  weiteres  Fortschreiten 
auf  dem  bisher  betretenen  Wege  allmJiiig  auch  fCir  alle  grosse- 
ren Differenzen  die  Werthc  der  zus;cb«irip[en  harmonischen  Sum- 
men, mögen  8ic  nun  primäre  oder  sekundäre  sein,  bestimmen  und 
die  zwischen  denselben  vStatt  findenden  wechselseiligen  BeEie- 
hungen,  so  weit  sie  aus  den  bisher  bekannten  Gleichungen  sich 
ableiten  lassen  ,  auffinden  könne,  liier  mag  es  jedoch  geniigen, 
zu  den  bereits  ausgeführten  Rechnungen  noch  die  Ketrachfung 
der  zur  Differenz  6  gehurigen  harmoniscben  Summen  hinzu  lu 
lugen,  hauptsächlich  aus  dem  Grunde,  weil  die  Kenntniss  derlei- 
ben  nothwendig  ist,  um  auch  solche  Reiben  behandeln  zu  können, 
die  zwar  rücksichtlich  der  numerischen  Werthc  ihrer  Glieder 
nach  der  Differenz  3  fortschreiten,  aber  wegen  Abwechslung 
der  Vorzeichen  der  letzteren  eigentlich  zur  Differenz  6  gehö- 
ren. Auch  wird  sich  zeigen,  dass  bei  dieser  Differenz  ohnehin 
keine  neue  primäre  Summe  zu  den  früheren  hinzu  kommt 

Für  <£=6  bedürfen    nur   die    beiden    harmonischen  Süromen 
1$   und    ^   einer   eigenen    Berechnung.     Hiezn   erb&lt  man  aus 

(116)''  (5|6f 

VI.  in  §.9.  die  Gleichungen: 
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S    ^    S   ^  S      und      S    ^    S  =  S  , 

(IIS/       (416)'"       (118)''  («16)''       (Sil)''       («13)'" 

•D8  irelcheo  «ogleich 


Qud 


(Ife)*"        (113)'"        (416)''        (113)'"  (213)'' 


(Sie)*"      («IS)'      («iö)'      (^la)»"  {i\3f 


gefunden  irird.  Werden  nan  hierin  die  geraden  und  ungeraden 
Ordnungen  von  einander  unterschieden  und  zugleich  aus  §.  96. 
anstatt      S      und      iS      die  Werthe  Kubstifuirt,    so    zeigt  sich, 

da«i  fifr  die  geraden  Ordnungen: 


(5,6)*^  ^     '  (113)*'^ 

(iir  die  ungeraden  Ordnungen  hingegen: 


^+i""      2«H2.3^r+i       -^^   -^^  ^ 22^+^.3. (Jr)!-       8fi^ 


OTT 


(2^r+i-l)g2H  1-1)  (2^^!^!)^  e^'-cotang-g- 

*^''    (jiej^+i"^      2^+2.3*-+»       ;^^^^2rfi    2'^^+-^.3  (2r)!  •        3^^^^— 

sei^  iro  aber  nach  verrichteter  Differenzirung  noch  az=z\  nnge- 
•eamee  werden  mnss.  Fiir  die  drei  einfachsten  Fälle  findet  man 
dorch  AnsnihrDng  der  Rechnungen: 

S    =5.    S   — S  =1,0366253636763794, 

(11«»       ^  (M8)»     27 

S    =^--5-    5  =0,0599973475557715. 

(5|6)«       27      4  (H3)« 

Ä    =iii-  *   +-^=1,0036855153479527, 
(!!«)•      210  (i|i)»       108 

a    -".   5  -?!^=:0,0091687271»1I29, 
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*    =fl-   'S    -7^  =  1.00046421 41286422p 

(i;6)«        10  (i|8)«       l45o 

S    =??,-lJ.   S     =0,00I686Ö2«19«4857. 


§.  99. 

Durch    Euler*s  und  Legendre's    Bemfihnngen    sind,   nii 
bereits  in  §.94.  enrähnt  wurde »  die   Werf  he    der  Summen    5 


und  auch  jene  von     S     bis  zu  sehr  hohen   Ordnungen  mit  eine 


(112)*'" 


zum  wirklichen  Gebrauche  mehr  als  hinlänglichen  Genauigkeit  be» 
kannt.  Diese  Werthe  sollen  nun  zunfichst  dazu  benutzt  werden 
um  gewisse  von  den  früher  gefundenen  verschiedene  Reihen  anf 
zustellen,  welche  bei  der  Berechnung  sowohl  der  harmoniseben 
Konstanten,  als  auch  der  harmonischen  Summen  mit  Nutzen  an- 
gewendet werden  können. 

Aus  der  Gleichung  1.  des  §.85.  erhält  man,  wenn  darin  aj-s 
anstatt  a  angenommen  wird, 

woraus  fOr   ;r=0 

folgt.  Setzt  man  nun  hierin  anstatt  r  nach  und  nach  1,2,3,4^ 
und  substituirt  die  hiedurch  zum  Vorschein  kommenden  Wertbe 
in  der  Maclau rin*schen  Reihe,  wenn  darin  fx-zz  C    und  daher 

f{)z=.  C  angenommen  wird,  so  ergibt  sich: 

a\d 

I.        C    =C—   Ä    .x+    S    .ar«—   S   .ar»+    S   .ar*  — .... 

a-|-x|<i       a\d       {a\d)*  (a|d)*  {a\d)*  (a\d)» 

Durch   diese  Reihe    ist  man   unter  der  Voraussetzung  ib^ 
Konvergenz  offenbar  im  Stande,  den  Werth  von    C    zu  berechne** 

a^x]d 

sobald  sowohl    C  ,  als  auch  die  harmonischen  Summen    S  ,    S  . 

*"'  ia\d)*    (.1/) 

1$   , ....  als  bereits  bekannt  angenommen  werden  dürfen.    Die^ 


ff:    tut  Aarmaii/tcAen  lUf/icu. 

UWttt  fl«dlngun||  Mürde  xwar  im  att gemeinen  eehr  mfihfiani  zu 
ctfüllen  «ein,  nacfa  dem  Trülier  f>esaglen  ist  sie  &l>er  in  d«n  bei- 
den FUlrn  bereits  erfiilll,  wenn  entweder  a  =  l  und  rf  =  l.  oder 
p=l  und  d=:'2  ist.  Für  diese  einzelnen  Fülle  hat  man  daher 
die  Wnnderen  Formeln 


c   =c—  S  ..t+   s  . 


'+   S   .X*-.... 


(i|i)t 


'^A 


S   .x*^    S    . 

(L|li*  (1131* 


In  diesen,  ihrer  Form  nach  ln'ichst  einTachen,  Reihen  sind 
iVt  itna  vnrlcnmni enden  beBlimnilen  Zahlen  bia  auf  16  Deziniai- 
»Itllen  bereits  berechnet  und  jcönnten,  nenn  ett  verlangt  uertlen 
Mllte,  ohne  allzu  grosse  Mühe  auch  noch  weiter  genau  ^elundeu 
Mcfileti:  filierdiees  Iconveri^iren  sie  offenbar  stets,  eohald  x^l  ist. 
und  »rar  desto  rascher,  je  kleiner  x  angenommen  nird.  Sie 
tloiwii  dabor  zur  Berechnung   von    C    oder    C    eigentlich   immer 

RttiraDi-lit  «erden,  «venn  ,t  ^  I  ist,  mit  einiger  Bequemlichltett  je- 
doch nirr  dann,  "enii  x  den  Worth  i  nicht  übersteigt,  weil  unter 
f'tttt  VurauH^etzuiig  die  Abnahme  der  filieder  tascher  vor  sieb 
ftfil,  ala  lici  einer  geometrischen  Progreasinn  mit  dem  Quotien- 
■*n(. 

Er  »ird  bald  gezeigt  werden,  dass  jede  der  beiden  Reiben 
'I'  oder  Itl.  obgb'lcb  aie  nur  einzelnt!  FSIIe  ausdrücken,  dennoch 
^'f  SMIo  der  weit  umfassenderen  Formel  I,  vollkommen  zu  ver- 
trfltfn  vermag,  ohne  dass  es  dabei  nothnendig  ist,  für  x  einen 
t!)<lHereu  Werth  als  i  anzunehmen  Oes^balb  dürfte  es  "obl  die 
''Ithe  Inhneii,  den  (>ebrauch  jener  Reihen  etivas  nliher  zu  unter- 
Wten.  und  in«ibesniidere  einige  Hilfsmittel  anzugeben,  durch 
"*lche  dabei  die  Raschheit  der  Konvergenz   erhöbt  werden  kanu. 


Ueni    eben  ausgesprochenen  Znecke    lüsst    sich   zunächst 

|licb«  Verfahren  anwenden,  dessen    sich  Legendre  bei 

für    die   von    ihm    betrachteten    Funktionen    IFi    be- 


ind  III.   des   S.  99.   zuerst  —x 


n  lo  den  Reihen  II. 
,  so  gehen  dieselben  in 

—  C+S  .x+    S   .*"+   S  .x'+    S 


•  T    i 
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und 

C    —C+    S   .jr+    S    .0?*+    S   .0?»+    S  .a:*  +  .... 

i-*|a      112     (11«)*  (!!«)•  (11«)«  dl«)« 

dber,   nnd  i>reon  hiervon  die  früheren  Reihen  abgezogen  w€ 
erhält  man : 

C  --    C  =2[  S    .ar+   5   .ar»+   5  ..r* +....] 

l-jr|l       1+*|1  (Ijl)«  (lll)«  (l|I)« 


und 


C   -    C  =2[  S   .j;+    S  .a;»+  5  ..r*+....]. 

l-ac|2      l+jr|«  (1|«)»  (112)«  (12)* 


Nun  ist  aber,   wie  bereits  in  §.  94.  gezeigt  wurde, 

C  —    C   =- — TVcotangTrjT, 
i-x|i      i+x|i      ar     • 

and  aoch  vermuge  §.  26. : 

C    —    C  Äjrcotang j? =otang-^, 

i-*j2     i+*|2     2  ö        2  2       »  2 

folglich   hat  man: 


und 


1         rc 

S  .x+    Ä  .0:'+    S  .:r*  +  ....  =  .r rcofantrTcj: 

(l|i)»  (l|i)*  (i|i)*  Zx      '2 


S  .x+   S  .a:*+    Ä  .a:*  +  ....  =  -rtang-^. 

(1|«)»  (1|2)*  (1|2)«  4  l 


Durch    die  Substitution    dieser  Wcrthe    in   IL    und   III. 
§.99.  ergeben  sich  sogleich  die  neuen  Formeln: 

1.       C   =C— =^+^cotangJw:  f    5    .a:«+    Ä    .x^i-   S  ,JC^ 
i-f*ii     iji       2a:       2  (i;i)»  (i|i)»  (1|1)t 

und 

II.       C  =C-^tang^+  Ä    .x^+    S    .ar*+    iS    .x^i.. 

l+jr|2       112        4  Z        (1|2)»  (112)»  (12)' 

in  welchen,  wie  man  sieht«  nur  die  geraden  Potenzen  von 
den  entwickelten  Gliedern  vorkommen,  wesshalb  von  den  letzl 
nur  die  Hälfte  der  früheren  Anzahl  notbweudig  ist,   um   eio 
Genauigkeit  der  Rechnung  zu  erhalten. 


§.  101. 
Die  Abnahme  der  Glieder  in  den  Reihen  sowohl  des  § 


um.  diiiiii  )io(-fi  iluduTch  bndeulend  bcRirdeTt  wer- 
bei  jcdcf  ein/elticii    von    den  harinoiibuiiea  Sum- 
S  .     S    .....  und      S  ,    S  ,    S   .....   Au»    erste  Glied 
'  iiH]*  (l|«|»  (UV)* 

imdim,  Hflches  äheraW  I  ist,  abdouderl,  utid  die  vemiüge  die- 
ier  AWnderim;;  (^ntxpringeiiden  Glieder,  die  susiirnmen  genomneD 
ciac  geometristhe  Progression  auRmachen,  heKonders  aaminirt  J 
AuNl**!)  Act  eihüll  uati  aus  II.  und  III.  des  $.{ 


I     €   =  C- 


■  s  .s-^'  s  .X»- 


*+   S   .X 


It    C   T=C  — ^-^ H    .x\    S   .3:«—   S    .a:»+    S    .jr*- 

M«l      I;«      \^x      (31«).  (a|S)'  isiai«  (n«)* 

IUI  I,  and  II.  des  %.  100.  hingegen  folgt: 

III,     C    =  C  +  |colang«.r-^+j^+   Ä   .:r»+   S  .j 
ifci       II     y  aar      I— «■     («ii;»  («|i,. 

+  ^Ä    ..r«  + 


(Sjir 


n 


=  5^.-1 -Kl 


'rr:^ 


:mi 


Hier 


var  durchgängig  die  nSmtichen  Potenzen  von 
»  »W,  wie  in  den  entBiirechcudeii  Reihen  der  %%.  99.  und  100., 
fiingfgen  die  KiielfiKienten  jener  Pufenien  ejnd  liier  befräehflich 
Meiner  nie  vnrher,  und  netimeii  für  sich  allein  lietrachlet  schneller 
tDi  ils  in  einer  geomelrischen  Progression,  deren  Quotient  bei  I,  {, 
Wll,  (,  bei  in.  \  und  bei  IV.  J  beträgt,  durch  «reichen  üm- 
)(ind  die  «hneliin  bereits  durch  die  Werthe  von  x  herbeigefShrte 
Kotirsrgen«  weil  rostber  gemacht  nird. 


§.  102. 

fiel  Selrachlung  de«  im  Vorherjjchenden  angewendeten  Ab- 
noderungsveTfahrens  »ird  man  »olil  Bchwerlich  zu  übersehen  im 
Ainde  sein,  dass  in  der  gleichen  Weise  noch  ferner  fortgeschrit- 
ttn  ncrden  kiinne.  indem  man  Lei  jeder  einzelnen  harmonischen 
ODOme  such  zwei  oder  beliebig  mehrere,  nur  stets  durch- 
^V%  '"  gleicher  Anzolil,  ihrer  ersten  Glieder  von  den  Gbri- 
gn  trennt,  und  die  abgesonderten  Glieder  als  geometrische 
^ogTMStonen  summirl.    Üadurcb  erhalt  man  neue  Reihen,  bei  wei- 


•i 
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eben  die  Koeffizienten  der  Potenzen  von  x  noch  kleiner  ausfallen 
als  vorher,  und  zwar  desto  rascher  abnehmen,  je  mehrere  Glieder 
man  auf  solche  Art  abgesondert  behandelt.  Da  jedoch  die  Auf- 
stellung der  bezfiglichen  Formeln  nicht  die  geringste  Schvrierig- 
keit  darbietet,  dürfte  es  wohl  dberflflssig  sein,  in  eine  weitläuGgere 
Auseinandersetzung  hierüber  einzugehen,  sondern  vielmehr  die 
eben  gegebene  Andeutung  vollkommen  geniigen.  Nur  soll  noch 
der  Umstand  besonders  hervorgehoben  werden,  dass  man  bei  der 
gezeigten  Trennung  der  Glieder  auch  bis  an  ihre  äusserste  GrSnze 
vorgehen,  d.  h.,  die  sfimmtlichen  einzelnen  Glieder  aller  har- 
monischen Summen  von  einander  sondern  und  dann  wieder  dieje- 
nigen aus  ihnen,  welche  die  Potenzen  von  einerlei  Zahl  im  Nen- 
ner enthalten,  zusammen  nehmen  und  als  unendliche  geometrische 
Progressionen  summiren  kSnne.  Auf  diese  Art  kommen  aus  den 
Reihen  II.  und  III.  des  §.  99.  und  aus  I.  und  II.  des  §.  100.  fol- 
gende Formeln  zum  Vorscheine: 

I.         C  =€--    ^  "^  ^  "^  ^ 


i+i|i""iTi      Ua:     2(2+a-)     3(3+0:)      4(4+a:)      6(5+ar) 


II.     c  ^c-A — 


i+:r|2      iTa      H^     3(3  fo:)      5(5 +ar)      7(74-ar)      9(9+a:) 


•••» 


'"•    .+^,1=  S  "•■  |«»««»B'«'-2i+i^-^«+2(2fci)+3(3«lx«)  +'-' 


Jp .        nx .    x^  x^       .        .T*  x*^ 


Üie^e  Reihen  besitzen  die  benierkenswerthe  Eigenschaft,  dass 
sie  nicht  nur  dann  konvergiren,  wenn  x  kleiner  ist  als  1,  sondern 
auch  für  jeden  anderen  Werlh  von  x,  wenn  nur  diejenigen  davon 
ausgeschlossen  bleiben,  für  welche  der  Nenner  eines  der  vorkom- 
menden Brüche  gleich  0  wird. 

V'on  den  hier  auf  anderem  Wege'gefundenen  Reihen  I.  und  11. 
wird  man  sich  leicht  überzeugen,  dass  sie  eigentlich  nur  beson- 
dere Fälle  der  Formel  III.  des  §.26.  seien,  die  sogleich  daraus 
hervorgehen,  wenn  man  a—X-^-x  und  entweder  d  =  \  oder  rf  =  2 
annimmt. 


§.  103. 

Mit  Hilfe  der   im   Vorhergehenden  aufgestellten    Reihen    iür 
C  ,  und  eben   so  auch  jener   für    C    ist  man  im  Stande,  die 

1+*!1  l+x|2 


Wutbe  4tT  hiinnontsrhen   Konstanten     (.'    ftlr  alle   rprileii  Zah- 

a|J 

Im  n  und  d  in  il«t  Regel  eluns  Iiei]iiein«>r  zi>  hererhnen,  uls  r« 
dertb  die  Formel  III.  des  §.  10.  ^eschelien  kann.  Um  liiebei  nicht 
•oitlütiligeT  nU  nölliie  zu  nerdvii,  wird  es  hinreichend  nein,  die 
aiuiieeprachene  Behauplutig  nur  rCickeichtlicb  der  Reihen  fiti-    C 

w'nküA  nae)izu»eiscn,  da    diese   klztcren    zum  (iebruuche    voll* 
Wmen  ^ectüi^ea,  und   mun   dar^ms    leiiht  enltiehmen    wird,    auf  • 
•Mt  Weise  die    );leiche    Kolgerung   auch    auf  die   Reihen    lür 
C  ikb  ausdehnen  lasse. 

lirt 

Durch    die    (üt    C    gefuitilenpn    Entwicklungen    laeaen   «ich 

■UirdlBßB  nur  snlche  harmoiiitiche  Konstanten    C   nnmittelbnr 

buichnen.  bei  Melchen  (£=I  iitl;  fiherdiesit  niuss,  damit  die  Ans- 
fliiinuig  der  Ftcchnung  nichl  lu  sehr  zeilrauhend  werde,  der  nu- 
ucTticbc  Werlh  von  x  nicht  grosser  als  i,  Tolglich  x  zwischen 
dnUrlnien  — ^  und  +i,  und  daher  n=l+j:  zwischen  {  und  l 
«Dtlitllfn  «ein.  Bs  ist  aller  leicht  z>i  sehen,  daes  jede  harmoni- 
Ktie  Konetante,  welche  den  eben  aurgezShIten  zwei  Ucdingungen 
nlcbl  gleichzeitig  enisprichl,  ohne  Scbiiierigkeit  auf  eine  andere 
nradigtlahrt  werden  könne,  bei  welcher  die  gedachten  Bedin- 
ittgta  wirklich  eintreffen.  Denn  ersllieb  vermag  man  initlelil 
•ler  mdcliung 

I.    C=-,.  c 


jede  hamiuiiische  Konslanle,  deren  hifferenz  von  I  verschieden 
Miu  letlte.  Sogleich  auf  eine  andere  zu  bringen,  deren  Differenz 
Itst. 

Ferner  hat  man  vermSge  der  Formel  I.  des  §.  19.,  wenn  darin 
t/=t  und  —III  anstatt  /«  gesetzt  wird, 


I 

Wt  M  jede 


C  ^    C     +  5  . 

ige  der    in   f.  8.    I'eslgeselzlen    Bedeutung    eubirakliver 
von  m: 


jede  beliebige  ganze,    übrigens  additive  oder   subtraktive, 
bedeuten    kann.     Hier    ist    man     offenbar,    sobald    a    nicht 
den  GrSnzen  i    und  {  liegen  sollte,  stets  im  Stande,  m 
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^eihe  der  ersten  Ordnung,  sondern 

l^en  unumgänglich  nothwendig, 

ueihen,    deren    allgemeine 

men    der    Stellenzahl'  sind, 

^Tbeile  bereits  gezeigt  wurde 

Ten  wird;  uberdiess  lassen  sich 

'erthe  einer  grossen  Anzahl  be- 

Bei    dem    hSufigeren  Gebrauche 

Berechnung  ungeachtet  aller  dabei 

doch  immer  nidhsani  und  zeitraubend 

Arbeit  t^ehr  be<!eutencl  verkOrzen,  wenn 

1  <v  Rundere    Tafeln  berechnen    wollte,  aus 

^  A  jKelne  harmonische  Konstante  entweder  un- 

^)der  doch  mit  leichter  IVluhc  abgeleitet  wer- 

hiebei  so  weit   gehen  zu    wollen,    wie    diess 

^  fuauss  für  die  Funktionen  Fz  und  Uz  wirklich 

soll  doch  die  nachstehende  Tafel  als  eine  kleine 

Alt  dienen,  welche  trotz  ihres   geringen  Umfanges 

,  ireicht,   um  daraus  den    Werth    einer   jeden 

jchen    Konstante    T,     was    für    reelle    Werthe 

p  and  d  besitzen  mögen,  ohne  besondere  Muhe 
lezim  als  teilen  genau  zu  finden,  wobei  br»ihstens  die 
Dezimalstelle  einer  Unsicherheit  unterliegen  kann,  wie  diess 
lei  anderen  siebenstelligen  Tafeln  in  der  Regel  der  Fall  ist. 
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80  auszuwählen,  dass  a  —  m  zu-ischen   eben   diesen  Gränzen  ei.t- 
halten  ist,  nnd  auf  solche  Art  die  Konstante    C   auf  die   andere 

all 

C    zurückzuführen ,  bei  welcher  letzteren  die  froher  verlangten 

Bedingungen  wirklich  zugleich  erfüllt  sind. 

Diese  beiden    einfachen  Gleichungen  genügen  demnach,   um 
die   Anwendung   der  gefundenen  Reihen   fiSr    C    bei  Berechnung 

der  harmonischen  Konstanten  auch  in  allen  jenen  F&llen  wenig- 
stens mittelbar  möglich  zu  machen,  in  welchen  diess,  wie  fro- 
her gesagt  wurde,  unmittelbar  nicht  geschehen  konnte,  weil  ent- 
weder die  Differenz  von  )  verschieden  ist,  oder  die  Anfangszahl 
ausser  den  GrHnzen  \  und  l  liegt. 

Hiebe!  ist  es  ausfiihrbar,  nnd  wird  sich  auch  bulü  als  nütz- 
lich erweisen,  die  so  eben  (lir  die  Anfangszahl  a  festgesetzten 
Grfinzcn  noch  mehr  zu  verengen,  und  sie  auf  die  Hälfte  des 
angegebenen  intervalles  zu  beschränken.  Denn  aus  der  be^eit^ 
wiederholt  zur  Anwendung  gekommenen  Gleichung 

C   —    C    = TTCotang^ra: 

ergibt  sich,    wenn    darin  ar=l — a,    mithin    1— a:  =  fl  und    \^x 
=  *2  —  a  gesetzt  wird, 

[|[.      C*  =    C    + f  ?reo(angrt;r. 

a\l         2-a|l        1 — a 

Sobald  nun  a  zwischen  den  Gränzen  ^  nnd  1  liegte  niiiss 
offenbar  2  — n  zwischen  \  und  1  enthalten  sein,  und  unigckehrf, 
wenn  n  zuischen  den  zuletzt  bezeichneten  Gränzen  eingeschlossen 
ist,  wird  2  — a  zwischen  den  erstcren  gelegen  sein.  Wie  niiin 
sieht,  folgt  vermöge  dieser  Gleichung  aus  einer  jeden  harmonischen 
Konstante,  deren  Differenz  gleich  l  ist  und  deren  Anfangszalil 
in  der  einen  Hälfte  des  früheren  Intervalles  liegt,  sogleich  eine 
andere,  deren  Anfangszahl  in  der  zweiten  Hälfte  enthalten  ist,  so 
dass  es  genügt,  nur  die  der  einen  Hälfte  zugehörigen  harmonischen 
Konstanten  mit  Hilfe  der  vorausgeschickten  Reihen  zu  berechnen, 
weil  daraus  die  der  anderen  Hälfte  entsprechenden  ohne  Mühe 
abgeleitet  werden  können. 


$.  104. 

Die  harmonisohen  Konstaeten  dieoen  nicht  nur  als  Hilfszahlen 
zur  Berechnung  der  Summe  einer  beliebig  grossen  Anzahl  von 
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CBwIarn  einer  hai^onischen  Reihe  der  ersten  Ordnung ,  sondern 
%n  Kenntaifls  ist  auch  im  allgemeinen  unumgänglich  nothwendig, 
n  alle  konvergenten  unendlichen  Reihen,  deren  allgemeine 
Glieder  rationale  gebrochene  Funktionen  der  Stellenzahr  sind, 
nminiren  la  können»  «rie  diess  zum  Theile  bereits  gezeigt  wurde 
Qu!  bald  voUütftndig  erwiesen  werden  wird ;  fiberdiess  lassen  sich 
nit  Hilfe  jener  Konstanten  die  Werthe  einer  grossen  Anzahl  be* 
ithBBter  Integrale  ansdrflcken.  Bei  dem  häufigeren  Gebrauche 
dieser  Zahlen ,  deren  einzelne  Berechnung  ungeachtet  aller  dabei 
anj^ebrachter  Erleichterungen  doch  immer  niflhsani  und  zeitraubend 
lileibt,  würde  man  sich  die  Arbeit  sehr  bedeutend  verkürzen,  wenn 
miD  l&r  dieselben  besondere  Tafeln  berechnen  wollte,  aus 
nelcben  dann  j'ede  einzelne  harmonische  Konstante  entweder  un- 
mHfelbar  entnommen,  oder  doch  mit  leichter  Miihe  abgeleitet  wer- 
den kSnnte.  Ohne  hiebei  so  weit  gehen  zu  wollen,  wie  diess 
Legend re  und  Gauss  für  die  Funktionen  Fz  und  Uz  wirklich 
geleiitet  haben,  soll  doch  die  nachstehende  Tafel  als  eine  kleine 
Probe  dieser  Aft  dienen,  welche  trotz  ihres  geringen  Umfanges 
deonoch  hinreicht,  um  daraus  \\Qn  Werth  einer  jeden 
harmonischen    Konstante    f >>"  ,     was    fiir    reelle    Werthe 

aach  0  und  d  besitzen  mugcn,  ohne  besondere  Muhe 
in  7  Dezimalstellen  genau  zu  finden,  wobei  höchstens  die 
letzte  Dezimalstelle  einer  Unsicherheit  unterliegen  kann,  wie  diess 
aoch  bei  anderen  siebenstelligen  Tafeln  in  dor  Regel  der  Fall  ist. 


V 


■  »'•■ 
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Werttae  ▼•!! 


C. 


a 

c 

A 

ß 

c 

1,00 

+0,577  2157 

16  4493 

1202 

11 

1,01 

4-0,560  8855 

16  2121 

1170 

10 

1,0S 

4-0,544  7893 

15  9812 

1139 

10 

1,03 

4-0,528  9211 

15  7562 

1110 

10 

1,04 

+0,513  2749 

15  5371 

1081 

9 

1,05 

4-0,497  8450 

15  3236 

1054 

9 

1,06 

4-0,482  6259 

15  1154 

1028 

9 

1,07 

4-0,467  6124 

14  9125 

1002 

8 

1,08 

4-0,452  7993 

14  7145 

977 

8 

1,09 

4-0,438  1818 

14  5214 

954 

8 

1,10 

+0,423  7549 

14  3330 

931 

8 

1,11 

+0,409  5143 

14  1491 

909 

7 

1,12 

+0,395  4553 

13  9695 

887 

7 

1,13 

4-0,381  5738 

13  7942 

866 

7 

1,14 

4-0,367  8656 

13  6229 

846 

7 

1,15 

+0,354  3267 

13  4556 

827 

6 

1,16 

4-0,340  9532 

13  2921 

808  . 

6 

1,17 

+0,327  7413 

13  1323 

790 

6 

1,18 

+0,314  6874 

12  9760 

772 

6 

1,19 

+0,301  7881 

12  8232 

755 

6 

1,20 

4-0,289  0399 

12  6738 

739 

5 

1,21 

+0,276  4395 

12  5276 

723 

5 

1,22 

+0,263  9837 

12  3845 

708 

5 

1,23 

4-0,251  6694 

12  2445 

693 

5 

1,24 

4-0,239  4937 

12  1075 

678 

5 

1,25 

4-0,227  4535 

11  9733 

664 

5 

1,26 

4-0,215  5462 

11  8419 

650 

1,27 

4-0,203  7688 

11  7132 

637 

1,28 

4-0,192  1189 

11  5871 

624 

1,29 

4-0,180  5937 

11  4636 

611 

1,30 

4o,169  1909 

11  3425 

599 

1,31 

4-0,157  9079 

11  2239 

587 

1,32 

4-0,146  7424 

11  1076 

576 

1,33 

+0,135  6920 

10  9935 

565 

1,34 

4-0,124  7546 

10  8816 

554 

1,35 

+0,113  9280 

10  7719 

543 

3 

1,36 

+  0,103  2101 

10  6643 

533 

3 

1,37 

4-0,092  5987 

10  5587 

523 

3 

1,38 

4-0,082  0920 

10  4551 

513 

3 

1,39 

4-0,071  6879 

10  3534 

504 

3 

1,40 

4-0,061  3845 

10  2536 

495 

3 

1,41 

4-0,051  1801 

10  1556 

486 

3 

1,42 

4-0,041  0728 

10  0593 

477 

3 

1,43 

4-0,031  0609 

9  9648 

468 

3 

1,44 

4-0,021  1427 

9  8720 

460 

3 

1,45 

4-0,011  3164 

9  7808 

452 

3 

1,46 

4-0,001  5806 

9  6912 

444 

3 

1,47 

^0,008  0665 

9  6032 

486 

3 

1,48 

—0,017  6263 

9  5166 

429 

2 

1,49 

.0,027  1003 

9  4316 

422 

2 

1,50 

—0,036  4900 

9  3480 

414 

2 

"*;  - . 
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£•  verdient  angemerkt  zu  irerdeii^  dass  die  in  dieser  Tafel 
ealfta/teoeo  baroionischen  Konstanten,  so  %vie  auch  die  zur  Inter- 
jMlatloo  dieolicben  Zahlen  A,  B,  C  nrsprunglich  auf  10  Dezimal- 
ctefieo  berechnet  und  dann  erst  die  3  letzten  von  ihnen  auf  ge- 
urtge  Weise  weggelassen  worden  sind,  um  hiedurch  für  die 
izte  beil>ehaltene  Ziffer  grossere  Sicherheit  zu  erlangen. 

§.  105. 

Damit  man  die  Regeln,  nach  welchen  bei  dem  Gebrauche 
!ser  Tafel  zu  verfahren  ist,  im  Zu8«immenhange  vor  Augen  habe, 
rd  es  zweckmässig  sein^  sie  in  kurzer  Fassung  hieber  zu 
fzen. 

1.  Vor  allem  Anderen  sehe  man  darauf,  ob  bei  der  zu  be- 
stimmenden Konstante  die  Differenz  gleich  1  oder  hie- 
ven verschieden  ist?  Im  letzteren  Falle  reduzire  man 
durch  die  Formel  1.  des  §.  103.  die  Konstante  auf  die 
Differenz  1. 

2.  Ferner  beachte  man,  ob  die  nunmehrige  Anfangszahl 
zwischen  den  Grenzen  ^  und  f* enthalten  sei  oder  ausser 
denselben  liege?  Im  letzteren  Falle  bediene  man  sich 
der  Formel  IL  des  §.  103.,  um  die  Konstante  auf  eine 
andere  zurückzuführen,  deren  Anfangszahl  wirklich 
zwischen  den  angegebenen  Grenzen  eingeschlossen  ist. 

3.  Sollte  vielleicht  nunmehr  die  Anfangszahl  zwischen  ( 
und  1  liegen,  so  bringe  man  durch  die  Gleichung  III.  des 
§.  103.  die  Konstante  auf  eine  andere ,  deren  Anfangs- 
zahl zwischen  1  und  i  enthalten  ist. 

4.  Nach  geschehener  Vornahme  dieser  Verwandlungen,  in  so 
weit  dieselben  für  nuthig  befunden  wurden,  drücke  man 
die  Anfangszahl  als  einen  Dezimalbruch  mit  höchstens 
7  Stellen  aus,  und  suche  vorläufig  die  ganze  sammt 
den  2  ersten  Dezimal- Stellen  in  der  mit  a  über- 
schriebenen  ersten  Spalte  der  Tafel  auf,  wo  man  die- 
selben auch  gewiss  antreffen  wird.    Unmittelbar  daneben 

in  der  mit   C  überschriebenen  zweiten  Spalte  steht  dann 
o:i 

der  siebenstellige  Werth  derjenigen  harmonischen  Kon- 
stante, welche  den  nachgesuchten  und  gefundenen  ersten 
Stellen  entspricht,  die3  übrigen-Spalten  enthalten  in  der 
gleichen  Zeile  die  zugehörigen  Werthe  der  Hilfszahlen 
A,  B  and  C. 

5.     Sind  nun  ausser   den  auf  solche  Art  bereits  berflcksich- 
Th«ii  XLUI.  t2 


üu- 


■WM 


(igten  noch  mcItTcre  spHlere  UecitnaUfellcD  vnritai 
so  betrachte  man  dieselben,  mit  Vorsolsung  ton  0 
ganzer  Stelle,  uie  einen  litr  aicli  bestelienilcn  Oetti 
bruch,  «elcher  der  Kürze  «egen  niil  x  bezetchMt  < 
den  mag;  niulliplizire  den  riacli  4.  (>i?fiinr)cnrn  VVerlh 
C  mit  X,  ziehe  dickes  Produkt  von  D  ati,  inultl|>ii 
den  Kcsl  abermals  mit  x,  ziehe  das  Produkt  ron  t 
und  mulli|ilizire  nochmals  mit  x  unter  Beseitigung 
hiebei  etna  erhaltenen  ttezimnistellen. 
I>.  Die  anf  solche  Art  zum  Vorscheine  koromendn  t 
musB  noch  von  den  Dezimalstellen  der  vermti^^e  der 
t;ol  4.  aus  der  Tafel  gefundenen  Konstante  enttr) 
abgezogen  oder  zu  denselben  addirl  "erilen, 
nachdem  diese  Konstante  in  der  Tafel  des  Zeichen 
oder  —  vor  sich  trägt.  Hiednrch  crhSlt  man  die 
viillständigcn  Anfangszabl,  mit  welcher  man  mc 
in  die  Tafel  eingetreten  ist,  gehörige  barniomst^e  ti 
stanle,  aus  nelcber  dann  nach  Masisgabu  der  nach 
und  3.  vorgenommenen  Umwandlungen  durch  die  Foi 
des  §,  103.  die  eigentlich  gesuchte  barmonteeh* 
stante  leicht  abgeleitet  ivird. 

Die  so  eben  unter  i.,  6.  und  6.  aufgestellten  Regeln  la 
eine  kleine  Abänderung  zu,  welche  von  einem  nicht  ung«Qb 
Rechner,  und  einen  solchen  darf  man  hier  »ohl  nicht  vori 
setzen,  zuweilen  mit  Vorlheil  gebraucht  iverden  kann.  Es 
nSmlich   znl&ssig,    anstatt    derjenigen  Werihe   von    C ,  A,  B, 

welche  in  einem  gegebenen  Falle  nach  der  Regel  4.  aus  der 
fei  entnommen  werden  sollten,  bezlehangsneise  diejenigen  ZaI 
anzuwenden,  die  in  den  Spalten  der  Tafel  unmillelbar  anter 
früheren  stehen,  d.  h.  diejenigen,  welche  zur  nächst  grSsseren 
der  Tafel  vorkommenden  Anfangszahl  gehören,  Wil)  nan  dl 
ihun,  so  nmss  anstatt  des  in  5.  angegebenen  Werthes  vod  x 
Ergänzung  desselben  zu  1,  nämlich  1  —  x,  genommen  und 
dieser  Zahl  die  eben  doit  vorgeschriebenen  Mulli|ilika(ionen  ' 
richtet,  die  einzelnen  Produkte  aber  Überall  addirt  werden, 
in  5.  die  Subtraktion  angeordnet  wurde.  Uas  lutztc  auf  dl 
Art  eich  ergebende  Produkt  ist  dann  zu  den  Üez  im  als  teilen 
auä  der  S|>alte  C  entnommenen  Zahl  itu  addiren,  wenn  letatere 

Zeichen  -f  vor  sich  hat,   im  entgegengesetzten  Falle  hingegen 
»ublrabiren. 

Man  wird  wohl  leicht  erkennen,  dass  dieses  abgeJtnderie  ^ 
fahren  vorzliglich  dann  einigen  Nutzen  zu  gewähren  geeignet  I 
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«•n  jr>i  oBd  oahe  bei  1,  folglich  J— :r<i  sein  und  nahe  bei 
S  liegen  sollte,  obwohl  es  auch  in  allen  anderen  FSIlen  angewen- 
liC  werden  darf. 


$.  J06. 

Um  den  Gebranch  der  gegebenen  Anweisangen  vollkommen 
klir  ni  machen^  soll  hier  noch  ein  ganz  ausgearbeitetes  Beispiel 
Usziigeftigt  werden  von  solcher  Art,  dass  dabei  nicht  nur  die 
«inatlichen  Regeln  des  {.  105.  zur  Anwendung  kommen,  sondern 
MD  zugleich  mittelst  der  früher  bereits  ausgeffihrten  Rechnungen 
lekkt  im  Stande  ist,  die  Richtigkeit  des  Resultates  zu  konstatiren. 

Sei  demnach  der  Werth  der  harmonischen  Konstante  C  mit- 

8|3 

telat  der  Tafel  des  {.  104.  zu  bestimmen.  Vermöge  der  Regel  1. 
des  (.106.9  da  hier  die  Differenz  von  1  verschieden  ist,  ergibt 
lieb  liierst  durch  die  Formel  I.  des  $.  103. : 

C  =  4.  C. 

Ke  nunmehrige  Anfangszahl  S  liegt  nicht  zwischen  den 
CrihiteB  I  und  \.  Man  muss  daher  vermöge  der  Regel  2.  die 
fonsel  II.  des  {.  103.  anwenden,  indem  man  darin  m=:2  annimmt. 
D«darch  erhSit  man : 

C  =z  C  --  S  :=  C  -{-i=  C  -fj. 

}i»     |M    |ii    ?ii  Sil 

Da  die  jetzige  Anfangszahl  zwischen  \  und  1  enthalten  ist, 
^  ntn  noch  vermuge  der  Regel  3.  des  $.  105.  die  Formel  III. 
'«8  j.  103.  zur  Anwendung  zu  bringen,  wodurch  sich 

1                       29r                       ffV3 
C  =i    C  +1 — ;  +  »cotang-5-=    C   +i «- » 

fli       ||i      *•"»  ^      i\i  "^ 

^^^  darcb  die  Substitution  der  beiden  letzten  Werthe  in  dem  ersten 

813  4,1  '"  y 

i    ^bt.    Jetzt  erst  sind  bei   der  Konstante    C  alle  Bedingungen 

^  Anwendung  der  Tafel  des  §.  104.  vorhanden ,  daher  erstere 
Mttelbar  aus  der  letzteren  bestimmt  werden  kann.  Zu  diesem 
^"^Hte  hat  man  vermöge  der  Regel  4.  des  '$.  105. : 

!  12« 


{ 
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J  =  1,3333333, 
folglich  ist  a  =:  1,33«   und  man  flndet  in  der  Tafel  die  Zahlen : 
C  =+0,1356920,    .4  =  109935,    Ä  =  565,    C=4. 

I,33ii 

Nach  der  Regel  5.  des  §.105.   ist   ferner  ^  =  0,33333,  daher  er- 
hält man  durch  Ausführung  der  dort  ertheilten  \'orschriften : 

C.a;  =  l,     ^— Ca:  =  564,     (Ä  — Cr).a:  =  188, 
^— (ß- Cr)  a;=  109747,    (^-.(Ä-<Cr)ar).ar  =  36582. 

Endlich  ergiht  sich  vermöge  der  Regel  6.  des  §•  105.: 

C    =0,1356920, 

l,33|l 

hievon  abgezogen  36582 


verbleibt  C   =0,1320338, 

und  wenn   dieser  Werth   in   dem    frOher   fiir    C  aufgestellten  sub- 

8|3 

stituirt  und  zugleich   — q- =0,6045998  entuicicelt  wird,  findet  man: 
C  =  0,0440113+0,3—0,6045998=  -0,2605885. 

8|3 

Dasselbe  Resultat,  und  zwar  bis  einschliesslich  zur  letzten  Dezi- 
malstelle genau,    erhält  man  auch,   wenn  in  der  Gleichung 

8|3  2)3       213        2|3  2|3 

anstatt   C  der  bereits  in  §.  33.  gefundene  Werth  gesetzt  wird. 

213 

Wollte  man  sich  bei  diesem  Beispiele  des  am  Schlüsse  des 
§.  105.  angeführten  etwas  abgeänderten  Verfahrens  bedienen,  was 
aber,  weil  hier  x  <^\  und  daher  I— a:>i  ist,  in  Wirklichkeit 
nicht  zu  empfehlen  wäre,  so  würde  sich  die  Rechnung  in  folgen- 
der Weise  herausstellen.  Man  findet  in  der  Tafel  bei  ri=  1,34 
die  Werthe 

C  =  +  0,1247546,    .4  =  108816,    ß=554,     C  =  4. 

1,34|1 

Ferner  ist  1  —  a:  =  0,66667,  was  mit  C  =  4  multiplizirt  nach 
Weglassung  der  Dezimalstellen  das  Produkt  3  und  zu  B  addirt 
die  Summe  557  gibt;  durch  Multiplikation  dieser  Zahl  mit  1 — x 
erhNit  man  371,  dann  durch  Addition  zu  A  die  Summe  109187  und 


'kY 
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koA  Docbmalige  Multiplikatioo  mit  1— ;r  das  Produkt  72791, 
iPeM«8xo     C    addirt  den  Werth    C    =0^320337  ergibt. 

Man  aieht  wohl,  dass  dieser  Werth  von  der  froheren  Bestim- 
BODg  Dar  um  1  in  der  letzten  Dezimalstelle  abweicht,  eine  Un- 
licherbeity  deren  Vorbandensein  in  §.  104.  bereits  im  allgemeinen 
iDgedeutet  wurde,  und  welche  hier  insbesondere,  wie  man  sich 
deich  eine  schärfere  Berechnung  von    C    überzeugt,  davon  her- 

rfikrt,  dass  der  wahre  Werth  dieser  Konstante  eigentlich  zwischen 
deo  beiden  gefundenen  Zahlen  eingeschlossen  ist. 

DaR  von  §.  99.  angefangen  bis  hiehcr  Vorgetragene  enthält  mit 
Uinxof&gung  einer  sogleich  nachfolgenden  Bemerkung  die  bereits 
in  §.83.  in  Aussicht  gestellte  Ergänzung  der  Lehre  von  den 
harmonischen  Reihen  der  ersten  Ordnung. 

§.  107. 
Werden  die  sämmtüchen  Glieder  der  harmonischen  Reihe 
•  A  I  1_  A      

oder 
S    =(a+jr)-'-+(a+//+.T)-'-+(o+2c/+ar)-^+....+(a+(w-l)d+a:)-'^ 

vermSge  des  binomischen  Lehrsatzes  nach  den  Potenzen  von  x 
entwickelt  und  dann  wieder  die  in  Bezug  auf  x  gleichartigen 
Glieder  abgekürzt,  so  ergibt  sich  sogleich: 


or« 


n 


Wird  ferner  hierin  a=  I  und  entweder  rf  =  l  oder  rf=2  gesetzt, 
^erhält  man  für  diese  einfacheren  Fälle  die  Formeln: 


-i'vy 


n 

(111)''+' 


k 

r 

t 
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und 

III.        S     =    S  -(i).     S     .a:  +  ('^t^).     S     .0?« 


-cvyL"* 


Offenbar  konnten  diese  Formeln  zur  Berechnang  der  Werthe 

n  n  n 

von       iS      und  insbesondere  von      S      and      S      dienen,  wenn 

n  n  11  n  n 

die  harmonischen  Summen     S  y       S     ,       S     , ....     S  ,       S     , 

n  n  n  11 

S    ,.,.,   oder     S  ,       S     ,      S     ,....  als  bereits  bekannt  an- 
(111)'"+*  (II«)''     (ii«)'+*    (i|«)'+*  .'. 

genommen  werden  dürfen,  was  freilich  (lir  bestimmte  Werthe  von 
71  nur  höchst  selten  der  Fall  sein  wird. 

,Noch  muss  man  hiebei  bemerken,  dass  die  vorstehenden 
Entwickelungen  stets  ihre  Richtigkeit  beibehalten,  welche  Zahl 
auch  darin  för  r  angenommen  werden  mag;  sie  gelten  daher  nicht 
nur  ßlr  die  harmonischen  Reihen  höherer  Ordnungen,  sondern  zu- 
gleich für  jene  der  ersten  Ordnung. 


§.  108. 

Nimmt   man   in   den  Gleichungen  des  §.107.  n  =  oo    an,    so 
gehen  dieselben  in 

I.  5      =    -S    -CO       5     -x  +  Ct^)'     ^      -^^ 

II.  5=5    --(\).      S       or  +  C'^t')-      "5      -^^ 

(i+xur       Wf       ^^   (111/+^  V     ^    /  (i,i)r+a 

-cr)„,.i.'H 


(iii)'+» 


f.jrU)'-         OH)'-        ^''^    (i|2)H.I  \     ^     /    „|jjr+a 


(1|4)'+» 


F 


o  wenigsten«  bei  de»  ztvci  leiteten  die  Werlbe  der 
•kimllicben  KucfDtierilrn  Mirklicli  lierelts  liebnniil  sinil.  Diese  For- 
ncln,  ivdctic  wveeD  der  Diversem  nllcr  uneiidlicben  harmunigcheii 
Hlihtn  der  er«leii  Ordoung  fäi  diese  nichl,  «oDilern  nur  für  alle 
töbeien  Ordnungen  gellen,  sind  offenbar  den  in  §.99.  fSt  die 
kiraionlsehen  Konstanten  aufgestellten  gtnuu  entsprechend  und 
kitten  >lcb  auch  aus  diesen  letzleren  auf  dem  in  $.  H6.  angege- 
Iwncii  Wcßo  gani  leiubt  aldeiten  lassen.  Dabei  ist  ferner  in  die 
AuKin  rnllond,  Aaas  das  nSnliche  Verl'ulircn  uucb  aur  die  in  dsn 
($.100.  lOI.  und  IU2.  &us  jenen  des  fj.  00.  horßeteiloten  Glel- 
cbuiiKea  angewendet  und  auf  solche  Art  nucb  ntehrere  andere  lYlr 
ilit  lunnontB^hen  Reiben  hübcrer  Ordnungen  giltige  AusdrSi'ke 
gefundm  werden  kilnncn.  Diess  ist  so  einleuchtend  und  zugleich 
in  in  Ausführung  so  leicht,  dass  es  vollk'iniuien  genügen  wird, 
Dir  die  Resultate  äit^aer  Venvandlungen  liieher  zu  setzen,  ohne 
otühig  tn  haben,  in  die  Einzelbeilen  der  Herleilung  genauer  ein- 
Hgtben.  Nur  die  Bemerkung  dorf  dabei  nicht  übersehen  wer- 
dtn,  doss  bei  jenen  Reihen,  in  welchen  nichl  die  sfimmlli- 
eitiit  sondern  nur  einige,  insbesondere  die  geraden  Potenzen 
iK  X  tiirkummun ,  wie  diess  in  einigen  der  vorhin  angedeute- 
l*B  Reihen  der  Fall  ist,  das  Ergebniss  der  Differenzirungen 
nne  PliTU  rerschiedeiie  Form  ntinimmt,  je  nachdem  die  Anzahl 
'cr  DüTereTizirungeH  eine  gerade  oder  ungerade  ist.  Es  wird 
"ttthalh  hei  solchen  Reihen  zireckniKssig  sein,  diese  beiden 
'Ulf  ton  «inander  zu  trennen,  und  durch  abgesonderte  Kormeln 
^*naitellen,  «Hfarend  diess  bei  anders  beschaffenen  Reihen  nicht 
MAirmdlf  bL 

Kl  Beräehsichtignng  dieses  ümstandes  ergeben  sich  aus  den 
'■!  Cleicbungen  des  $.  100.  folgende  i  Formeln  für  die  harmoni- 
■ditn  Reihen  biiherer  Ordnungen: 


IIP*'"— icotangitT 
"  •2.C2r-i)!(i.T«^»" 


-et)-,, 


<"ry 


ic*'iolangwj:  I 


+Cf) 


.cn- 


1 
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'•  <.;'.,-  =4.(2r-i)id.-.-u;„.,if." 

Ehen  so  erhält  man  aus  den  Formeln  des  §.  101.  folgende  neue% 


(11«)*"+* 


VIII.      s        =7ri-rr+  *  -TiV     «    -^ 

(1+,.!,-  <'+^>         WD'        ^'''      (211)'+' 

^     ^    y     ,,,nr+a  V     ^    /   ,_,,,r+« 


(411)'^-^'  "         '    (s;i) 


IX.  S  =  n-^f  S  -Ci).     S     .xiCX^).     S   Jr« 

(.+„*,••  ('+*)       (31»)'     ^'^    (S|«)'+*  ^^''(31«)'^* 

A  +  2\ 

^      "*     ^    (318)'+» 

jr8*''~*cotangjra;        1  1        .        I 

^  *  or     - "  2 . (2r-l)! a««'-i ~2a;*- " 2(l-ar)»-''"2(H-*)«' 

(Miiir 

^rO^cotang^Kg         1         1 1 

+       'S       +  l     o     )•       *^      .0:*  +  .... 


(2|l)^H  \       -^      y'      (211)«^+» 


TtX 


TT  8«'-- Mang  y  I  I 

(I  I  T,2r'^  ^  V  /  V       I        / 


Itl+»*»)'^ 


fpilltuli  diu  (ileiclmtigeii  des  $.  I(ß.  anbelangt,  äo  »Inl 
^wenn  man  sin  dorn  Vorfahren  des  $.  Mi.  unteiMirft,  bicl> 
rnberxeugeri,  ilass  dnrniie  nur  entweder  identiaclie  uder  doch 
Glrichungeri  fdr  die  liDrinonischeri  Reii>eii  hiiberer  Ordnun- 
gen liLitorgohen,  weiche  nur  uinfuche  Fcilj;erun^eii  nu8  $.  8?.  ent- 
h»!lcti,  "taithalb  e«  übetflii^fig  «arc,  sie  bier  noch  besonders 
«nmfühien. 


5.   lOB. 

h  wird  liauni  der  Eriimeriuig  hedürren.  düss 
urcniflllea  Pormeln  derselbe  Cehrauch  und  : 
"tnlidien  Weise  xur  Bi-rechnung  der  harmonisi 
nictt  werden  k>>nne,  nie  diess  vorbin  von  den 
ff  Hl,  100  nnd  IUI.  in  Bezug  nu(  die  hurmonii 
t^ttiifl  (Forden  ist,  ohne  t]ans  ca  nülhig  sein 
CMigte  liitr  SU  niederholen.     Ferner  ist  klar,  di 


nar  ffons  in  der 
;hen  Suminen  ge- 
Gleicliungen  der 
.chen  Knnstonlen 
das  bereits 
auch  für  die 


uttnnDlacheti  Summen,  oder  doch  wegen  ihren  häufigeren  Vorliom- 

mens  wenigstens  Ii1r  die  niedrigsten  Ordnungen  derKelben  he- 

(Andere  Tafeln  berechnet  werden  kJinnlen,   aus   welchen   dann 

iitWertbe  i»  allen  Füllen   mit    gr«awerer  Lelchlinkeit  sich   nür- 

In  niDebmen  lassen,  ate  es  durch  unniillelbare  Bestimmung  uui 

Iriin  mrit;lich    ist.     -Solrbc    Tal'eln    brauchen    für   jede  einzelne 

Ürdnang  keinen  gr<if<seren  Umfang  zu  besitzen,   als  die  in  §.  ]04. 

Ilr  die  harmonischen  Konstanten  eiilhnltene,  weil  aus  den  3  Glel- 

thoDgen  des   {.  103.    durch    mehrnialij^eg    Differenziren   derselben 

llti  leicht  andere  ergeben,   durch    welche  man  in  den  Stand  ge- 

Hhl  wird,  jede  harmonische  Summe  mit  reeller  Anfangfzahl  und 

OfStnoz  auf  die  Differenz  1  und  eine  Anfaiigszabl,  die  zwischen 

UN  und  1,50  liegt,  zurück  zu  führen,  irenn  aie  diese  llcschaffen- 

4eft  nicht  ohnehin  besitzt.     Da  jedoch  die  gegenivurtige  Abhand- 

Illif  bvreils  eine  weit  grilssere  Ausdehnung  erlangt  hat,  al»  beim 

Ufj^nu  der  Arbeit  vermuthel  wurde,  soll  auf  eine  nähere  Auseiti- 

imltrsetiung  dieses  (legentitaiidcs  nicht  »eiter  eingegangen,  son- 

iaa  sogleich    der  Gehrauch   der  harmonischen   Summen 

,h£Jjler  Sunimirung  unandücber  Reiben  gezeigt  werden. 
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§.  110. 

Aus  dem  bereits  angeführten  Umstände»  dass  jede  harmo- 
nische, einer  hciheren  als  der  ersten  Ordnung  angehOrige  unend* 
liehe  Reihe  stets  konvergent  sei,  und  daher  eine  bestimmte 
endliche  Summe  besitze,  mit  alleiniger  Ausnahme  des  Falles, 
wenn  unter  den  Gliedern  eines  vorkommt,  dessen  Nenner  gleich 
0  ist,  von  welchem  Falle  aber  hier  nicht  weiter  gehandelt  zu 
werden  braucht,  weil  das  Nüthigste  darüber  bereits  früher  beige- 
bracht wurde,  folgt  unmittelbar,  dass  jede  aus  einer  endli* 
eben  Anzahl  von  harmonisi;hen  Reiben  höherer  Ord- 
nungen, nach  Multiplikation  derselben  mit  beliebigen 
Faktoren  durch  Zusammenziehung  ihrer  gleichvielteo 
Glieder  entspringende  neue  unendliche  Reibe  notb- 
wendig  eine  endliche  Summe  besitzen  und  daher  kon- 
vergent sein  müsse,  ohne  dass  es  hiezu  der  Erfüllung 
irgend  einer  besonderen  Bedingung  bedarf. 

Anders  verhält  es  sich,  wenn  unter  den  harmonischen  Rei- 
hen, aus  welchen  durch  Zusammenziehung  der  Glieder  eine  neue 
Reihe  gebildet  werden  soll,  auch  solche  der  ersten  Ordnung 
sich  befinden.  Denn  in  diesem  Falle  kann  offenbar  die  neue 
Reihe  nur  dann  eine  endliche  Summe  haben,  wenn  den  säramt- 
liehen  vorhandenen  harmonischen  Reihen  der  ersten  Ordnung 
für  sich  allein,  jedoch  im  Zusammenhange  unter  einander  ge- 
nommen, eine  eben  solche  Summe  zukommt  und  folglich  die  Fakto- 
ren derselben  der  Bedingungsgleichung  des  §.  48.  Genüge  lei- 
sten. Zugleich  ist  bei  dem  wirklichen  Eintritte  dieser  Bedingung 
gewiss,  dass  die  neue  Reihe  eine  endliche  Summe  haben  müsse, 
weil  sie  dann  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  endlichen  Summen 
besteht.  Hieraus  ergibt  sich  der  Satz:  Jede  aus  mehreren 
harmonischen  Reihen,  welchen  Ordnungen  dieselben 
auch  angehören  mögen,  durch  Multiplikation  mit  be- 
liebigen Faktoren  und  Zusammenziehen  ihrer  gleich- 
vielten  Glieder  entspringende  neue  unendliche  Reihe 
besitzt  eine  endliche  Summe  oder  nicht,  jenachdem 
die  Faktoren  der  darunter  befindlichen  Reiben  der  er- 
sten Ordnung  der  Bedingungsglcicbung  des  §.48.  ent- 
sprechen oder  nicht  entsprechen. 

In  dem  eben  bezeichneten  letzten  Falle  kann  selbs verständ- 
lich von  Aufsuchung  einer  Summe,  die  es  nicht  gibt,  auch  nicht 
weiter  die  Rede  sein.  Tritt  hingegen  der  erste  der  beiden  an- 
gezeigten Fälle  wirklich  ein,  d.  h.,  leisten  die  Faktoren  aller  vor- 


t*ihc»   der   erstell  Onlnutig    der  Bedin- 

^Geiifige,    dann  lel  en  jederxfit  leicht, 

lAaten  unendliclien  ketlie  da- 

[^die  Suninie  <Ier  aiitt   den 

sich    allehi    gcnoni- 

cbeo  Heihe    nach    Anl«i- 

Qnd    noch    die    harniuniachen 

rTorkommenden  Reihen    höhe- 

ihnen  Kugehiirigen   Faktoren 

eiufach«»  tieselze  »erden  aotvohl  die 
leknat,  in  welchen  die  Sumniiruni;  der  Reihe 
^■ucb  die  Summe  selbst,  sobald  es  eine  solche 
efunden. 


f-   "II- 

I  nllmitchen  Wege,  welcher  in  §.  48.  bei  den  harnio- 
B  Reiben  der  ersten  Ordnung  eingeschlagen  wurde,  üher- 
ttiglmaa  nirh,  das«  dus  allgemeine  Glied  einer  nus  harmorii- 
*^  Reiben  Sberhaufit,  welchen  Ordnungen  dieselben  auch 
■■VCbSrflB  laiVGien,  durch  Zustimmenziebung  ihrer  gleichviellen  Glie- 
Ad  Ueh  j.  47.  hetvorgelienden  Reihe  nolliwetidig  eine  ratio- 
Bkli  gebrochene  echte  Funktion  der  Stellenzaht  n  eein  mdsse 
Bol  nmgtkeliH,  das«  jede  Reihe,  deren  allgemeines 
Glied  ein»  eben  solche  Funktion  van  u  wirklich  ist, 
*iii  der  Zusammeuxiehung  der  Glieder  mehrerer  har> 
nsiiicbeo  Reihen  nach  §.  47.  entstanden  gedacht  wer- 
den kSniie,  oud  man  im  letzteren  Falle  die  allgemeinen  Glieder 
der  einzelnen  Reihen,  ivekhe.  und  zugleich  den  Faktor,  mit  wel- 
C^Jede  einzelne  von  ihnen  in  die  Zusammetiziehung  eiiizulre- 
Ih  bu,  ahne  Schwierigkeil  nua  dem  allgemeinen  Gliede  der  ge- 
(drenea  Reihe  durch  Zerlegung  desselben  in  Parllal- 
ktSeke  linden  werde. 

ferner  ist  bereits  ehendort  angeführt  worden,  doss  unendliche 
WM,  deren  allgemeine  Glieder  rationale  gebrochene 
'MkÜMen  von  n  sind,  konvergent  oder  divergent  sind  and 
ifgllch  endliche  Kummen  besitzen  »der  nicht,  jenacbdem 
ir  Zlbler  um  wenigstens  '2  Grade  niedriger  ist,  als  der  Nenner, 
tarolcbL 

Wbd  nun  eine  unendliche  Reihe  gegeben,   deren  allgemeines 
I  flio*  rationale  gebrochene  Funktion  von  h  und  Eugleicb  der 
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Zähler  um  wenigstens  2  Grade  niedriger  ist  als  der  Nenner,  und 
entwickelt  man  daraus  durch  Zerlegung  in  Partialbrücbe  die  ein- 
zelnen harmonischen  Reihen ,  aus  welchen  die  gegebene  durch 
das  Zusammenziehen  der  gleichvielten  Glieder  nach  §.  47.  ent- 
standen vorgestellt  werden  kann,  so  ist  leicht  einzusehen,  dass 
die  Faktoren  der  darunter  befindlichen  Reihen  der 
ersten  Ordnung  nothwendig  der  Bedingungsgleicbung 
des  §.48.  Genüge  leisten  müssen.  Denn  im  entgegenge- 
setzten Falle  könnte  die  aus  diesen  letzteren  Reihen,  für  sich 
allein  genommen,  entstehende  unendliche  Reihe  und  folglich  auch 
die  gegebene  Reihe  keine  endliche  »Summe  haben,  was  doch  ver- 
möge der  vorausgesetzten  Beschaffenheit  der  letzteren  In  Folge 
des  eben  vorhin  Angeführten  gewiss  der  Fall  ist.  Hieraus  folgt, 
dass  unter  den  angenommenen  Voraussetzungen  die  in  dem  ersten 
Satze  des  §.  110.  ansge^^prochenc  Bedingung,  unter  welcher  die 
Summirung  der  Reihe  nach  Anleitung  des  ebendort  enthaltenen 
zweiten  Gesetzes  ausgeführt  werden  kann,  jederzeit  eintrifft,  d.h., 
dass  jede  unendliche  Reihe,  deren  allgemeines  Glied 
eine  rationale  gebrochene  Funktion  von  n  und  zugleich 
der  Zähler  um  wenigstens  2  Grade  niedriger  ist  als 
der  Nenner,  durch  Zerlegung  in  Partialbrüche  nach 
§.  110.  sich  summ  Iren  lasse. 

Dieser  höchst  einfache  Satz  besitzt  eine  grosse  Wichtigkeit, 
weil  in  ihm  eigentlich  die  gesammte  Lehre  von  der  Summirung 
jener  unendlichen  Reihen  ^icli  konzentrirt,  deren  allgemeine  Glie- 
der rationale  Funktionen  von  n  sind.  Denn  da  jede  ratio- 
nale Funktion  von  n  entweder  eine  ganze  oder  gebrochene 
ist;  aus  einer  Funktion  der  ersten  Art  aber  niemals  eine  kon- 
vergente unendliche  Reihe  entspringen  kann  und  aus  einer  dei 
anderen  Art  nur  dann,  wenn  die  in  dem  vorigen  Satze  ausge- 
sprochenen Bedingungen  eintreffen,  so  ist  klar,  dass  jede  un- 
endlich c  R  e  i  h  c  m  i  t  e  i  n  e  m  r  a  t  i  o  n  a  I  e  n  a  1 1  g  c  m  e  i  n  e  n  G I  i  e  d  c 
entweder  nach  dem  obigen  Satze  sich  summiren  lässt, 
oder  gar  nicht  summirt  werden  kann. 


§•  112. 

Um  die  Leichtigkeit,  mit  welcher  die  aufgestellten  Regeln 
sich  in  Ausführung  bringen  lassen,  recht  deutlich  vor  Augen  zu 
legen,  möge  es  gestattet  sein,  zwei  nicht  besonders  weitläufige 
Beispiele  darnach  auszuarbeiten. 

Sei  zuerst  die  unendliche  Reihe 
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KV^^  +  iTöTP  ■*■  7»:8«:9«  ■*■  10«.  11«.  12«  +  - 
Suumirang  vorgelegt.     Das  allgemeine  Glied  derselben  ist: 

1 

(3n— 2)«.(3ii-l)«.(3w)«' 

irtM  man  sogleich  sieht ,  dass  die  üedingungen  zur  Sunimir- 
tekett  der  Reihe  nach  §.111.  wirklich  vorbanden  sind.  Zerlegt 
■u  diesen  Brach  in  die  Partialbruche,  so  geht  derselbe  in 


ä      . t.       i        .        1 


1 

18 


3,1—2  +  11  +  (3n  — 2)«  +  (3n—  !)•  +  n« 

0ber,  iroraas  man  erkennt,  dass  die  vorgelegte  Reihe  aus  den 
Rinf  harmonischen  Reihen 

S  f     S  f      s  ,     s  ,     s 

113       ni       (j,3j«      (213)*     (IH)* 

beueboDgsweise  multiplizirt  mit  den  Faktoren 

a  1  1  1  1 

i'       7»      t»       '  »       39 

dordi  Zusammenziehen  ihrer  gleichvielten  Glieder  nach  §.  47.  ent- 
sUodeD  gedacht  werden  könne.  Die  Summe  der  aus  den  beiden 
Reiben  der  ersten  Ordnung  fiir  sich  allein  genommen  entsprin- 
genden anendlichen  Reihe  findet  man  vermöge  §.  49. : 

-!•  c+lc. 

4    1 13      4  i|  t 

Pult  man  hiezu  noch  die  harmonischen  8omnien  der  drei  vor- 
^i^Bdenen  Reihen  der  zweiten  Ordnung  mit  ihren  zugehörigen 
Faktoren  and  Vorzeichen,  so  erhSit  man  die  Summe  der  gegebe- 
nen Reihe  ausgedrückt  durch 

-T.C+-T.    C+-7.     Ä     +     S      +5;s-     «^     » 

4  1,3      4   111       4  ^,,3^«     ^^3^2      36^^,,^» 
o<ier,  wenn  man  hierin  anstatt  C,     S  ,     S    die  Werthe  aus  den 

*'^     (2|3)«     (1|1)* 

H'33.,  93.  und  91.  substituirt  und  dann  gehörig  abkürzt, 


Ihr«      «V3      3ß      3 
72-24-8       V^^^y 

wobei  nur  noch  zu  bemerken  ist,  dass  der  numerische  Werth  der 
piiairen  harmonischen  Summe  5  aus  §.  93.  entnommen  werden  kann. 

(113)* 


■?rsni 


182  Knar:   Die  karmanisehen  Heiken, 

Als  zweites  Beispiel  mag  die  unendliche  Reihe  dienern 

18.3»  ^5».?»^  9».  11»  ^13».  15»  ^••••* 
deren  allgemeines  Glied 


(4«— 3)».(4n-l)»* 
oder  in  Partialbrfiche  zerlegt 


3 

Ttf 


^tf  A  Tg  A       ■        *»  g 

4„-3     4ft— 1""(4«-3)«     (4»i-.l)«^(4»i— 3)»     <4«  — I)« 

ist.   Hieraus  ergibt  sich  sogleich  als  Summe  der  Reihe  der  Ausdrock: 

3     p  _3^    ^y o^     Ä«»_     Ä-|._     Ä   S 

16-114      16' 314      16-^„^j«     16 -^3.^^,     8-^j,^j»     8'^3.^jl' 

oder  nach  vorgenommener  Substitution  der  Werthe  und  gebSrigtf 
Abkürzung  « 

3n       3;i*        TT» 

64  ~  I28  +  256' 


5.  113. 

Vermöge  der  Summirungsregel  des  §.  110.  werden  die  Sam 
men  der  unendlichen  Reihen,  welche  sich  nach  jener  Regel  be* 
handeln  lassen,  im  allgemeinen  durch  die  harmonischen  Kon 
stauten  und  Summen  ausgedrückt.  Da  nun  die  Wertfae  dei 
ersteren  niemals,  jene  der  letzteren  nur  in  sehr  seltenen  Filiei 
durch  die  sonst  gebräuchlichen  analytischen  Funktionen  in  ge- 
schlossener Form  sich  darstellen  lassen,  so  können  die  auf  soldM 
Art  erhaltenen  Summirungen  in  der  Regel  keine  analytisehei 
im  Sinne  des  §.  53.  sein,  wie  auch  das  erste  in  §.  112.  beige 
brachte  Beispiel  zeigt.  Von  dieser  Regel  finden  aber,  wie  mai 
an  dem  zweiten  Beispiele  des  §.  112.  sieht,  zuweilen  fast  nner 
wartete  Ausnahmen  Statt,  welche  wohl  verdienen  mochten,  etwai 
näher  untersucht  zu  werden. 

Dem  ersten  Anblicke  nach  kOnnte  man  sich  zu  der  Meinunf 
veranlasst  finden,  dass  hier  die  nämlichen  4  Aufgaben  zu  lüsei 
seien,  welche  bei  der  Summirung  durch  die  harmonischen  Konstan 
ten  in  §.  53.  vorgelegt  wurden.  Allein  ans  dem  schon  bemerktet 
Umstände»  dass  in  den  Werthen  der  harmonischep  Summen  nie 
mals  ein  Logarithmus  enthalten  ist,  folgt  von  selbst,  dass  auch  ii 
den  durch  dieselben  ausschliesslich  bewerkstelligten  ReiheO' 


Ole  hannfitthchen  Hcihtn. 


If3 


iDinin|;en  ohiiohip  lioin  Logarilbmus  vorknranien  kann,  wea«- 
bkRi  Ate  drille  von  den  erw.llinten  Aurgiibcii  von  selbst  hinweg 
ßlU  and  (lano  ilie  xtveito  von  ihnen  mil  der  letzten  einerlei 
«Itd.  Nut  dann,  Kenn  unter  ilen  lusammen  zu  ziehenden  har- 
»oniecbpn  Reihen  nucli  solche  il«r  ersten  Urdnunj«  geßebeii 
gj,  brtnncn  i»  dem  Ausdruck«'  der  Summe  Logttrithmen  erschei- 
un.  In  diesem  Falle  aber  mtiseen  die  Uedlngungeti  xum  Ver- 
uboiniien  dieser  Logarithmen  aus  der  ganzen  Summe  offenbar 
(De  uimllchen  sein,  durch  deren  Etf^llunit  dieselben  l>n|;aTithmen 
Uch  u»  der  Summe  aller  vorhandenen  harmoniscben  Reihen  der 
(raten  Urdnuni;,  Tür  sich  allein  genommen,  hinireg  Tallen  wür- 
liD,  nad  von  der  Aufsuchunf;  dieser  Bedingunj^en  ist  bereits  bei 
ilfr  R*Ili<nsumniirui>g  durch  die  harmonischen  Knnstanten  die  Rede 
^vwen.  Aus  diesem  Grunde  soll  in  Bezug  auf  die  harmonischen 
I  höherer  Ordnungen  nur  die  Auflösung  dt:r  ersten  und 
Iiltiflii  Aiirgobe  des  §.53.,  nJimlich  von  der  analytischen  und 
(ltebrai«chen  Summirung  der  Reihen,  im  allgemeinen  burz 
lell,  dann  aber  zur  Belrnchtun;;  einiger  besonderer  Fälle 
r  ^ummimngen  übergegangen  werden,  uelche  mit  dem 
ftW  frShei  Erwiesenen  in  genauer  Verbindnng  Rtehen  und  aas 
"•IdKn  uigfetch  einige  nicht  uninleressanle  Ergebnisse  zum 
l'ÜiHdteiae  komroen  werden. 


I^inaeiai 


§.  114. 


l>ie  Aodnsung  der  eben  bezeictineten  beiden  Aufgab«»  haun, 
^n  man  leicht  erkennen  wird ,  hier  im  allgemeinen  ganz  in  der- 
■tlhen  Art  bctverlESlelliget  werden,  wie  in  $.54.  Denn  es  bandelt 
tick  biet  wie  dort  nur  darum,  aus  dem  Ausdrucke  der  Summe 
tMiitSn  die  nicht  analytischen  oder  nebst  denselben  eu- 
flidtli  die  nicht  algebraischen  Glieder  verschwinden  zu 
Mtbeo,  was  npr  dadurch  geschehen  bann,  iDdem  die  KoefiBiien- 
Im  diwtT  genannten  Glieder  gleich  0  werden.  Es  wird  deNshalb 
hin  Ttllkommen  genügen ,  die  Art  der  Ausführung  sowohl  rflck- 
^dulith  der  analytischen  als  auch  der  algebraischen 
Sonnirbarkeit  der  Reihen  jedesmal  an  einem  einzelnen  nicht 
TWritkelten  Beispiele  zu  zeigen. 

Sei  zuerst    die  Aufgabe  vorgelegt   zu    untersuchen,    ob     und 
■iBtet  Reichen  Bedingungen   aus   den  3  harmonischen  Reiben  der 
I  Ordnung 


m4  Knar:    Die  harmoniscAen  Reihen. 

wenn  dieselben  beziehungsweise  mit  den  Paktoren 

Af     Ali     A^ 

inultiplizirt  werden,  eine  analytisch  summirbare  Reihe  nach 
§.  47.  abgeleitet  werden  könne? 

In  §.  95.  ist  gezeigt  worden,  dass    S    selbst  analytisch  ausge- 

(1|2)* 

drückt    werden    könne.     Ferner  ist   vermöge  §.  96.    Ä    eine  prl- 

(1|3)* 

märe  harmonische  Summe,  welche  auch  nach  §.98.  in  dem 
Werthe  der  sekundären  harmonischen  Summe    «S    vorkommt,  und 

(116)* 

zwar  mit  den  Koeffizienten  4  behaftet.  Eine  andere  primäre  har- 
monische Summe  erscheint  nirgends.  Damit  daher  die  aus  den 
obigen  3  Reihen  zu  bildende  neue  Reihe  analytisch  summirbar 
werde,  müssen  aus  ihrer  Summe  alle  Glieder,  welche    S  enthal- 

(113)* 

ten  würden,  verschwinden,  was  nur  dadurch  geschehen  kann,  wenn 

^1  +  1^2  =  0     oder     /l,  =  —  J-^i 

wird.  Diese  ist  daher  die  einzige  Bedingung,  von  deren  Erf&l- 
lung  die  analytische  Summirbarkcit  der  aus  den  vorgelegten  drei 
Reihen  hervorgehenden  neuen  Reihe  abhängt.  Desshalb  muss 
die  Reihe 

A»  S  +/4i.   jS  —*Ai,  S   , 

(112)*  (1|3)*  (116)* 

deren  allgemeines  Glied 

/l  Ai  iAi 


(2n  —  1 )«  ^  (3n — 2)«      5  (6w  -  5)« 

ist,  stets  analytisch  Summirbar  sein,  was  für  Werthe  man  auch 
den  Faktoren  A  und  Ai  beilegen  mag.  Wirklich  findet  man  nach 
§.  109.  die  Summe  dieser  Reihe  durch 


/A       4/1,  \ 


mithin  analytisch,  ausgedrückt.  Durch  die  vorhergehende  Ablei- 
tung ist  aber  noch  ferner  gewiss,  dass  jede  andere,  aus  den 
nämlichen  drei  harmonischen  Reihen  nach  §.47.  abge* 
leitete  Reibe,  welche  der  obigen  Üedingungsgleichung 
nicht  entspricht,  auch  nicht  analytisch  summirbar 
sein  werde. 


i  «Teiles  btispie)  »«Den  iJie  Bciliii|;ungeri  aiifKeouchl  »er- 
fblw  iTElcbi:»  di«  Reihe 

A.    S   -^  A,.    S    +  A^.    S 

(»!»)•  (JlJi'  IRI3)' 

«in«  tljjebcaisch  «usdrackbare  Summe  besitaen  kann. 

Venniige  der  in  $•  Mi.  gertinileiien  Werihe  kommt  in     5    die 

piinire  barnionische  Summe     <S    mit  dem  KaerfLcicnlen   1*    be- 
eil)' 
lian«l  nr;  femerlD     S    ^    S    —l    gleicbfulU  die  nSmlichfl  pri- 

(B|91*       («IS)' 

lulaota  mit  demselben  Koellizienleii  i' ,   endlich  in 


i 


=  ■      S.    .d»     S     =i(  S  -l)  =  ,'„ 


mit  ilrai  KoerTuienten  Jt  versehen.  Damit  daher  die  beseichnele 
prinJie  Summ«  aus  der  Summe  der  neuen  Reihe  verschwindei 
niu  noth wendig 

iM+lM,  4sV^a  =  0    oder     13^  +  13^,  +  ^,  =  0 

«ein.  Durch  die  Erblllunft  dieijer  Einen  Bedingung  wird  die 
Metlii,'.  nie  man  leicht  sieht,  »vohl  eine  analytisch  summir- 
''iig.  (bcT  'loch  nicht  nolhwendig  algebraisch.  Denn  in  ihrer 
^ammt  kann  noch  die  nicht  algebraische  Zahl  n'  enthalten  sein, 

2v3 


"ildk«  is  dem  Werthe  v 

■■2Ö 
Zum  IHnwegrallcii  ^ 


S 


lil  dem  Koelüzienten   -öt^  ,    in 
in      S      hingegen    gar    nicht    vor- 

(813]' 

I  IC*  wird  demnach  erfordert,  dass 


J^,  =  ü     oder     A-At=0 

N>  Diese  und  die  frflhere  Bedingung  zuaammen  genommen 
V^  mm 

A,=A     und     .-/,  =  — 20-4 

<^  ^ejenigen  zwei  ßeditiguugsgleichiingen,  bei  deren  Erfüllung 
i'B  Reihe  geivias  nl[;ebrniscb  summirbar  ist,  was  aber  auch 
|«iri«s  nicht  lUr  Kall  ist.  sobald  nicht  beiden  gleichzeitig  Genüge 
;eki«l»l  nird. 

WifMich  findet  man  im  Falle  des  Zutreffen»  beider  Bedingno- 

ihm  allgemeine  (ilied  der  Reihe 
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A  A  2ßA 

(3„  — 2)»  ■*"  (3ä  +  2)»     27(»  +  l)»  • 

und. die  Summe  derselbeD  ist: 

181 
A.    S    +A.   S    -26^.    S    =916^- 

(l|3)*  (513)'  (613)' 

Lä8st    man    hiebei  den  von   n  unabhängigen »  in    allen 
Reihen  gemeinschaftlich  vorkommenden  Faktor  A  ganz  bei  IS 
so  sieht  man  wohl,  dass  aus  den  obigen  Reihen  eig 
lioh  nor  eine   einzige   algebraisch    suitimirbare   R 
nach  §.47.  entstehen  könne,  deren  allgemeines  Glied 

I  1 26 

(3n  —  2)»  +  (3n  +  2)3     27(n  +  l)> 

und  ihre  Summe   öjä   ist. 


§    llö. 

In  den  Fällen,  wenn  aus  solchen  harmonischen  Reihen,  w< 
nicht   sämmtllch   zu  einerlei  Ordnung    gehören,    eine 
Reihe  nach  §.  47.  gebildet  werden  soll,  kann  bei  Aufsuchung 
Bedingungsgleichungen  für  die  analytische  Summirbarkeit  folg 
einfache  Bemerkung  von  Nutzen  sein. 

Aus  der  Gesammtheit .  der  im  Vorhergehenden    ausgefSl 
Berechnungen  ersieht  man,  dass  es  zwischen   den    harmonis 
Konstanten  und  Summen,    so    wie  auch  zwischen   den  letzt 
unter  einander,  sobald  sie  verschiedenen  Ordnungen  an^ 
ren,  keine  wechselseitige  Beziehung  gibt  oder   wenigstens 
keine  solche  bekannt  ist,  durch  deren  Hilfe  jene  Zahlen   fui 
stimmt  gegebene   Werthe  von  a  und  d  aus  einander    abge 
werden    konnten,     wesshalb  sowohl   die   primären    harmonis 
Konstanten,  als  auch  die  primären  harmonischen  Summen 
jeden  einzelnen  Ordnung  eine  besondere  Abtheiiung  von 
tionalen  oder  transzendenten  Zahlen  bilden,  welche  Abtheilu 
gar  nicht  von  einander  abhängen.     Aus  diesem  Grunde  ist  ei 
stattet,  in  den  vorgedachten    Fällen    die   Aufstellung  der  B 
gungsgleichungen   für  das  Wegfallen  solcher  harmonischen 
stauten  oder  Summen  abtheilungs weise  vorzunehmen,  i 
man  zuerst  nur  alle  irgend  einer  einzelnen  Ordnung  angehe 
harmonischen  Reihen  so  in  Betracht  zieht,  als  ob  nur  diese 
vorbanden   wären,    und  die  zu  ihrer  analytischen  Summirbj 


«farderllcheii  l!<>(lin^ui)|;s|r|ek-bungen  feslsclxl.  ilunii  uber  nacli 
«mlMchm  )!li:>ehet  Wei«^  z»  rirn  harnioniHcheii  Keiheii  aller 
Üb'iKH"  Üriliiuiiireii,  nn  »tiit  siilche  vnrhnit'lcii  eind,  übergeht. 
f  I'li  gleicbzffiliitc  Erfnllong  aller  auf  dieee  Art  sich  ergehendet 
idliirr  Rt-(l!ii)>iin^8gU'icliiin!<cii  «ird  ilajin  hin  reicbeml  und 
ucfa  n«l)i«eudig  sein,  damit  die  Numiiie  dLr  Hcilie  eine  ana- 
lyliBcbo  vfuie,  weil  slela,  sobald  nur  einer  elnziiien  voo  Jonen 
fikitbflB^'n  "'•^ht  (jeii([i!e  geleietel  seipi  soIIIp,  tvenTp;9tens  Ein« 
ilt!T  jnimKrcn  hnrninniücheii  Konstanten  oder  Summen  in  dem 
imriiniDidrurkr  der  Reibe  zu rflcli bleiben  mCtititc,  wodarch  der 
ktitere  «ben  nudiüren  n'Ürdc,  ein  aimlytierheT  Im  Sinne  des 
f.  53.  n  nein. 

il*  »in  >ebr  diirnches  t{ti^|iiel  dieser  Arl  «iill  die  Aurgabe 
laqEeiiaiameu  werden,  die  Bedingungen  tu  snchen.  unter 
«elchonaii»  di-n  viir   harninnischen   Kiiihen 


S.      S. 
eiefl  mullipliKii 


S  , 


den   Faktoren 

«iie  analytisch  sitmmirbar«  unendlirhe  Reihe  nach 
f  ^.  »ntstelien  werde,  oder  mit  anderen  Worten,  wie  der 
Zllilft  des  allgemeinen  Gliedes  einer  nnend  lieben 
R*l<ic  beiicIialTen  »ein  müsse,  wenn  der  Nenner 

(4»-3)«.{4n-l)« 
i«t.  und  die  Summe  an alytiarh  sein   soll  V 

Belrirlilel   man   hier   zuerol   die    beiden   Reihen    der   erstell 
Mnnnir  A  .  S  und  A,.  S   .so  erhält  mnn  schon  nach  i.  48.  die 

'W  3|l 

•MmigJingiigleictiung  .4 -f'^i  ==^0,  deren  Erriillung  vermfige  §.57. 
'^'•fEb  die  analytische  Suramirbarkeit  der  hieraus  allein  ent- 
•("'"gsttilen  Reihe   herbeirührt.     Demnach   muss  zuerst  Ai  = — A 

Hb, 

Für  di«    beiden   Reiben   der   zivoiten    Ordonng   ^^  -    ^   <■"■' 

(im* 

lalylrschen  Summirbarbelt  aus  §.  97. 


^-  S  ergibt  sich  i 


ingnngsglHchung   A^—  Jj  — 0.    woraus   At'=  A^  folgt. 

Berlingungen  inuss  tienfige  geleistet  werden, 
e  Summe  der  Gcsunimtreihe  anulyfisch  sein  soll.  Hieraus 
Un  Sogleich   das  allgemeine  Glied  der  Reibe  durch 


-+ 15 \-.J^ 


(4«-3)«.(4n-l)« 
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und  die  Summe  derselben  durch 


ausgedruckt,  wo  A  und  A^  jeden  beliebigen  Werth  haben  ku 
Ausser  den  so  eben  bestimmten  Ist  keine  andere  R 
analytisch  summirbar,  bei  welcher  das  allgem 
Glied  den  Nenner  (4ft— 3)S.(4n -1)<  besitzt. 

Aus  den  vorstehenden  Formeln  ergeben  Vieh  offenbar  di< 
den  einfacheren  Fälle,  indem  man  entweder  ^1  =  —  ^,  A 
annimmt^  woraus  man 

_  1  n^      n 


^  {An  -  3)«.  (471—  1)«  ""  32      16 

5  3 

findet,  oder  indem  ^=gi  und  A%^=z  —  ^  gesetzt  wird,  woi 

die  Summirung 

'^(4n-3)«.(4it-iy«  —  256  ""512 
lum  Vorscheine  kommt. 


§.  116. 

Vermöge  der  in  §.  94.  und  §.95.  angeführten  ßernoulli'j 
Summirungen  hat  man,  sobald  a  eine  beliebige  ganze  Zab 
deutet, 

(«;!)«'•  all)*"         (111)*''  ^'^^'  (Hl)*'' 

(««-ii«)"    mf      dH)*'         ''•^'''^^'         dl«)«' 

Durch  diese  Formeln  lassen  sich  die  Werthe  der  bar 
sehen  Summen  aller  geraden  Ordnungen,  sobald  die  Diff 
entweder  l  oder  2,  und  die  Anfangszahl  eine  ganze  ist,  j 
zeit  mit  Hilfe  der  Zahl  %  in  geschlossener  Form,  d.  h.  an 
tisch,  ausdrücken,  und  zwar  sind  diese  die  einzigen  hari 
sehen  Summen,  die  man  bisher  in  solcher  Weise  darzustell< 
Stande  ist.    Hieraos  folgt  unmittelbar,  dass  alle  aus  ha 


aitritDRsihcn  von  durch gXiigi^  (crndeo  OrJuuDgen, 
ntl  ilta  Uirferetixun  I  nHer  '2  uriii  Knnuen  Anfnnga- 
labttn  na  cd  Anleitung  des  §.  il.  i-nt  spring  enden  neuen 
Heiken  iiolhnendif;  analytisch  summirbar  sein  luOs- 
■CB,  nbiie  dass  «b  tiiexu  des  Eintreten«  irgend  einer 
«eitertn  BeHingong  bedarf. 


Vtrliindvl  mnn 
inleMDen  SuUe  nt 
Mtli«  «iMaelben,  so 
terlcFissung:  Jedi 
Ordnung  mit  i;aiJ 
teal.  2,  3,  4  odci 
Uttf,  jeduch  n 
jifiiBn  AnTani^s 
tich  i.  47.  cnts| 
imlvliscb  eniiin 
Ikit  Summe  be 
lOTliotninendgn  h 
nBf    der     Bedi 


diesen  Ergebiiiss  mit  dem  bereits  in  9-  ^7. 
L-b  der  ersten  darl  angetvendelen  Ansdruclta- 
erbäll   der  letztere   biedurcb   Tolgende    erivei- 

nusharniniMsuben  Reiben  der  ersten 
zen   Aui'aniiiäzahlen   und  den  nirferen- 

fi,  und  aus  harnionisclien  Reiben  hö- 
jr  gerader  Urdiiungen,  ebenfalls  mit 
sahlen  und  den  Differenzen  I  oder  2 
ringende  unendliche  Keihe  ist  stet« 
irbar,  snbulil  sie  aberbau[it  eine  end- 
iitzl,  d.  b..  sobald  die  Faktoren  der 
armoniscben  Keiben  der  ersten  Ord< 
■  gungsgleichung     des     §.   48.     GenOge 


Will  ninn  eine  ähnliche  Verbindung  des  frOher  für  die  bar- 
"iKiiiieheu  Reihen  hüherer  Ordnungen  erniesenen  Gesetzes  mit 
den  zweiten  in  $.  57.  ausgesprochenen  Satze,  der  wohl  bSuflger 
piltlitchc  Anwendung  linden  dürfte,  vornehmen,  so  darf  man 
OKbl  ObüTMeben,  dass  in  dem  Falle,  ivenn  in  dem  Nenner  eines 
gegebenen  rationalen  Bruches  ein  Faktor  von  der  Form  (w -f  n)* 
«i]a(2»fi>}*torkonnnt,  daraus  bei  der  Zerlegung  in  Parlial bräche 
Wck  »olthe  mit  di-m  Nenner  (h  +  o)*  oder  (Sn  +  u)»  entstehen 
^11,  fflr  Vielehe  man  die  zugehürigcn  harmonischen  Summen, 
"vilfie  vo»  der  dritten,  denmach  einer  ungeraden  Ordnung 
^'.  im  allgemeinen  analytisch  auszudrücken  nicht  im  Stande 
^i-  Dasselbe  gilt  offenbar  otich  ffir  Fabtoren  »nn  einem  noch  ho- 
"'M  als  dem  vierten  Grade.  Hingegen,  «-enn  in  dem  Neu- 
■er  des  Brüchen  ausser  den  nnr  einfach  vorhandenen  Faktoren 
d«  tnlen  Grades  noch  solche  von  den  Formen  (»H  ti)^  oder 
(^io)*  entballeii  sind,  jedoch  keine  eines  höheren  Grailes,  dann 
I^IB  aus  den  Faktoren  (n  F  "}"  »«1er  ('iit  -f  a)3  nur  ParlialbrQcbe 
Bit  den  Nennern  (n+n)»,  n  +  n  oder  {-2«  +  o)«,  -2»  +  a  entstehen, 
Mdu»  die.  diesen  Partialbrüchen  ent9|jrecbenden  harmonischen 
Rtihen  entviedcr  zur  zweiten  oder  zur  ersten  Ordnung  gehii- 
tn.  Die  etsteren  sind  vermöge  des  vorbin  Ervriesenen  aämmt- 
IM  ttnzein  und  dnfier  all«  zusammen  analytisch  summirbar.  Was 
ifatet»leren  anbelangt.  tuHsscn  dieselben  in  Verbindung  mit  den 
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übrigen  vorhandenen  harmonischen  Reihen  der  ersten  Ordnung 
der  Bcdingungsgleichung  des  §.  48.  notbwendig  Genflge  leisten, 
weil  im  entgegengesetzten  Falle  weder  diese  Reihen  für  sieh 
allein,  noch  auch  vereinigt  mit  den  bemerkten  Reiben  der  zwei- 
ten Ordnung  eine  endliche  Summe  haben  kunnten,  was  doch  stets 
eintreffen  rouss,  sobald  der  Zähler  des  gegebenen  Bruches  um 
wenigstens  2  Grade  niedriger  ist,  als  der  Nenner.  Wenn  aber 
solchergestalt  die  sämmtlichen  Reihen  der  ersten  Ordnung  der 
Bedingungsgleichung  des  §.48.  wirklich  entsprechen,  dann  muas 
vermöge  §.  57.  die  Summe  derselben  zugleich  analytisch  sein, 
und  folglich  wird  auch  die  Vereinigung  eben  dieser  mit  den  vor- 
her bemerkten  Reihen  der  zweiten  Ordnung,  was  nichts  anderes 
ist,  als  die  aus  dem  gegebenen  rationalen  Bruche  entspringende 
unendliche  Reihe,  gewiss  analytisch  summirbar  sein. 

Zufolge  dieser  Betrachtungen  kann  daher  dem  zweiten  in 
§•  57.  ausgesprochenen  Satze  nachstehende,  im  Vergleiche  gegen 
die  frfihere  zwar  erweiterte,  im  Zusammenhalte  mit  dem  unmittel- 
bar vorhergehenden  Satze  aber  etwas  minder  weit  reichende  Fas- 
sung ertbeilt  werden:  Jede  unendliche  Reihe,  deren  all- 
gemeines Glied  eine  rationale  gebrochene  Funktion 
von  n  ist,  muss  analytisch  summirbar  sein,  sobald  der 
Zähler  um  wenigstens  2  Grade  niedriger  ist  als  der 
Nenner  und  zugleich  der  letztere  aus  durchgängig  von 
einander  verschiedenen  Faktoren  von  den  Formen: 
n  +  a,  2n  +  ai,  3« +02»  •*'«  f  «sj^w  +  r/^,  {n -\- a^)^  und  (2n  +  a^)^ 
besteht,  wo  a,  c/| ,  a^,  a^,  a^,  a^  und  a^  beliebige  ganze, 
übrigens  additive  oder  subtraktive  Zahlen  bedeuten 
können. 

Durch  dieses  Gesetz  findet  man  sich  im  Stande,  mit  Leich- 
tigkeit eine  unbeschränkte  Menge  allgemeiner  Glieder  von  unend- 
lichen Reihen,  in  deren  Nennern  auch  Faktoren  des  zweiten 
Grades  vorkommen  dürfen,  aufzustellen,  bei  welchen  die  Summen 
der  Reihen  gewiss  analytisch  im  Sinne  des  §.  53.  ausgedrückt 
werden  können,  nur  muss  man  sich  dabei  aus  leicht  begreiflichen 
Gründen  hüten,  unter  die  Faktoren  des  Nenners  solche  aufzuneh- 
men, welche  für  irgend  einen  additiven  ganzen  VVerth  von  n 
gleich  0  sein  würden. 

Uebrigens  sind  diese  Satze  offenbar  keineswegs  im  Sinne  der 
Ausschliesslichkeit  zu  verstehen,  d.  h.,  es  können  allerdings  noch 
andere  analytisch  sunimirbarc  Reihen  nach  §.  47.  entstehen, 
welche  sich  aber  durch  keine  der  vorstehenden  Kegeln  auffinden, 
sondern  nur  nach  §.  114.  erkennen  lassen.  Das  zweite  in  §.  112. 
angeführte  Beispiel  ist  ein  praktischer  Beleg  für  diese  Behauptung. 


fi    117- 

man  die  schon  bisher  bei   den  Anivendimgen  »nf  be- 

Zabien    in    der   Itegel    zum    (triinde    liegende  Voruus- 

di«  Anfnngsaahlen  und  DiffercnEen  aller  harmonieeben 

KKRie  Zahkn  seien,  nuch    noch  «eiler  hei,   nimmt   man 

lin.    dass    nlle  vorhandenen    oder   doch    alle    nach    §.  115. 

liß    lur     Betrncbluiig    knnimcrden    Reihen    ku    einerlei 

Qtiatn^  ■•ehüren  und  (läse  iiberdiesa  bei  ihnen  durcbgUngrg 
tltielfav  UifTorena  herrsche,  welcher  IcUIere  Umstand  jedet- 
tiill  leicht  herbeigefahri  werden  kann,  wenn  er  etwa  nicht  ohne- 
Irin  vorhanden  «ein  s<itlte,  b«  tsl  es  aui-h  lilr  die  harmonischen 
Mm  h<»i[-r<T  Ordnungen  gniis  leicht,  die  sonohl  zum  Eintreffen 
<lrr  Dralylischeri  ab  auch  iler  ulgchraisohen  Summirharkeil  erfor- 
Midieii  Bcdingungagleichungcn  mit  Hilfe  der  in  i}.  58.  eingerühr- 
It«  und  hier  unverändert  heizubehallenden  Bereich nungs weise 
t;«iu  in  derselben  Art  darzustellen,  wie  diese  in  §.  SO.  and 
^in$.  71.  Im  §."16.  hei  den  Reihen  der  ersten  Ordnung  ge- 
uigl  worden  ist,  nur  müssen  bei  den  höheren  Ordnungen  die 
briJcnPslIe,  ott  der  Ordnungsexponent  eine  gerade  oder  eine 
nngeiad«  Z.-ihl  ist,  wohl  von  «imtnder  unterschieden  werden, 
*ta  darunvli  auch  die  Cleichongen  selbst  etwas  verschieden  nus- 
Tllb,  Diess  ist  80  einleuihlend,  dass  es  wühl  Tür  hinreichend 
mtfattt  nerden  darT,  nur  die  Bedingungsgleichungen  der  analy- 
tiithttn  und  auch  der  algebraischen  Summirharkdit  Tür  dieje- 
nigen Differeoien,  fiir  »eiche  die  zugehr>rigcn  harmonischen  Sum- 
men in  den  $j.  y4.  —  il8.  berechnet  norden  sind,  kurz  anxufiihren, 
XU  haben,  die  Ableitung  und  Bcgründang  derselben 
XU  ernrtern. 

I  saersl  den  Fnll  anbelangt,   »enn  die  gemeinscharillche 

Sät  aller  einxelnen  Reihen   rf  — l  ist,  findet  man,  dass  für 

jHe  ggrade  Ordnung  die  Summe  jederzeit  und  nnbe- 
''"{t  analy  lisch  sein  müsse,  alsehraiscb  j  edoch  nur 
•ilDB,  wenn  die  Summe  der  Faktoren  aller  Reihen 
gUkh  0  ist.  oder  In  der  Ifeieiehniing  des  J.  58.  ausgedrückt, 
fWffl  F„=0  ist.  Die  ErtiiMung  der  nämlichen  Bedin- 
«»»(«gleithung  Fo  =  0  r^t  auch  hei  den  ungerad  en  Ord- 
"ODgen  n 0t  h  wendig,  n  i^nn  d  ie  Summe  analytisch  oder 
''Etbratöcb  sein  soll,  iJti  hier  beide  diese  Eigenschalten  stets 

I  vorkommen. 

,  wenn  i/  =  2  iat.  wird  fdr  eine  gerade  Ordnung 
nftlytlsch«  Summirbarkeil  ebenfalls  nnbediugl 


r' 
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eintreffen,  die  algebraische  Summirbarkeit  hlogegen 
nur  dann,  wenn  der  ßedingungsgleichang 

Genäge  geleistet  ist;  für  eine  ungerade  Ordnung  2r+l 
rouss  zum  Eintreffen  der  analytischen  wie  der  alge- 
braischen Summirbarkeit  die  Gleichung 

erffillt  sein. 

Bei   <2  =  3    ergibt  sich  für   die   gerade   Ordnung  2r  zur 
analytischen  Summirbarkeit  die  Bedingungsgleichung 

zur  algebraischen  Summirbarkeit  muss  nebst  eben  die- 
ser noch  der  weiteren  Bedingungsgleichung 

GenSge  geschehen;  für  die  ungerade  Ordnung  2r-f  1 
wird  zur  analytischen  Summirbarkeit  die  ErfGlIung 
der  Bedingungsgleichung 

2Fo  +  (S'^+i- 1) .  (F,  +  Fa)  =  0, 

zur  algebraischen  Summirbarkeit  ausser  eben  dieser 
noch  der  weiteren  Gleichung 

erfordert. 

Ist  d=zi,  so  erhält  man  für  die  gerade  Ordnung  2r  zur 
analytischen  Summirbarkeit  die  Bedingungsgleichung 

F»-F3=0, 

und  zur  algebraischen  Summirbarkeit  noch  die  zweite 
Gleichung 

Fo  +  (22r-I).F^  +  22^(22r-l).F8=0; 

für  die  ungerade  Ordnung  2r -f  1  findet  man  zur  analy- 
tischen Summirbarkeit  die  Gleichung 

Fo  +  (^«r+i  -  J)  .  F^  +'2«'-(i>2r-fi_  I)  .  f-g  =  0, 

zur  algebraischen  Summirbarkeit  kommt  noch  die  fer- 
nere Gleichung 

hinzu. 


Emtlicb  ntr  tl=6  and  jerle  gerade  Orditüiig  2r  ergibt! 
•iiktaranalyHaclien  Summirbarbeit  die  fäteicbuni; 

■id  mm  BefanTe  der  Algebraischen  Summirbarbeil  nocli  J 
dlfiwtile  (ileichong 

rsi  ilie  uugerad* 
iiiiljftifcbeii   Su 


Ordnung    2r  +  l    bing«gen    muss 
imirbariceil  der  Gleich une 


n+^ 


'.(fa+F,) 


liCil    iiücli    tilt 


Olli  mr  alg«braischeii    Sutnmirbnriieil   nucli  tibenlle 
'ti  Gleichung 

(ga^+i  + 1) (f, _f j  ^.  /•,_/;  =  0 
GiDSg«  geschehen. 

Hm  darf  hiebei  nicht  ausser  Acht  lassen,  dass  den  eben  a\ 
gMttlllen  Regehl  die  tiigengcbari  der  Aiieecb  licsslicbkeit 
lobminl,  8o  dass  die  Summen  solcher  Reiben .  hei  »eichen  die 
llfich  AnEings  ausgesprochenen  Voraussetzungen  eintreffen,  nicht 
iDc  dann  gewiss  analytisch  oder  algebraisch  sitid,  sobald 
^^0  dalÜ/  gefundenen  Bedingungsgleicfaungeo  vollstSndig  Genüge 
geltialet  wird,  sondern  es  auch  geniss  nicht  sind,  wenn  das 
l«l>tire  nicht  der  Fall  ist. 

Dm  die  Annendung  der  vorstehenden  Uedingungsgleicbungen  < 
"■'l  «nem  sehr  einfachen  Beispiele  zu  belegen,  soll  die  Aufgabe 
»c  Wnng  vorgenommen    werden,    die   Bedingungen  aufzu- 
»then,  unter  welchen  aus  den  4  harmonischen  Reihen 
^Mtneilen  Ordnung 


"ciiehongsiveiee  miiltipliziri 


lit  den  Faktoren 


"icli  Anleitung    des   g,  47.    eine    entneder   analytisch, 
"^'r  auch    algebraisch    suminiThare    unendliche  Reihe  ] 
••'»piingen  werde? 
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Hier  ist  <2=:4j  dann  die  Ordnung  der  Reihen  2,  niitbin  ge- 
rade, und  r  =  1.    Ferner  hat  man: 

Fqz=  A^,    Fj  =^  Af    F^^  Alf    ^g  =  A^, 

Werden  diese  Werthe  in  den  vorhin  bei  i2  =  4  aufgestellten 
Bedingungsgleichungen  substituirt,  so  ergibt  sich»  dass  die  Reihe 
dann  und  nur  dann  analytisch  summirbar  sein  werde,  sobald  der 
Gleichung 

il  —  ^2  =  0    oder    A^=:  A 

entsprochen  ist;  zur  algebraischen  Summirbarkeit  aber  muss  noch 
überdiess  der  Gleichung 

^3  +  3^i+l2ila  =  0    oder    A^^z-^^Ai-^l^A 

Geniigo  geleistet  werden.    Demnach  ist  die  Reihe 

A.  S  +^1.  S  +A.  S  +Aji.   S 

(1|4)*  (2|4)*  (3|4)*  (J|4)* 

stets  analytisch  und  die  Reihe 

A.   S  +Ai.   S    +A.    S   -(12^  +  3^^).    5 

(1|4)*  (214)*  (314)*  •(414)* 

gewiss  algebraisch  summirbar»  was  man  auch  durch  wirkliche 
Summirung  bestätigt  findet,  indem 

A,    S   +A,.    S    ^A.    S    +A,.    S=(j*^^d)''^ 

(114)'  (214)*  (314)-'  (414)* 

und 

A.    S    +Ai.    S    +A.   S    -(12^  +  3^i).    'S    =0 

(1|4)*  C2|4)*  (3)4)*  (4i4)* 

erhalten  wird.  Aus  dem  Vorhergehenden  folgt  aber  noch  ferner, 
dass  aus  den  vorgelegten  4  Reihen  keine  andere  analytisch  oder 
auch  algebraisch  summirbare  Reihe  nach  Anleitung  des  §.  47.  ent- 
springen künne,  als  ausschliesslich  nur  diejenigen,  welche  in  die- 
sen 2  Formen  begriffen  sind. 


§.  118. 

Aus  den  Summenformeln,  welche  in  den  §§.63.,  64.  und  65. 
aufgestellt  wurden,  lassen  sich  ohne  alle  Schwierigkeit  andere  be- 
roerkenswerthe,  zur  Lebre  von  den  harmonischen  Reihen  höherer 
Ordnungen  gehörige,  analytische  Summirungen  ableiten. 


,VJ*« 
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Bweichnet  qm    eine   beliebige  Funktion    von  n,    und  c  eine 

Btiaderliche»  von  welcher  ^n  nicht  abhftngt,  so  ist,  wenn  man 
BesiehvBg  auf  e  differenzirt^ 


1 


od  allgemein  ßir  jeden  additiven  ganzen  Werth  von  r : 

1 


8^-1 


<pn  +  €      (— l)''-*.(r— 1)! 


Zorans  durch  umgekehrte  Aoflufiung 

ar-i_l_ 
(9«  +  «)'^""  (r— i)f  •     a«'^-» 

[  f<^^t  Da  die  beiden  Theile  dieser  Gleichung  auch  Funktionen 
^onnftiod,  können  dieselben  als  allgemeine  Glieder  von  unend- 
Hebeo  Reihen  angesehen  werden,  durch  deren  Suromirung  man 

^ 1        __  (>-  ir-i    ^l_Jpn  +  6 

Ofld  (Jorcli  Verwechslung    der  Ordnung    der   beiden   Kechnungs- 
*««ben  S  und  a^-* 

1 


II.    S 


(9«  +  £)'-""(r  — 1)!'        ac-* 
eAllf. 

Um  eines  davon  zu  machenden  Gehrauches  willen  muss  hier 
BOC&  bemerkt  werden,  dass  man  die  Gleichung  I.,  bevor  die  Sum- 
Qinuig  dabei  vorgenommen  wird>  auch  mit  ( — I)"-l-i  multipliziren 
boDe,  wodurch  das  Resultat  folgende  etwas  veränderte  Gestalt 
ABoiQoit: 


III.  s^-"^- 


(—1)11+1 


(yw+c)'-'^  (r— 1)1'  dt^^ 

it   Hilfe   der    gefundenen   Formeln   II.    und   111.    ist 
lai  offenbar  im  Stande,   sobald  man  die  Summen 
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darch  einen  geschlossenen  analytischen  Aosdrack  da 
zustellen  vermag,  durch  wiederholtes  Differenzirc 
des  letzteren  in  Bezug  auf  die  Veränderliche  e  aoc 
die  Summen 

S ,     >, — 71    oder    S  z ; — ri 

in  gleicher  Weise  ausgedrückt  zu  finden. 


§.  119. 

Setzt  man  In  der  Formel  II.  des  §.  118.  zuerst  9n  =  /n* -(-'*> 
dann  auch  9it  =  y(2ii  — 1)*  +  d(2n— 1),  ferner  in  III.  ehenfalli 
(pn  =  yn*  •{■  dn\   so  erhält  man  daraus : 

8^-1  Ä  ^ 


1 (— 1)>'-^  yn^-y-^Vi 

^  (yn^  +  ön+  sy  ""  (r  —  l)f  *  dsr-^ 


"•      '^(y(2n-.l)H^(2ii-l)+£r""(r— l)f  '  a«»-* 


III.    iS 


(yn«  +  dn  +  g)*-  "■  (r  —  I  )f  *  a^-^ 


Nun  ist  man  durch  die  in  den  §§.63.,  64.  und  65.  gefuDdcoe-  ^ 
Formeln  in  den  Stand  gesetzt,  die  Suromen 

^— 1__     c___i___     o_iiJ)üL 

^yn^  +  ön  +  B*     '^y(2ii-l)«+  d(2n-l)+g*     ^yn«  +  d«  +  « 

zwar  nicht  im  allgemeinen,  aher  doch  in  einigen  dort  bestimmt' 
hezeichneten  Fällen  wirklich  in  geschlossener  Form  analytisch 
auszudrücken.  Substituirt  man  daher  mit  Uebergehung  der  zwar 
allgemeineren,  jedoch  in  praktischer  Beziehung  minder  bequem  an« 
zuwendenden,  Formel  des  §.  63.,  da  sie  ohnehin  durch  die  folgen« 
den  vollständig  ersetzt  wird,  die  Wertbe  aus  §.  64.  und  §.65.  in 
den  vorausgehenden  Gleichungen  1.,  II.,  III ,  so  ergeben  sich  so- 
gleich folgende  neue  analytische  Summirungen,  wobei  die  eben- 
dort  eingeführten  Bezeichnungen 

P^-Af—    "nd    ^= -Yy 
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mtilMlmt  beibehalten    bleiben.     Es  ist  nämlich,    wenn  -  eine 

y 

lertde  Zahl  ist: 

l-\\r  «  fl.-.C»*»"8»VP 

."•   *(;««+««  +  «)'■"    2yP'  2y(r— l)!8t'-» 


9iet 


^  Sj:^ 


I 


1        .  '  a  i  c  V  —  e— »' 


g  (c  V  —  e~9'') 


(yn*+5it +  «)»■""     2y^g 


2r 


'2y(r— l)ia£r-l 


i  ^ L_. 


KNo  -  eine  ungerade  Zahl  ist: 


VI.  5 


1 


(jv^-Hn-l-By 


^ Vp 

2y.(r-l)!af'-i 


oder 


y-  ^  ((2n-l)»— ipK 


1 


vn.  5 


1 


(-.|)r-l.;j.3r-.l 


(yii«+iii-|f)'' 


e9^ — e— J'* 


Sy.Cr-J^'af'-» 


<f+y 


d     . 


ftfroenrenn   -  eioe  durch  4  theilbare  Zahl  ist: 

y 


Tin.  s 


1 


(— 1  )»•->.  TT. ör-l 


(r(2ft-i)«  +  d(2«-J)+0' 


Vp 
4y.(r— Oiafr-i 


-1% 


1 


y"(C2lI-l)»-p)r' 


W0f 
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1 y(e«-fc    «) 

*^-     '^(y(2n- 1)»+  «(2ii-l)  +  bY  —  4y.(r  — 1)13»»-» 

1    *X  I 


-is 


y''((2n-I)«+9»)'* 


endlich  noch  wenn   -  eine  gerade  Zahl  ist: 

y 

(r«*+*'«+«)'~'V/''"  2y.(r-l)!3t'-» 


-j^-*(„«_p)r» 


oder 


(_1)«+1  1  <~  ^)'-  "-^"^  9(e««r-  c-«») 


1  «y  (-!)»»> 


Es  versteht  sich  hiebei  von  selbst,  dass  von  diesen  letzten 
paarweise  geordneten  8  Formeln  stets  entweder  die  erste  oder 
die  zweite  gebraucht  werden  niiisse,  je  nt^chdem  entweder  V/> 
oder  q  einen  reellen  VVerth  besitzt. 

§.  120. 

Die  wirkliche  Ausführung  der  in  §.  119.  nur  angezeigten  Dif- 
ferenzirungen  für  jeden  bestimmt  gegebenen  VVerth  von  r  unter- 
liegt nicht  der  geringsten  Schwierigkeit;  nur  müssen  die  hiedurch 
sich  ergebenden  Ausdrücke  fortwährend  desto  verwickelter  aus- 
fallen, je  grösser  r  angenommen  wird.  Desshalb  sollen  die  For- 
meln nur  für  den  einfachsten  Fall  ausdrücklich  hieher  gesetzt 
werden,  um  sie  bei  vorkoniniendem  Gebrauche  sogleich  zur  Hand 
zu  haben.     Es  ist  nämlich  für  r  =  2: 

.  ^ 1  _l  7C^(cosec;gV/?)^     Ttcotang^typ 


l     2y I^ 


i.  s ,  ^___    .^ 
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u  1  1      .  ^« 


(yn« +«11+ 1)« ""  V9*   y*^* («'^  -  ^'")* 


4»    3g  1_ 


1 


ly        o  --         „^      -  ^' ^       ' 

*        (yn*  +  «»  +  0*^  4y«^»(c«'»+  6-«^)      'fq^eVi  +  «-^)* 

4»  ^^ 1 


V. 


((2n-l)«  +  49»)«' 
I  n;*(aec-2-^)«     n;tang-^^ 


(y(2n—l)«  +  a(2n— !)  +  £)•■"        16yV  »yV* 

1  *y  1 


1      4V 


y»-^((2n-l)«~p)»' 


VI       c \ yr(e"^  — c""^) 

•      ^(y(2ii  —  1)«  +  d(2n— !)+€;«""  £5       _  ?? 

JT*  1     4j'  1 


VL      ^vt_         y«  •  ^  ((2lt— I )«  +  o«)** 
4yV(«^+«     ^)* 

Vp 


yn     o      ( —  !)"'>'' 1 n'^cosnVp         ;gcosecTc 

(yii*  +  dn  +  e)«  —  2y2  p«  ""  4y*p  (sin  nVp)^  "~        4y*pt 

VIB    Ä     (— 1)*^'  1 ?g*(gy^  +  e-y^) 

(yn«  +  dw  +  f  )*  ""  2y*  7*     2y«9«  (e?'^  —  e-  v'^)» 

» 1    ^  (-1)"^-^ 

2y«7»  (6«'^  —  6'^^)      y*       (n*  +  9*)«' 

jf        i^ür  welche  Fälle  jede  eineeine  von  diesen  Formeln  anwendbar 
l    ^t  itt  zwar  in  §.  119.  ausdrücklich  angegeben  worden;  es  bedarf 


I 

* 
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aber  nicht  einmal  dieser  Hinweisnngy  weil  die  Beschaffenheit  der 
Formeln  es  ohnehin  jederzeit  selbst  ganz  nnzweideutig  dadurch 
zu  erkennen  gibt»  indem  überall  bei  der  im  letzten  Gliede  jeder 
einzelnen  Formel  vorkommenden  endlichen  Summe  die  Ober  dem 
Summenzeichen  stehende  Anzahl  der  Glieder  nothwendig  eine 
ganze  Zahl  sein  muss,  und  genau  mit  den  in  §.  119.  ausgedrück- 
ten  Fällen    übereinstimmt. 

Die  vorstehenden  Ausdrücke  würden  eine  noch  etwas  kür« 
zere  Gestalt  erhalten,  wenn  man  darin  d=:0  annehmen  wollte, 
weil  bei  dieser  Voraussetzung  die  eben  erwähnten  letzten  Glieder 
aller  Formeln  ganz  wegfallen  und  zugleich  die  Werthe  von  p  und 
q  sehr  kurz  sich  darstellen  lassen  würden.  Die  auf  solche  Art 
sich  ergebenden  Gleichungen  würden  dann  genau  den  in  §.  67. 
angeßihrten  Summirungen  Euler^s  entsprechen,  aus  welchen  sie 
auch  durch  Differenziren  für  e  unmittelbar  hergeleitet  werden 
könnten.  Es  wird  desshalb  nicht  nöthig  sein,  länger  dabei  zu 
verweilen. 


§.  121. 

Die  Summenformeln  der  §§.  64.  und  65.  unterliegen,  wie  be- 
reits in  §.  66.  bemerkt  worden  i^t,  rücksichtlich  ihrer  Anwendbar- 
keit gewissen  Beschränkungen,  welche  letztere  nun  auch  bei  den 
aus  jenen  früheren  hergeleiteten  Summirungen  der  §§.  119.  und  120. 
Platz  greifen  müssen.  Es  finden  nämlich  erstlich  diese  Formeln 
keine  Anwendung,  sobald  ^z=iAye  oder  S^  —  4y£  =  0  ist.  In 
einem  solchen  Falle  lässt  sich,  \^ie  bekannt,  yn^-{-dn-{-B  in  ein 
Produkt  aus  zwei  einander  gleichen  Faktoren  zerlegen,  folg- 
lich ist  S . — TTTJ — 577^7  ®*"®  harmonische  Summe  der  2rten  Ord- 
nung, und  eine  solche  kann,  wie  man  aus  §.  94.  und  §.  95.  weiss, 
nur  dann  analytisch  dargestellt  werden,  wenn  die  zugehörige  Dif- 
ferenz eutweder  l  oder  2,  und  zugleich  die  Anfangszahl  eine 
ganze  ist. 

Ferner  geben  einige  von  den  Formeln  der  §§.  119.  und  120. 
für  die  gesuchte  Summe  das  Resultat  nur  in  einem  unbestimm- 
ten und  daher  unbrauchbaren  Ausdrucke,  sobald  Vp  eine 
ganze  Zahl  ist.  Für  solche  Fälle  ist  es  aber  stets  leicht,  die 
bestimmten  Werthe  der  Summen  zu  finden,  indem  man  zu  die- 
sem Bebufe  nur  die  in  §.  66.  aufgestellten  Ausdrücke  (r—])mal  für 
£  zu  differenziren  braucht,  um  sogleich 


tnar:    Die /tarmonfic/ten  Ke/Aen. 
(-l)'-'.S'-'(p-l.'s' 


«VF 


I 


V +»"+■)' 


(-l)—.8—(;.H.S- 


l-l)-f 


2,.(r-I)!. 


.+  ä;-Vp 


V+ä«  +  <)' 


■iy.Cr  — l)l.ä,r- 


acrbalten,  irelche  FoTiDeln  stelii  ann-endbar  sind,  K'cnn  V})  ir- 
fni  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  zugleich  aber  I.  und  fll.  auch 
duB,  wenn  Vp  ein  regelmSasiger  Bruch  mit  dem  NeaneT 
i  Hin  sollte.  Auch  sieht  man  Mohl,  dass  durch  diese  ForroelD 
'it gHuchten  Summen  nicht  nur  analytisch,  sondern  sogar  al- 
gebraisch ausgedrOcItl  gerunden  werden. 

In  dem  einfachsten  Falle,  wenn  r=:  2  ist,  ergibt  sich  insbe* 


1 


(»+2J-VP)' 


WAi— l)"  +  df2»- 


L  ^ 


(2»+5;-Vp-l)' 


Oarch  VoTDabme  einer  kleinen  AbSoderung  bei  dem  in  $.  118. 
*^l*^tenen  Verfahren,    tadem  man  nffmlich  dabei  anstatt  der 
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Differenziale  die  Differenzen  anwendet,  ist  man  im  Stande, 
noch  andere  analytische  Summirungen  aus  den  Formeln  der 
f§.  64.  und  66.  abzuleiten,  welche,  wenn  sie  auch  minder  erheb- 
lich, als  die  vorhergehenden,  sich  erweisen  sollten,  doch  nicht 
ganz  mit  Stillschweigen  übergangen  werden  dfirfen. 

Mit  Beibehaltung  der  in  §.  118.  eingeführten  Bezeichnungen 
soll  noch  die  Differenz  der  VerSnderlichen  e  durch  17  bezeich- 
net werden,  nämlich  Jezzzi^  sein.  Unter  diesen  Voraussetzungen 
weiss  man  aus  der  Differ^nzenlehre,   dass 


(g>n+By 

(9>»»  +  «r      VV'(9>«  +  «  +  i?)^^V2/(9n  +  «+2i,)r  / 

•"(3/  (9n  +  «  +  3#  +  (4y(9n  +  6  +  4iy)r-    • 

ist,  wobei  man  nicht  fibersehen  wird,  dass  die  zwischen  den 
Klammern  enthaltene  Reihe  vermOge  der  Eigenschaften  der 
BinomialkoefBzienten  fSr  additive  ganze  m  noth wendig  end- 
lich ist  und  aus  7/1 -fl  Gliedern  besteht. 

Betrachtet  man  hier  alle  vorkommenden  Ausdrficke,  da  sie 
zugleich  Funktionen  von  n  sind,  als  allgemeine  Glieder  unend« 
lieber  Reihen,  so  folgt  durch  Summirung  derselben  sogleich 


=  (-1) 


((pn  +  sy 
oder  in  kürzerer  Weise  dargestellt: 


{(pn  +  sy  ((pn  +  sy 

Ist  man  nun  im  Stande,  die  Summe 

1 


^S 


((pn  +  Ey 


durch  eine  analytische  Funktion  von  £  in  geschlossener  Form  aus- 
zudrücken, 60  braucht  man  darin  offenbar  nur  anstatt  s  nach  und  nach 


I.-  •  I 


?- 
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€  +  iy,     f  +  2i;,     e+3iy,    £+417,.... 
Mflefxen»  am  daraus  auch  die  Summen 

0_J C_J__  o  1  1 

nd  daher  durch  die  Substitution  aller  dieser  Werthe  in  I.  end- 
Bdi  noch  die  Summe 


lS^/« 


ebeofaJlii  in  geschlossener  Form  analytisch  zu  finden. 

Dieses  Verfahren  ist  zwar  stets  anwendbar,  was  für  eine 
giue  additive  Zahl  auch  r  sein  mag,  allein  nur  in  dem  Falle, 
v«Bn  r  =  1  ist,-  ergeben  sich  durch  dasselbe  hinlänglich  einfache 
Resoltate,  um  es  der  Möhe  werth  zu  erachten,  besoiKlere  For- 
neh  dafilr  aufzustellen. 

Es  ist  nSnlich,  wie  man  sich  leicht  tiberzeugt, 

Rod  folglich,    wenn  dieser  Werth  in  1.  und  11.  substituirt  und  zu- 
^ieich  durch  ( — ly^.ml.rf^  beiderseits  dividirt  wird. 


111.     iS 


nili^ 


-(•) 


I 


ipn-\-B  \-  .37/ 


"^  •  •  •  • 


0« 


^r  in  kfirzerer  Bezeichnung: 


W.    St- 


I    I  I   «  I 


■  *ii  ■  ' 


(971  +  f)  (g>n  +  f  +  t?)....(g?7i  +  c  +  mt?) 


m!  1^  yn  +  f 


Wird  in  diesen  allgemeinen  Formeln,  welche  fSr  jede  Funktion 

Vt  gelten,  wenn  nur  die  Reihe  S t"  analytisch  summirbar  ist,  ins- 

q>n  +  € 

^^ndere  sowohl 

911  =s yn«+  $n,    als  auch     tpn  =  y(2n  — !)•  +  ^(2n—  1) 

üpoommen,  so  erkennt  man  auf  der  Stelle,  dass  die  unendlichen 
Btten,  deren  allgemeine  Glieder  entweder 


14 


^ 
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1 

(yn*  +  An  +  €)  (yn*  +  ^n  +  «  + 1?)-..  {yn*-\-in  +  e  +  wiy) 

oder 

1 


•••• 


I  (y(2n-l)*+a(2ii-l)  +  6)(y(2n-l)H*C2»i-l)  +  €  +  i7) 
I  ....  (y(2n  -  1)«  +  d(2n  - 1)  +  «  +  iwiy) 

sind,  in  allen  jenen  Fällen  analytisch  summirt  werden  können ,  in 
weichen  man  vermöge  §.  64.  und  §.  65.  die  Summen 


I 


yn«  +  an  +  €  y(2n-l)«+ ^(2«— I) +  « 

auf  eben  solche  Weise  auszudrücken  im  Stande  ist. 

Was  ferner  die  Reihen  mit  abwechselnden  Vorzeichen 
betrifft,  ist  leicht  einzusehen,  dass  der  Werth  der  Reihe 

o  (-')■+* . 

(yw*  +  dn  +  f)  (y»i*  +  ^n  +  £ + 1;) ....  (yn*+ dn + 1 + miy) 

erhalten  werde,  wenn  man  von  dem  doppelten  Betrage  der  Summe 

^  1 

""     (y(2n-l)«  +  d(2ii-l)  +  £)(y(2n-l)»  +  d(2n-.l)  +  f  +  iy).... 

....  (y  (2n—  1)«  +  d(2n  — 1)  +  «  +  mi?) 
den  einfachen  Werth  von 

(yn*  +  d«  +  f)(yw*+^'*  +  *  +  ^) .-..  (y/**  +  ^w  +  £  +  miy) 

abzieht;  demnach  kann  in  allen  Fällen,  in  w*elcben  man  beide 
letzteren  Summen  analytisch  darzustellen  vermag,  auch  die  er- 
ste re  in  eben  solcher  Weise  gefunden  werden. 

Um  WVitläufigkeiten  zu  vermeiden,  soll  in  die  Einzelheiten 
dieser  Substitutionen,  die  nichts  Besonderes  darbieten,  nicht  näher 
eingegangen  werden. 

§.  123. 

Aus  dem  in  §.  77.  betrachteten  besonderen  Falle,  in  welchem 
eine  aus  harmonischen  Reihen  der  ersten  Ordnung  nach  $.47. 
entspringende  neue  Reihe  gewiss  algebraisch  summirbar  ist, 
kann  auch  für  die  Reihen  hii herer  Ordnungen  ein  entsprechen- 
des Gesetz  abgeleitet  werden. 
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77.  »t  «TwiMen  worden,  da»  anter  VorauMetantig  der 
CUtichangeR 

J  +  ^,  + ^,  +  ^,  +  ....=0 

Ul) 

o  ^  O)  =  Oj  =  Dg  ~  ....  (rood.d) 
fw  Summe  der  Reifae 

•M  »,|i  »,!<  »,|d 

diirth  den  alg«braiscbeii  Auedruck 

X=:—A,.   S  ~Ä^.    S'  — J,.  5  —  ... 

•Id  slil  ald 

dirgctiellt  Herden  könne,   wobei 

U\  —  d  CT)  —  a  dg  —  a 

m-— j— ,    m,  —  -^,    ma  =  — 2— .-.■ 

ul  Werden  die  beiden  eben  angeselzlen  Werthc  von  x,  jeder 
(r-i][nal,  in  Bemg  auf  die  Veränderliche  o  diffeteiisirt,  und 
Alllei  nicht  ausser  Acht  gelassen,    dass 

Soi  Sijj 3ng __  1 

Za         oä  ""  8a  ' 

«',  BD  6n<lel  man  aus  dem  ersten  Werthe  von  x\ 

8a'-> 
=MX->.(r-l)!.[.l.   S   +^,.     Ä     +^,.    S    +^,.    5    +....], 

«Mi'  (o,  (!)'■  la,;il)'  («,|d)'' 

™cr,  wenn  niKn  die  hier  zwischen  den  Klammern  enthaltene 
''•«lie  durch  xt  beaeichnet, 

I^S  =(-!)'-■. (r-l)!.»; 

***  dem    obigen  zweiten  Werthe  von  x    hingegen   ergibt  sich: 

|^=(-l)^(r-l)^[.■l,.  s  +^,.  s  +^5.  s'  +....]. 

(a  d)'  (od)'  lold)'' 

l^uefa  die  tileichsetzung  der  beiden  gefundenen  Werthe  des 
Moenzialqnotienlen  ^  T^i  ""'^  nachherige  Division  derselben 
■*(-l)^».(r-l)!  folgt  sogleich: 


206  A'nnr:    Die  harmonischen  Reihen, 


m  fWi  »f« 


(fllrff  (alil)''  {a\df 

woraus  sich  zeigt,  dass  die  in  §.  77.  gefundene  Summeiiformel  1. 
nicht  nur  für  die  harmonischen  Reihen  der  ersten,  sondern  auch 
jeder  höheren  Ordnung  gelte ,  unter  vollkommener  Gleichheit 
der  dabei  zu  Grunde  liegenden  Voraussetzungen. 

Verbindet  man  hiemit  noch  den  sogleich  einleuchtenden  Um- 
stand,  dass  die  in  §.78.  gezeigte  Erweiterung,  welche  man  der 
Sammirung  nach  §.  77.  in  der  Anwendung  zu  geben  vermag,  in 
gleicher  Weise  auch  bei  den  harmonischen  Reihen  höherer  Ord- 
nungen sich  ausführen  iässt,  wie  bei  jenen  der  ersten  Ordnung, 
so  erkennt  man  auf  der  Stelle,  dass  dem  ersten  in  §.77.  ausge- 
sprochenen Satze  folgender  mehr  umfassende  Ausdruck  gegeben 
werden  könne:  Jede  aus  harmonischen  Reihen,  welchen 
Ordnungen  dieselben  auch  angehören  mögen,  nach 
Anleitung  de's  §.47.  entspringende  unendliche  Reihe 
ist  durch  ein-  oder  mehrmalige  Anwendung  der  For- 
mel I.  algebraisch  summirhar,  sobald  alle  einzelnen 
Reihen  entweder  zu  einerlei  Ordnung  gehören,  gleiche 
Differenzen  haben,  ihre  Anfangszahlen  in  Bezug  auf 
die  gemeinschaftliche  Differenz  als  Modul  einander 
kongruent  sind  und  liberdiess  die  Summe  ihrer  Fakto- 
ren gleich  0  ist,  oder  sie  wenigstens  in  Abtheilungen 
sich  sor)dern  lassen,  deren  jeder  einzeln  genommen 
die  eben  angegebenen  F  igen  Schäften  vollständig  zu- 
kommen. 

§.  124. 

Auch  die  wichtige,  für  die  harmonischen  Reihen  der  ersten 
Ordnung  in  §.  82.  nachgewiesene  Eigenschaft  Iässt  sich  ohne 
Schwierigkeit  auf  die  höheren  Ordnungen  übertragen,  indem  leicht 
gezeigt  werden  kann,  dass  man  bei  allen  jenen  Reihen, 
für  \^•  eiche  als  unendliche  betrachtet  man  die  Summe 
nach  Anleitung  des  §.  123.  zu  finden  vermag,  auch  im 
Stande  ist,  die  Summe  einer  unbestimmten  endlichen 
Anzahl  ihrer  ersten  Glieder  durch  einen  geschlosse- 
nen   algebraisch  CM)    Ausdruck    darzustellen. 

Denn  ivic  schon  in  §.  82.  gcsJngt  uurde,  kann  die  Summe  i\^r 
n  ersten  Glieder  einer  unendlichen  Reibe  dadurch  erhalten  wer- 
den, indem  man  von  dem  Werthe  der  ganzen  Heihe  die  Summe 
derjenigen   unendlichen   Reihe   abzieht,    welche   aus   der   früheren 


Khu 
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wenn  man  mit  BeB«iligiing  Aer  ersten  n  Glieder  nur 
IrlgeD  TKril  der  Reih«  stimmirl.  Die  erste  von  ilieaen  fael- 
Imnen  ist  dorcli  A\e  Formpl  I.  des  §.  123.  ausgedriickl;  die 
\  Summe  wird,  nie  elieiifalls  in  §.  Vi.  seteigt  wurde,  auB 
cn  abgeleitet,  wenn  darin  n  f  nrf  anstatt  a  suhstiluirt 
e  wl  dalier : 

—  At.       S      —Ja-       S'     —  J,.       S'     -..„/ 

(a+ndl^r  (a+orfl*'  («(-Jlrf)' 

l^rfaren  Subtruktion  von  I.  in  j.  123.  man  ftir  die  Summe  A 
n  Glieder  den  Ausdruck  erhSIt: 


I. 


(old)''  (a+ndld)'       («1*)'" 


loMi''  (a+ndl-n'       (olJ)' 

Dieser  Ausdruck  ist  vermöge  der  in  j.  l'£j.  aufgestellten 
Voraiiueliungen  stets  ein  endlicher;  er  ist  üherdiesa  ein  al- 
gebiaiscber,  nenn  ulle  Kaktoren  A,  /l| ,  A^,  A^,....,  so  wie 
a  und  d  ebenfalls  algebraiscb  sind;  im  entgegengesetzten  Falle 
nltd  die  erhaltene  Summe  zwar  nicht  alitebraisch ,  aber  doch  aua- 
lyiiBcIi  sein,  was  der  schon  in  Q.  80.  beigefügten  Bemerkung 
tnllbmiDea  entspricht. 

Nofh  bedarf  es  irohl  nur  einer  einfachen  Erinnerung,  um  ein- 
*us»lifn,  lUas  dann,  itenn  die  Summe  der  unendlichen  Reihe 
nur  durch  die  wiederholte  Anwendung  der  Formel  I.  des 
{'  111.  auf  die*  verschiedenen  Ablheiluni^en  der  einieliien  Keihen 
SClmden  irerden  kann,  die  Summe  der  endlichen  Reihe  eben- 
faJl«  nut  dnrch  mehrmalige  Anwendang  der  obigen  Formel  I. 
*ofdle  ofimllchen  Abtheilungen  sieb  ergeben  werde. 


E>  vrird    nicht    fiir    unangemessen 


richtet 


erden,    das 


{.133.  und  $.  124.  Gesugle  durch  ein  sehr  einfaches  Beispiel  mfig- 
Udul  klar  xu  machen.  Als  solches  mag  die  Reihe  dienen,  deren 
%nieines  Glied 


[2«-l)(27.  +  3)a:'-l 


{lux  +  I  -3^)'  -  (2ni  +  1  VZ^ 


•**'.  in  Partiolhrüche 


'^»x\\  +3ir      (2njr  +  I  —x)*  +  (2m.t  +  1  +aT)' 
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ist»    und  welche  sowohl  als  unendliche,    wie    auch  aU   end- 
liehe summirt  werden  soll. 

Damit  diese  Reihe  als  unendliche  nach  §.  123.  oder  als  end- 
liche nach  §.  124.  sich  summiren  lasse,  ist  vor  Allem  nothwendig, 
die  beiden  Reihen  der  ersten  Ordnung  von  jenen  der  zweiten 
Ordnung  zu  trennen,  weil  nur  bei  solcher  abgesonderter  Behand- 
lung die  in  dem  Satze  des  §..  123.  ausgesprochenen  Bedingungen 
eintreffen  können.  Nach  Vollzug  dieser  Trennung  fiberzeugt  man 
sich  sogleich ,  dass  bei  jeder  einzelnen  Abtheilung  den  gedachten 
Bedingungen  wirklich  vollständig  Genüge  geleistet  werde.  Denn 
erstlich  gehören  die  Reihen  einer  jeden  Abtheilung  zu  einerlei 
Ordnung;  dann  ist  die  Differenz  bei  allen  Reihen  dieselbe,  näm- 
lich 2ar;   die  Anfangszahlen  bei  jedem  Reihenpaare  sind  a  =  1  -i-  x, 

tti  =  1  +  5a: ,   wesshalb  a^a^ (mod.  2a:)  und    m  =    '^^     =  2    ist; 
endlich  sind  die  Faktoren  der  zwei  Reihen  der  ersten  Ordnung: 

^  =  T-.     Ai=.  —  j-,    mithin  il-f^i  =  0> 
und  ebenso  die  Faktoren  der  zwei  Reihen  der  zweiten  Ordnung: 

^  = —  j- .     ^1  =  T—,    folglich  wiedÄ   ^  -|-  ^|  =  0. 

In  Gemässheit  dieser  Werthe  ergibt  sich  nach  der  Formel  I. 
des  §.  123.  die  Summe  der  zwei  Reihen  der  ersten  Ordnung,  als 
unendliche  betrachtet, 

1   j  =l/'_L  +-i-Y 

Ax '  i-f t|2j      ix\l  +  a:      1  +  SxJ  * 
und  die  Summe  der  zwei  Reihen  der  zweiten  Ordnung: 


1 

S 


-1/^_1 


-3a:)0' 


4a:'  (H  xi2T)»  4x  \{\  +  a:)*  "^  (l  +  3 

woraus    die   Summe   der  sämmtÜchen   vier  Reihen,    als   unend- 
liche betrachtet,    durch 


4x 


/_1_  1 1_ 1       \         l-^3x  +  3x* 

Vl  +  a:  +  l+3^      (1  far;2      (I +3j:)V  "  (l+^)*.(l+3x)« 

ausgedrückt  erhalten  wird. 

Für  die  endlichen  Summen  hingc<;cn  findet  man  nach  I.   in 
§.  124.  die  Werthe  von  den   zwei   Reihen  der  ersten   Ordnung: 


\x\i^x^2nx2x      if*|2x/     4a:M+:i:    1+3.1:   2nx^\^x   ^nx+l-f^x^* 


ix 


nr«l  Relheu  der  i 


«'«ilcii  Ordnung: 

'C    ^     -  ^  ) 


«iil  datier  lisch  gebüriger  ZiisammenrcchnuTig  und  Abküriung  Kr  I 
die  Summe  von  n  Gliedern  der  vurgel  ogten  Heide  deiiAusdruck:  f 


n    J  +  3^-+3j.'^       /H  +  l+(2«-fl)(2» 


(2iiJ+l  +  3a)« 

In  ilen  eben  erhaltenen  Sunimenlormeln  I.  und  II.  ist  ee  offen- 
er gvitattel,  analatl  ;r  jede  beliebige,  nicbt  nur  rationale  oder 
ilfeticaisclie,  aondern  auch  transzendente  nder  honplexe 
Zihl  anitunehmen.  Uesshalb  lassen  eich  durch  das  (^eaels  des 
M2).  laneilen  Reibtn  summiren,  wekbe  denisellien  beim  ersten  . 
Mlieke  gar  nicbt  zu  unterliegen  scheinen,  und  deren  Summen  | 
•Ruderern  Wege  nicht  leicht  auTzuliiiden  sein  dürften. 


Seh  Inasbe  r 


rkung 


bio  Ausarbeitung  der  gegenuärligen  AbhandlunR  ist  bereits 
in  Mrc  IWH)  bei(oni)en  worden,  in  «elthem  Jahre  iub  öffeullicbe 
^«Iwungen  übet  die  barmoniBcheu  Reiben  an  der  Universität  zu 
^t**  abhielt.  Erst  nach  der  vor  Kurzem  errolgten  Vollendung 
'nein»  Arbeit  ist  mir  der  schöne  Auftalz  des  Herrn  Pmlessor 
l^i- Oatfieger  aber  bestimmte  Integrale  im  3'.).  Tbeile  dieses 
Archin  der  Malbemalik  und  Physik  zu  Händen  gekommen,  in 
'*«lcbem  derselbe  eine  mit  der  meiiiigen  sehr  nahe  ilbcr 
*in«(]inme(ide  Bezeichnung  der  harmonischen  Reihen  hu- 
'*'er  Uidnungen  und  zur  Iterechnung  der  Werlbe  Ihrer  Summen 
eUiclie  HilTsmittel  mit  mir  anwendet.  Uer  Zweck  dieser 
••ertchimrig  aber  ist  bei  ihm  und  bei  mir  ein  ganz  verschie* 
*"er,  indem  Herr  Hofratb  Oettinger  diese  Summen  uus- 
^cMlculich  zur  Wertbbeatimmung  von  Integralengebrancbt, 
"MrtDil  sie  bei  mir  eben  so  ausschliesslich  zur  Summimng 
'On  Reiben  zu  dienen  halten. 

In  Itezug  auf  die  harmonischen  Reihen  der   ersten  Ordnung    | 
*tthl  mein  Aufsatz  von  jenem  Oetttnger's  ganz  unabhängig  da. 

i'aiM   diesen    Umständen    konnte  ich  mich    nicht   veranlasst 
o.  in  nteinar  Arbeit  irgend  eine  nesenlliebe  Aendetung  vor- 
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zunehmen,  sondern  libergebe  sie  ganz  so»  wie  ich  sie  rolleod«!)« 
der  uffentlichen  Beurtheilung. 

Um  jedoch  dabbi  jede  Kollision  hintan  zu  halten,  erkläre  ich 
hieroit  ausdrücklich,  was  sich  zwar  eigentlich  von  selbst  ver- 
steht, dass  ich  die  Priorität  des  Herrn  Hofratbes  Oet- 
tinger  in  allen  Punkten,  in  welchen  seine  AbhandloBg 
mit  der  meinigen  zusammentrifft,  auf  das  Bereltiril- 
ligste   unbedingt   anerkenne. 

Graz  am  12.  März  1863. 

•  er  Verfasser. 


XIII. 

Ueber  das  ballistische  Problem ,   unter  Voraussetsuog 
eines    der   erlangten    Geschivindigkeit   proportionaleo 

Luftwiderstandes. 

Von 

dem   Herausgeber. 


5.  1. 

In   der   Abhandlung  Tbl.  XXII.  Nr.  XXVI.   habe   ich,    unter' 
Voraussetzung  eines  dem  Quadrate  der  erlangten  Geschwindlgk^9^ 
proportionalen   Luftwiderstandes,    eine   Losung  des  ballistische^^ 
ProbleAis  gegeben,    bei  der  ich    zugleich    auf  gewisse   Integral^ 
geführt  worden  bin,  die  Herr  Doctor  Ligowski   in  der  Abhand«^ 
lung  Tbl.  XLII.  Nr.  Hl*  mittelst  der  hyperbolischen  Functionen  ii» 
interessanter  Weise  weiter  entwickelt  hat.    Ob  das  in  der  genann- 
ten Abhandlung  von  mir,   wie  dies  fast  immer   bei  Untersuchun- 
gen dieser  Art  geschieht,  zu  Grunde  gelegte  obige  Newton *sche 
Gesetz    des   Luftwiderstandes   richtig   ist,   ist  bekanntlich  immer 


tUin  ätr  fTlangirn  r.rschtttiuütk.  piapwtlon.  tuftttlderuatiites.  •l\  \ 

Mtdi  «dir  fra)tD(^h;  und  v\\\  man  Aer  Wahrbeil  die  Ehre  geben, 
■  kann  iu«ii  Qbethnupt  nur  bs^en.  dttss  das  nähre  Guselt  iles 
LaftwtilirsraiiilrK  no«b  gnr  nicht  ßcfiiniJen  iet,  und  wir  uns  hei 
rfirscD  (7nleniBclian|!en  immer  noch  rn'il  blossen  hypothelischen 
TOTUUMlsangen  behelTen  müssen.  Ceherdiee  hat  die  Voraus- 
wtsniig  eincK  dem  Ifuaitrale  der  erlangten  Geschwindigkeit  pro- 
|i«rltinulen  LuHwlderelandeii  Das  ge^en  sich,  dass  unter  dieaer 
ADMhma  die  l.ösnng  des  l)allUliBchen  Prohlems  in  vUllig  geschlos- 
■rnni  an.ilyliKcben  Ausdrücken  bei  dem  gegennurligen  Ziiatande 
def  Analysi^  oicbf  m~>t:lich  ist,  (überhaupt  die  analytische  LüaunK 
lersdiiedeno  theoretische  Schivierijikeiten  darbietet.  Dagegen  tsl, 
uBtct  der  Vnrausaetiuog  eines  der  erlangte»  Geschivindigkeit, 
mlrr  —  Itealimmter  ausgedrflckl  —  der  ersten  Potenz  der  erlang- 
■  GcAclinindigkeil,  proportionalen  LudwiderBtandes  das  Problem 
4er  »rfaünsten  Weise  In  völlig  geschlossenen  analytischen  Aus- 
irftckcn  lösbar,  und  oh  der  Widerstand  uirklich  der  ersten  oder 
xircttrn.  oder  Oberhaupt  e\n»t  Pulertz  der  erlangten  Geschivin- 
A^oüt  gennn  proporliimnl  sei,  dOrlte  gegenn-firtig  immer  nuch. 
wenlp'tena  theiltveise.  ein«  offene  Frage  eein  und  nohl  noch  lange 
Zeit  ein«  solche  Ideilien. 

Bei  dem  grooseu  Interesse,  welches  gegenn-firtig  durch  die 
frillier  sieht  Tür  m'iglirh  gehaltene  grosse  Vorvollkommnang  der 
WarfgcBchüiEe  die  Ballistik  von  Neuem  mit  vollstem  Rechte  fSr 
öA  In  Anspruch  nimmt,  d^rDe  es,  unter  den  oben  erwühnleii 
CHttlnden,  nichl  unangemefsen  und  den  Zwecken  des  Archivs 
hl  /.ni,7....«n  erscheinen,  ivenn  ich  in  dieser  Abhandlung  das 
Problem  unter  Voraussetiung  einea  der  erlangten 
.rit  proportionalen  Lull  Widerstandes  elivaa  iveiler 
iK  dies  bisiter  geschehen  sein  dOrfle.  nobei  ich  mir 
übiiiiriK  Mtiirlich  gar  nicht  einfitllen  lasse,  und  bei  diesem  Ge- 
geastande  ancb  gar  (ilchl  einfallen  lassen  kann,  hier  absolut  Neues 
geben  la  »ollen,  welche  Forderung  ja  bekanntlich  auch  von  dem 
Archiv  nicht  unbedingt  gestellt  wird  und  gestellt  .werden  sali. 
Ea  reicht  mir  (Qr  jetat  hin,  diesen  Gegenstand,  nie  ich  glaub», 
i«  weht  ganx  nneigenlhflndicher  Weise,  bei  «rdlig  strenger  Be- 
kaadliing,  von  Neuem  in  Anregung  gebracht  xu  haben,  n-as  mir 
hei  4em  >cbnn  erwähnten  grossen  Interesse,  das  die  Ballistik 
(Cfmwirtig  mit  vollem  Kechle  für  sich  in  Anspruch  nimmt,  jetzt 
•«U  «n  der  Zell  au  sein  schien.  Wegen  der  im  Folgenden  In 
AnvenduAK  gebrachten  Grundfornieln  und  Beieichnungen  verweise 
Ich  hier,  ohne  Jedwede  weitere  Anrührtingen  Im  Folgeaden,  ein 
fe  alle  yU\  auf  meine  Abhandlung  Tbl-  XXI.  >r.  XXXI.  dber 
4»  all  gern  vi  ne  Tkenrie  der  freien  ktunimlltiigen  Bewegung,  worin 
•!■  hier  Nutbnendige  au  finden  ist. 
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§.2. 

Am  Anfange  der  Belegung  wirke  auf  den  Punkt  A  eine 
Momentankraft  F,  welche  fSr  sich  eine  geradlinige  gleichförmige 
Bewegung  mit  der  Geschwindigkeit  F  erzeugt,  und  deren  Rich- 
tung mit  den  positiven  Theilen  dreier  durch  den  Anfangspunkt 
{abc)  der  Bewegung  gelegter ,  den  primitiven  Axen  der  or,  y,  x 
paralleler  Axen  die  180^  nicht  übersteigenden  "Winkel  o,  /?,  y 
einschliesst.  Ferner  wirke  auf  den  Punkt  A  in  jedem  Punkte 
(pctytii)  seiner  Bahn  eine  constante  Zeitkraft  Ft'^^^G,  deren 
Richtungen  sich  stets  parallel  bleiben  sollen ,  und  die  auch  immer 
nach  derselben  Seite  hin  wirken  soll^  wobei  wir  die  von  der 
Richtung  der  Kraft  Ft'  mit  den  positiven  Theilen  dreier  durch 
den  Punkt  (xtytzt)  gelegter,  den  primitiven  Axen  der  a:,  y,  z 
paralleler  Axen  eingeschlossenen,  180^  nicht  übersteigenden  Win- 
kel durch  q)t' ,  ii>t' ,  %t  bezeichnen  wollen.  Endlich  wirke  auf  den 
Punkt  A  in  jedem  Punkte  {xtytzt)  seiner  Bahn  eine  Zeitkraft 
Ft" y  welche  der  von  dem  Punkte  A  in  diesem  Punkte  seiner  Baho 
erlangten  Geschwindigkeit  proportional  und  deren  Richtung  fiber- 
all der  Richtung  dieser  Geschwindigkeit  direct  entgegengeaetst 
ist.  Die  von  der  Richtung  dieser  Kraft  Ft"  mit  den  positiven 
Theilen  dreier  durch  den  Punkt  (xtytu)  gelegter,  den  primitiven 
Axen  der  a:,  y,  z  paralleler  Axen  eingeschlossenen,  180^  nicht 
übersteigenden  Winkel  sollen  durch  q>t",  '^'t" ,  Xt"  bezeichnet 
werden. 

In  dem  Punkte  {xtytzt)  lassen  sich  nach  drei  durch  densel- 
ben gelegten,  den  Axen  der  x,  y,  i  parallelen  Axen  die  Kräfte 
Ft'  und  Ft"  respective  in  die  Kräfte 

Ft' cos  (pt',     Ft'  costpt' ,     Ft' cos  xt' 
und 

Ft"co8(pt",     Ft"co6il^t",     Ft"cosxt" 

zerlegen,  und  die  Kräfte,  in  welche  sieh  nach  denselben  drei 
Axen  die  Resultirende  der  Kräfte  Ft'  und  Ft"  zerlegen  lässt, 
sind  also  offenbar: 

Ft'co6q>t'  +  Ft"cosg>t", 
Ft'cos'tjJt'  +  Ft"cos%Jt", 
Ft' cos  Xt'  +  Ft"co8xt". 

Folglich  muss  man  in  den  bekannten  allgemeinen  Gleichun- 
gen der  freien  krummlinigen  Bewegung  eines  Punktes,  wie  so- 
gleich in  die  Augen  fallen  wird, 


itm^mlmmien  Gesckwindigk,  Proportion^  Lufiwider8tande8.2lS 

Ffcos^f  =  Ft'co6(pt'  +  Fr^'cos^t*', 

Ff  cos^f  =  Ff' cos  ^t'  +  Ft^coaij/t", 

Ffcosx»  =Ft'coBj(jt'  +  Ft^coBjut" 

Mden.  Um  Don  abe;*  die  Untersochang  mSglichst  zo  vereinfachen, 
leknen  wir  die  darch  die  Richtungen  der  Kr&fte  F  und  Fo'  be- 
i&iBie  Ebene  als  Ebene  der  xy  und  den  positiven  Theil  der 
Äxe  4er  X  der  Richtung  der  Kraft  Fq  parallel  und  von  dem 
Ai&Bge  der  Coordinaten  aus  nach  der  entgegengesetzten  Rich- 
te!^ hin  liegend  wie  die  Richtung  dieser  Kraft;  so  ist  offenbar 
esO,  Y=zW^,    und  wegen  der  geroachten  Voraussetzungen  all- 

9,'  =  ISO»,    ^'  =  90»,    »'  =  90». 
Aboiat: 

Ft'  eoBtpt'  =  -  2G,    Ft'  cos  tt'  =0,    Ft'  cos p'  =0. 

Weil  ferner  nach  der  Voraussetzung  Ft"  der  von  dem  Punkte 
A  ii  dem  Punkte  (stützt)  seiner  Bahn  erlangten  Geschwindig- 
bit  Vt  proportional  ist,  so  ist,  wenn  fi  eine  gewisse  constante 
poiifive  Grosse  bezeichnet, 

Ft"  =  ^»r. 

Amii  ist  nach  der  Voraussetzung  die  Richtung  der  Kraft  Ft" 
fo  Richtung  der  Geschwindigkeit  Vt  stets  direct  entgegengesetzt, 
«od  folgKch,  wenn,  so  wie  Vc,  auch  |t,  rit,  tt  ihre  aus  Tbl.  XXL 
Nr. XXXI.  bekannte  Bedeutung  behalten, 

9^-^=1800-1^,    ^t'^^l^-fiu    x^^  =  180O-&; 
also 

Ft"  cos  g>t"  =  —  f* Wr  cos  & ,    Fr*'  cos  ^t"  =  —  |il>t  cos  tit , 

Ft"  cos  xr^  =  —  fiVt  cos  £t. 

Nimmt  man  dies  mit  dem  Vorhergehenden  zusammen,  so  er- 
^bl  sich : 

Ft  costpt  =  —  2G— ^Wt  cos  |r. 
Fr  cosi>;t  =  —  fiVt  cos  tit , 
Fttoßxt  =  —  fiDtcosJif. 

B^nntlich  ist  aber 


»■=v(t)^(^r+(^)" 


L 


-    j:.. 
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dxt 
COS|t=: 


vm^mHw)" 


cos  fit  ^ 


V  (t)"  *  et)'  +  ©■ 


dir 

C08{t  ?= 


also 


Vtcoau^-^»    l>rC08i?r=  -^.     Vtcos^r=  g^; 
und  folglich  nach  dem  Obigen: 

_  dyt 

oder  in  der  aus  den  früheren  oben  erwähnten  Untersuchung 
kannten  Beseichnang: 

Da  nun  bekanntlich 

die  allgemeinen  Gleichungen   der  freien  krummlinigen   Bei 
in  ihrer  einfachsten  und  ursprünglichsten  Gestalt,  auf  vrefc 
rückzngehen  hier  zweckmässig  ist,  sind,  so  erhalten  wir 
seren  vorliegenden  FaH  die  folgenden  Gleicbungen : 

IX      ^^'        rt^»       3^«      ^»  ^y^       ^*» 


$.  3. 

Die  dritte  der  drei  vorhergehenden  Gleichungen   I)  kai 
auf  die  Form 


.  w 


-^>J 


&        *i 


f'0t:0mitftH  eeieJMmUfi^  Proportion.  lu/twidersta)ule$,2lb 


8ht 

dt 
i-  i-i  *rie  sogleich  erhellet,    anf  die  Foriä 


dzt 

Tt 


sz-^ltdi 


Mögen.   Also  ist,   wenn  C^^  eine  Constante  bezeichnet: 


oder 


vad  folglich,  wenn  e  seine  bekannte  Bedeutung  bat: 


^y  =  e«c,'-2Ai«  =  e^c^\e-*f^. 


•der, 


«renn  wir 


'«Uen: 


C"  =  e*^?»'' 


?2Y  _  ,«,- 


(©= 


C"c-«i"'. 


Die  Fon  der  Projection  des  Punktee  ^  auf  der  Axe  der  z  ver- 
inSge  der  Wirkung  der  Zeitkraft  Zt  am  Ende  der  Zeit  t  erlangte 
^^hwindigkeit  ist  bekaQjQtlich 

d(2t — c —  Ff  cos y) 
dt 

d.L,  weil  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  y=z9Q^^  co8y=0  ist: 

dzt 

Veik  nun  diese  Geschwindigkeit  für   f  =  0  offenbar  verschwindet, 
ft  Terschwindet 

dzt 
dt 

ir  1=0,    und  nach  dem  Obigen  ist  also  für   <  =  0: 
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C"  e-«/^  =  0. 
folglich   C''  =  0.    Daher  ist  nach  dem  Obigen  allgemein: 

— -0 

also  u  eine  Constante.  Weil  aber  zo=c=:0  ist,  so  ist  allgemein 
21  =  0,  und  die  Trajectoria  liegt  also  im  vorliegenden  Falle  gana 
in  der  Ebene  der  xy,  ist  folglich  eine  Carve  von  einfacher  Krüm- 
mung, zu  deren  vollständiger  Charakterisirung  die  beiden  ersten 
der  Gleichungen  I),  nämlich  die  beiden  Gleichungen 


3^xt_     ^^       dxt      S^  Bjft 


hinreichen,  die  wir  daher  auch  von  jetzt  an  unserer  ferneren  Be- 
trachtung allein  zum  Grunde  legen  werden. 

§.  4. 

Um  nan  die  erste  der  beiden  Gleichungen  2),    nHmlich  die 
Gleichung 

ZU  integriren,   wollen  wir 

dxt       ,       dut     ^sct 
tir  =  -g^,    also    gf  =  -g3- 

setzen;    dann  erhält  die  zu  integrirende  Gleichung  die  Gestalt 

g^  =  — 2G— fitif. 

woraus  sich 

dtfr 


und  folglich   durch    Integration,   nach  einer  allgemein    bekannten 
Integralformel,  wenn  Q  eine  Constante  bezeichnet, 

^=Ci-l^^'(<^G-\-iiUt)*    oder    e=Q  ~1/.C2G+^^V 

ergiebt.    Bekanntlich   ist  nun: 

d(xt  —  a—  FtcoBa)       .    .    Bxt      .. 

Bt '         ''   "Si' ~*  ycoBOt 


I 

i 


1.^ 


\    108  der  sich 
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iSm  Ton  der  Projection  des  Punktes  ^  auf  der  Axe  der  x  ver- 
»Sge  der  Wirkung  der  Zeitkraft  Xt  am  Ende  der  Zeit  t  erlangte 
GescbvriDdigkeit«  und  da  diese  Geschwindigkeit  für  t  =  0  offen- 

har  Tersch windet,  seist  Fcosa  derWerth,  welchen  -07  für  ^  =  0 
erUlt     Dies  f&brt  nach  dem  Ohigen  zu  der  Gleichung: 


0=Ci-^/.(2G+fiFcosa)2, 


Ci  =  ^/.(2G  +  fiFcosa)> 


ergiebt     Also  ist  nach  dem  Obigen: 


2^,=  /y?G  +  H^ 


V   2C+^ 


dl 


)"■ 


oder»  wenn  e  seine  bekannte  Bedeutung  hat, 

'2G  +  fi Fcosa-   * 


(zu-f-fir  cosa^' 


=  e«^^ 


und  folglich : 


2G+ 14  Fcosa 

^         =  ±  e/i^ 


Weil  nach  dem  Obigen 

-g^- Fcosa 

die  Fon  der  Projection  des  Punktes  A  auf  der  Axe  der  x  vermöge 
der  Wirkung  der  Zeitkraft  Xt  am  Ende  der  Zeit  t  erlangte  Ge- 
schwindigkeit isty  und  es  in  der  Natur  der  Sache  liegt,  dass  sich 
diese  Geschwindigkeit  zugleich  mit  der  Zeit  nur  stetig  ündern 
kann^  so  kann  sich  auch 


dxt 


ood   folglich  auch 


2G  +  fi  Fcosa 

Theil  XLni.  15 


t-  ■ 

J 
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zugleich  mit  der  Zeit  nur  stetig  Sndern.    Ein  stetiger  Debei 

einer  Grösse  von  dem  |  j^jggat^v^^n  ^  ««  ^em  ^  p^*?^™  l  lmm\ 
aber  bloss  durch  Null  hindurch  Statt  finden.     Aas  der  Gleicbiugj 

2G  +  (iVco8a       .      , 

folgt  aber  auf  der  Stelle,    dass  ] 

2G  +  fiFcos«  '     I 

nie  verschwinden  y   und   daher  nach  dem  Vorhergehenden   auch   ] 
niemals  sein  Zeichen  ändern  kann.     Für  ^=-0  erhält  aber  nach 

dem  Obigen  -kt  den  Werth   Fcosa,  also 

•  2G  +  fi  Fcos «  \ 

2G  +  .t  i 


den  Werth 

2Cr  +  fiFcosa 


i 


=  1, 


2G  +  ^Fcosa 
so  dass  also  die   Grosse 

2G  +  fiFcosa 

(lir  t  =  0,    also    nach    dem   Vorhergehenden    stets    positiv   ist. 
Deshalb  muss  man  in  der  Gleichung 

2G  +  |iFcos«  ^ 

das  obere  Zeichen  nehmen ,  d.  h.  man  muss 

2G  +  fiFcosa 

setzen,    woraus  sich  leicht 

Bxt      2G+f4Fcosa       ,     2G 


i 
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au,  -s E^ 0-A<<d< dt 

f.tf8>obt    Integrirt  ulftD  aber  diese  Gleichung»  so  erhält  man«  wenn 
C  eine  Constante  beseichnet,  nach  bekannten  Integralformeln : 


xt 


and  weil  nun   0:0=^  a  ist ,    so  ist : 


also: 


^     2G+^Fco8a 
11:=:  C  — " i * 

^          .  2G  +  fiFcos« 
C  =  a  +  s f 


folglich : 


26\     2G+firco8a,, 
4).  .    .    .  oTf  =  «-  —  «+ — i-^5 (l-e-i"0. 

um  die  zweite  der  Gleichungen  2)^  nämlich  die  Gleichung 


ZU  integriren»  wollen  wir 


dyt  ÖTf  6*yg 


df 


a^  ■"  8^ 


setzen,  wodurch  die  zu  integrirende  Gleichung  die  Gestalt 

— — —  Sf  — —  1   — 

dt  ^^^^        ■"      fi'  rt 

erhält.     Also  ist,  wenn  Ci    eine  Constante  bezeichnet: 

'='^»'~2ii^-*'^-^»'^2;i^("8r)  • 

;  Nach  dem  Obigen  ist  aber:- 


d.i. 


3(yi— 6— F<  cos  )3) 
dt 


g^-FCOS^ 
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die  von  der  Projeetion  des  Punktes  A  aof  der  Axe  der  5  ▼< 
der  Wirkung  der  Zeitkraft  Tt  am  Ende  der  Zeit  I  erUngte  G» 
seh  windigkeit,  und  da  diese  Geschwindigkeit  fSr  1^0  Terschifi» 
det»  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden  Fcos/7  der  Werth,  welchei 

-^  für  /=0  erhält.     Also  ist: 

folglich  nach  dem  Obigen : 

Fcos/?< 


2fi<  = 


'  (T)  • 


oder 
also 

Durch  ein  ganz  ähnliches  Raisonnement  wie  oben  überzeugt  mai 
sich  aber  auf  der  Stelle ,  dass  mau  auch  in  dieser  Gleichung  dai 
obere  Zeichen  nehmen,    also 

FcosÄ 


'dt 


setzen  muss,    woraus  sich 


5) ^=Pcosi?c-/'' 

oder 

dyt— V  cos  ße-f"^  dt, 

also  durch  Integration,  wenn  C  eine  Constante  bezeichnet, 

^,       Fcos/5 

ergiebt.     Weil  aber  ^0  =  ^  ^^^>   ^^  >®^* 


/ . 


i 


f.-    •  ■ 
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6) ,,=  6  +  Z^(l_e-^). 

fr 

Aas  dieser  Gleichung  erhält  man : 

*    ^  "  Fcosjs ; 

also 

^-Mi— 1      ^^y<-ft)  _  Fcos/3— fi(yt— 6) 
*  '^— ■—    FC08/5    "^  FcSi?  ' 

woraus 

FQhrt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  4)  ein,  so  erhält 
man  für  die  Trajectoria  die  Gleichung 

j«        2G  +  fiFcosa,         M_i.2G,,,      V^Lyt—h), 

jS)       xt='a'\r w7 — --5 — (yt — W  +  — «  * { 1  —  S^^^ s-^l 

oder 

^  fAFcosp     ^^        '      fi*  Fcosp 

Nimrot  man  jetzt,  was  offenbar  immer  verstattet  ist,  den 
positiven  Theil  der  Axe  der  ^  so  an,  dass  der  Winkel  ß  nicht 
grosser  als  90^  ist,  so  ist  offenbar 

wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  die 
Richtung  der  Kraft  F  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  der 
zweiten  Axe  eines  durch  den  Anfang  der  Bewegung  parallel  mit 
dem  Systeme  der  xy  gelegten  Systems  liegt;  und  bezeichnen  wir 
also  den  90^  nicht  übersteigenden,  und,  jenachdem  die  Richtung 
der  Kraft  F  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  der  zweiten 
Axe  eines  durch  den  Anfang  der  Bewegung  parallel  mit  dem 
Systeme  der  xy  gelegten  Systems  liegt,  als  positiv  oder  negativ 
betrachteten  Neigungswinkel  der  Richtung  der  Kraft  F  gegen  den 
positiven  Theil  der  zweiten  Axe  eines  durch  den  Anfang  der 
Bewegung  parallel  mit  dem  Systeme  der  a:y  gelegten  Systems 
durch  i,  so  ist  offenbar  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren 
Zeichen  auf  einander: 

ß=:±i,    a  =  90OT/5=90o-.i; 


2&2Crunerl:    (Jeder das baiUsUsche Problem, unter Y^rmmHmut  ^ 

folglich  allgemeio: 

cos  a  =  sio  i,    cos  ß  =  cos  i. 
Also  ist  nach  dem  Obigeo : 
,0) ax,^2C  +  ^FBm,-^.^_2g 

und 

2G^  .  2G+fiFsin»-  , 
11).   .   .   ,arr  =  a— — /+ — -=-^5 (l-e-^**); 

ferner 

12) |^=  Vcosie-f^^ 

und 

13) yt  =  b+^(l-e-f")', 

endlich  ist: 
l^^  .2G+£F8ini  .,.2€?,,-      njj/t-b), 

oder 

_.        _        2G+£Fsin»         ,,  .  2G ,  Fcosi-fi(yr-6) 

15)    :rf ^a  H j^ — : —  (vt — 6)  +  — 5  / ^ — ^^^ • 

''  '       liFcost     ^        ^  ^  yr  Fcost 

Vertauscht  man,  natSrlicb  nur  in  der  Bezeichnung,   a,  6  und 
xti  yt  mit  einander,  so  werden  die  vorhergehenden  GleicbuDgen: 


16) ^=  Fcoste-M» 


und 


Fcos  i  . 
17) a;,=  a  +  -^-^(l-e-/«); 


ferner 

und 
im  I      2C^  ,  2G  +  fiFsinr, 

endlich 
onx  -'    2G  +  fiFsinr  xl^^,,,      jü(^i— a). 

oder 


■ 


i-i .  ^ 
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")    y=*-^     ^Fcoa»     (^^-«)  +  ^^ F^- • 

Weil  bekanntlich 

»•=V(W+Cf)' 

iet,  80  ist  nach  16)  and  18): 

oder,  wie  man  leicht  findet: 
23) t>t 

=  i  V4G*— 4G(2C+^Fßini)e-Mt+(4G«+4^G'F8int+fiaF«)c-a/«^ 

In  diese  Gleichungen  konnte  man  leicht  noch  den  folgenden,  aus 
17)  sich  anmittelbar  ergebenden  Werth  von  e~^^'  einfuhren : 

24) ,-^=Z^2BipK^Jz:^, 

'  rcost 

ivoraos  sich  auch 

^cost 

25) eA*^=  i? : 7 ^, 

'  Fcost  — |[A(a:r  — a) 

also: 

^.  ^_1^  Fcos» 

^ fi    Fcosi— fi(art  — a) 

ergiebt. 

Die  Winkel  It«  17t  erhält  man  mittelst  der  Formeln: 

hxt " 

^       "ST      Fcosie-A*^ 
coser=-^= ^^ , 

27).    .    . 

8f       (2G  +  ^  Fsin  0  e-/"«  -  2G 
«o«^'=f7= -^, 5 

bei  deren  weiterer  Entwickelang  wir  uns  nicht  aufhalten  wollen. 

§.  5. 
Weil    in  dem  höchsten  Punkte  der  Trajectoria  deren  BerOh- 
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rende  der  Axe  der  x  parallel  ist,  d.  h.  mit  derselben  eine 
schwindendeo  oder  180^  betragenden  Winkel  einscbliesst, 
in  diesem  Punkte 

und   aus    dieser   Gleichung   muss    daher   die   Huhe   des  ^ 
welche  wir  durch  H  bezeichnen  wollen«   bestimmt  werden. 
16)  und  18)  ist  aber: 

^  ^  2G  +  ftFsin«         2G     ^,^ 
'  '    '   '         dxt  ftFcost  fiFcost 

und  bezeichnen  wir  also  die  Zeit,  welche  der  Punkt  A  gebr 
um  vom  Anfangspunkte  der  Bewegung  bis  zu  seinem  hu( 
Punkte  zu  gelangen «  durch  T»  so  haben  wir  nach  dem  V 
gehenden  zur  Bestimmung  von  T  die  Gleichung 

2G  +  fiF8int  — 2Ge/*^=  0, 
woraus  sich 


^,^     2G+fiFsin»  fiFsin» 


2G  ""'^     2G 

also 

29) 7'=1/(H.4P') 

ergiebt.     Zur  Bestimmung   der  Hohe  H  des  Wurfs    habe 
aber  nach  19)  die  Gleichung 

woraus  sich  mittelst  des  Vorhergehenden  leicht 

on^                    n— #  ^  ^g'"'     2G  jüFsint\ 

30) liz=b  +  — ^^('+     2G~^ 

ergiebt. 


§.  6. 

Bezeichnen  wir  die  Zeit,  welche  der  Punkt  A  gebrauc 
vom  Anfangspunkte  der  Bewegung  bis  in  den  Durchschnitt 
seiner  Trajectoria  mit  der  Axe  der  x  zu  gelangen,  durch 
muss  nach  19)  diese  Zeit  (T  mittelst  der  Gleichung 

31)...     ft_2^V+^-^±S^(l-e-.«)  =  0 
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werden,  wekhe  traoscendente  Gleichung  aber  nur  durch 
MbtruBg  Idsbar  iet 

Für  6  =  0  wird  diese  Gleichung: 

* «        "  2C  +  ftF8lnr 

Hat  oiaD  aber  mittelst  dieser  Gleichung  ff  bestimmt,  so  findet 
ttaa  die  Worfweite,  welche  wir  durch  W  bexeicbDen  wollen, 
flieh  17)  mittelst  der  Gleichung 

83) iF=a  +  -^^\l-.6"**«), 

Ww  pach  32)  mittelst  der  Gleichung 

U\  117  ■     26?  Fcos  % 

2Cr-f-^Fsmt    * 

oitr,  wenn  wir  auch  anO  setsen,  d.  h«  den  Anfangspunkt  der 
Bewegung  logreicb  als  Anfangspunkt  der  Coordinaten  annehmen, 
»Hiebt  der  Gleichung : 

35) 2GFcosf 

xG-hfAFsiDt 

Nitfirlicb  konnte  man  die  Wurfweite  W  auch  unmittelbar  aus 
to  Gleichung 

^j  2C  +  f*Fsint- ^  .  2G,Fcost— filF     ^ 

Fcost  fi  Fcost 

oder 

•       Vcoti       "^+  ^  '^'      Fcoaf     "' 

^CBe  (ich  aus  der  Gleichung  21)  ergiebt,  aber  auch  nor  durch 
flihening  auflusbar  ist,  bestimmen. 


§.7. 

Hat  man  unter  Voraussetzung  desselben  Kalibers  und  der- 
iaibeo  Ladung  fSr  zwei  verschiedene  Elevationswinkel  t',  i"  die 
esliprecbenden  Wurfweiten  W»  W  beobachtet,  so  hat  man 
üsh  37)  zur  Bestimmung  der  diesem  Kaliber  und  dieser  Ladung 
■rtsprechenden  Werthe  von  fi  und  F  die  beiden  folgenden  Glei- 
dnnlgen: 

15* 
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Fcosr  (i    ^       rcost' 

38)  ,  .  .   < 

2_G+,^nj:^       2G  j^      ^, 

Fcosr  fi     ^        Fcosr'' 

Weil  es  aber  bei  der  Auflösung  dieser  beiden  transceni 
ten  Gleichungen,  wie  immer  bei  der  approximativen  Auflus 
der  Gleichungen,  zunächst  darauf  ankommt,  sicherste  Näherui 
werthe  der  zu  bestimmenden  Grossen  ft,  F  zu  verschaffen, 
möchte  es  bei  Beobachtungen,  wie  die  oben  angedeuteten, 
besten  und  zweckroässigsten  sein,  ausser  den  Elevationswinfc 
i' ,  i"  und  den  Wurfweiten  IF',  W"  auch  noch  die  entsprechen 
Flugzeiten  (T,  (T'  zu  beobachten.  Dann  hat  man  nach  35)  : 
Bestimmung  der  beiden  Grössen  ^l^  V  die  Gleichungen: 

117/  -    2GFcosi^  _    2GFcosi^ 

39)...  W^-2G  +  |^F8ini'^'     ^^  ■"2G  +  f4F6ini^^  ' 

aus  denen  sich  durch  Division  zuvörderst  zur  Bestimmung  ti 
\iV  die  Gleichung 

W  _  (T    cosjT    2f;  +  fiFsini'^ 

TP~ä'''cosi^*2G+ftFsini' 
oder 

2G+^Fsint^_  cos^    CT     W^ 
2C  +  jü Fsin i"  ""  cos V'^'  W 

ergiebt.  Löst  man  diese  Gleichung  in  Bezug  auf  ftF  als  unl 
kannte  Grösse  auf,   so  erhält  man  mittelst  leichter  Rechnung: 

w.     n^         riF^cosi^-rtrcost^^ 

4Ü)  .  .  .   ^'^-^^ff'/^P6in,v^o8t-'/_(rircosi'sint"" 

Hat  man  aber  mittelst  dieser  Formel  jüF  berechnet,  so  erg 
sich  F  mittelst  eines  der  beiden  folgenden  aus  39)  fliessen 
Ausdrücke: 

2G  +  fiFsini^   iE  _  ?^  +  ^_r«»"i!  ^" 
41)  .  .  .   K~      2Gcosi'      •  r  "~      'IGcosi"     •  r'"  • 

und  |Li  erhält  man  dann  mittelst  der  Formel 

4-2) f*  =  —p-- 

In  völlig  entwickelter  Gestalt  erhält  man  auch  leicht: 

-.,  p yryf^sin£^--sin»-o 

4^;.    .    .      I  -  ff"  »F'sint'cosi"— r  If^'^cosi'sin^'' 


I    ^ 


f     :  r 
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^ ji  =  2G 


inr'(sini'— sin  ^ ) 


•der: 


«i.  .   .      '^-^IPfiiDi'cosi^— ff'ir-'cosi'sini'*' 

—  r  —^  wyoBV^'^jY'  cos  I" 

«9.  .  .  .  I*  — «»|pj>'*.pin^(,v_,v,J^.^3J^,.r:^.,y 
Hlt  man  aber  auf  diese  Weise  erste  Nfiherungsiverthe  von 
F  oid  |i  gefunden,  so  wird  es  mittelst  einiger  Versoche  immer 
leicht  sein,  diegenaoen,  den  beiden  Gleichungen  38)  geniigonden 
Wertbe  dieser  beiden  Grossen  zu  finden,  was  einer  weiteren  Kr- 
liatcrong  hier  nicht  bedarf. 

Die  Ermittelung  der  Werthe  der  Grössen  V  und  ^  auf  dem 
VFege  der  Versuche  durch  Probeschüsse  in  der  vorher  angoge- 
hneo  Weise  dfirllte  sich^  namentlich  bei  der  jetiigen  so  unge- 
awia  grossen  Vervollkommnung  der  Geschütze,  meiner  Meinung 
sack,  irohl  empfehlen,  und  wurden  dergleichen  Versuche  auch 
«BT  Eotscheiduog  über  die  Richtigkeit  oder  Unrichtigkeit  des  zu 
Graade  gelegten  Luftwiderstandsgesetzes  beitragen  kunoon.  Na- 
Ifriich  wurde  bei  der  Berechnung  der  definitiven  Werthe  der 
Atfangsgeschwindigkeit  V  und  des  Widerstands- Coefliclenten  ^^ 
IM  den  Versuchen  auch  auf  den  zeitigen  Stand  des  Barometers 
oad  Thermometers  Rücksicht  zu  nehmen  sein  •  was  keiner  Schu  ic- 
rigkeit  unterliegt  und  hier  nicht  weiter  erläutert  zu  worden  brnueht. 
Nal&rlich  würden  die  auf  diese  Weise  ermittelten  Werthe  von  V 
and  |i  immer  nur  für  jedes  einzelne  Geschütz  und  seine  Ladung 
9ht  m  Individuum  gelten,  aber  doch  auch  auf  alle  Geschützo 
voo  gleicher  Art,  wenigstens  näherungs weise,  Anwendung  finden 
keaaeo. 

9.  8. 
Ans  der  Gleichung  17),  nSmIich  aus  der  Gleichung 

.  Fcosi,-         ... 

•der,    wenn  wir  wieder  der  Kürze  wegen  a=:0  setzen,    aub  der 

Gletcbaog 

Fcosi\- 

arj  =  -— --(1  — e-"0. 
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erhellet,  dass,  wenn  i  in's  Unendliche  wSchst,  xt  sieh  der  Gränie 

r   cos  t 

nShert  und  derselben  beliebig  nahe  gebracht  werden  kann, 

wenn  man  nur  i  gross  genug  werden  Ifisst.    Debrigens  aber  ist 

immer 

^  Fcost 
x$  < . 

Hieraus  erhellet,  dass  die  durch  den»  durch  die  erste  Coordinate 

Fcos  t 

bestimmten  Punlct  der  Axe  der  x  auf  diese  Axe  senkrecht 

gesogene  gerade  Linie  eine  Asymptote  der  von  dem  Pnnkte  A 
beschriebenen  Trajectoria  ist. 


8.  9. 
Nach  §.  5.  ist 

47)...    ^'=I+^'\     r=i/(l+«i^); 

also  nach  17)  and  19)»  wenn  wir  der  Kflrze  wegen  assO»  6  =  0 
setaen,  d.  h.  den  Anfangspunict  der  Bewegung  angleich  als  Ab« 
fangspunkt  der  Coordinaten  annehmen : 


1 


_F*sinico8t 

48)  .    .   . 


^r""2G  +  fiF8inr 


Fsint      26',^-    .  liFsinr 

wo  y  die  im  angefObrten  Paragraphen  durch  H  bezeichnete  Hohe 
des  Wurfs  ist. 

Nehmen  wir  nun  den  Punkt  Gt  y  ),  d.  h.  den  höchsten  Punkt 

der  Trajectoria,  als  Anfang  eines  neuen,  dem  priroitiFen  Systeme 
der  xy  parallelen  Coordinatensysteros  derri^an,  in  welchem  aber 
die  Axen  der  jr,  i^  respective  den  Axen  der  y,  x  parallel  sind, 
und  die  Richtung  der  positiven  r  der  Richtung  der  positiven  y 
entgegengesetzt,  dagegen  die  Richtung  der  positiven  t^  einerlei 
mit  der  Richtung  der  positiven  x  ist;   so  ist  offenbar  allgemein 

x^  =  x^^r%,    y,  =  yy-r,. 
Nach  21)  ist  also,  wenn  man  a=0,  6^0  setzt: 

_        2G  +  fiFsini  2G,^^^«*""ft^^r"'"V 

^T    ^""     ^Fcos»     ^^T+V"*"^«'  Fcosi 


»••■ 


r-,   -.-..     - 

f 

.1  • 
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■Iw,  iran^au  IBr  a    ond  jr    ihre  tl^erthe  au  dem  Obigea  setzt : 

Fripl     2C,„.«  Fetal 

8C-ff»F8iB</  F«  ein  fco«  f        \ 
'       ^F'eoe«     V.2C+f»Felo<+'7 

■•■  ^  *  V.2G + n  Fem  i~"  Tcöet'"  / 

Fetal'     2£+|»FeiB< 
"^11     +     fiFcoet     "' 

'^1/1  a.  »y^'iny  .2g,,|      t*(2G+t*Feta») 

felgSth,  wenn  man  aafhebt,  was  eich  aafbebeo  liest: 
^      2C-fftFetar   .80...     fi«    2C+>*Feta<..  . 

SXni  wir  BOB 

»     2C.+  ttFetai_  _2G+jiFetaJ 

*»—      itFcoet      '<—     M  Fcoe<      l*,  "*»>; 

'^  «rUlt  dta  vorstehende  fileichang  die  eehr  einrache  Form : 

^ »»+r.+^/(i-fe»«)=o 

<HI«r 

91) /(l-^»r)  =  -^(I.+»i). 

*~2S**"-* 

»» ,.->-.-2'^^''-*-^. 

Entwickelt  man 


in  «ini»  Reike.  oo  wird  di«  Gteiefcniie  3K - 

•1    r. 

ILuin  nan  skb  far  berecätict  kiitea.  äffe  £e  ivöte  oberatei- 
2€mde  Potenzen  t«»  (&  cmtkaTteadeA  Gucker  ait  bureichemler 
Aimlbeniag  m  ^ernadilutfi;^!! ,  so  wird  £e  ▼•rstekcsde  Gleickug 

^*«,_A.. 4C 

9^' 


aF,— jg1^=0  oder  ft»=^  J, 


d.  i.  Mcfc  49; 


aUo 


4Gr«c€st« 


welches  die  Gleichoog  einer  Parmbel  i«t,  die  för  ^  =  0  io  die 
bekanote  Gleicbaog  der  Trajectoria  der  Wnrfbewegimg  im  leeren 
Raome  Gbergebt 

FGhrt  man  in  diese  Gleicbao^  cfatt  jTi»  9t  wieder  xg,  yt  eia, 
HO  wird  dieselbe: 

(F*»iii»cos»V 
^'"TG  +  iiFsiniJ 

4GF*co8i«     ^Fsini      2C  aFsini  ^ 

—  (2G  +  fiFsiDi)«^     ^  ^*'^*+     2G    ^     ^')* 

also,  wie  man  hieraus  nach  einigeo  leichten  TransformatieneD 
sogleich  findet: 

iCÄ^  i^g'n«/!      f*Fsin»       2G    ,      fiFsinr 

(2G+f*Fsin0tangi  (2G+j4F8in  i)* 

■*^  8C  '^'"'     4GF«cosi«     '^' 

welche  Gleichang  natürlich  nar  näherangs weise,  anter  der  oben 
gemachten  Voraassetzang,  richtig  ist. 


^i- 


■".i^  *■■ 
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Geometrischer  Ort  der  Mittelpunkte  aller  durch  einen 
festen  Punkt  gehenden  Sehnen  eines  Kegelschnitts. 

Von 

Herrn  Professor  E,  Lommel 

10  Schwyz. 


Der  im  Archiv  schon  mehrfach  behandelte  Lehrsatz: 

„Der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller 
durch  einen  festen  Punkt  gehenden  Sehnen 
eines  Kegelschnitts  ist  ebenfalls  ein  Kegel- 
schnitt, welcher  mit  dem  gegebenen  ähnlich  und 
in  ähnlicher  Lage  ist;*' 

lässt  sich  leicht  auf  folgende  elementare  Art  beweisen. 

A.  Der  gegebene  Kegelschnitt  habe  einen  Mittel- 
punkt (Ellipse  oder  Hyperbel).  In  Taf.  V.Fig.ll.  sei  O  der  Mit- 
telpunkt des  gegebenen  Kegelschnitts»  OX  die  Richtung  seiner 
Haaptaxe  (der  grossen  Axe  bei  der  Ellipse,  der  reellen  Axe  bei 
der  Hyperbel)  und  P  der  feste  Punkt,  so  erhält  man  den  Mit- 
telpunkt M  einer  beliebigen  durch  P  gehenden  Sehne  PM, 
wenn  man  parallel  PiV  einen  Durchmesser  ÜV  des  Kegelschnitts 
zieht  und  zu  diesem  den  conjugirten  Durchmesser  OM  bestimmt. 
Alsdann  ist  JU  ein  Punkt  des  gesuchten  geometrischen  Ortes. 
Seien  nun  Q  und  R  die  Durchschnittspunkte  der  Geraden  PO 
mit  dem  Kegelschnitt,  also  QR  einer  seiner  Durchmesser;  zieht 
man  alsdann  durch  Q  eine  Sehne  QS  parallel  W  (d.  h.  auch 
parallel  PM)  und  verbindet  den  Punkt  iS  des  Kegelschnitts  mit 
Rg  80  ist  bekanntlich  auch  SR  parallel  03i,  und  demnach  Dreieck 
QRS coDweck PO My  und  es  verhält  sich 
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OMiRS=OP:RQ 

Da  also  die  Radien  Vectoreo  der  geeacbten  kranmeD 
aas  O  (OM)  bq  den  parallelen  Radien  Vectoren  des  gegel 
Kegelschnitts  ans  R  (RS)  in  einem  constanten  VerhiltBiss 
so  mnss  der  gesachte  Ort  ein  Kegelschnitt  sein»   der  mit  dtav 
gegebenen  Shnlich  ond  in  ähnlicher  Lage  ist     Man  erkennt  n— 
gleich,  dass  der  gefundene  Kegelschnitt  durch  die  PnnkteOvS 
P  geht,  welche    den  Punkten  R  und  S  des  gegebenen  Kegel« 
Schnitts  resp.  entsprechen.    Es  ist  daher  OP  einer  seiner  Duwh 
roesser  und  sein  Mittelpunkt  liegt  in  der  Mitte  der  Linie  OP*  Dwl 
alle  Linien,  welche  man  im  zweiten  Kegelschnitt  sieht •  su  den 
homologen  Linien  des  ersten  Kegelschnitts  sich  verhalten 
wie  OP  Sil  QR,  so  bat  man,  wenn  man  die  Ualbaxen  des 
mit  a  und  6,  die  entsprechenden  des  zweiten  Kegelschnitts  aber 
mit  A  und  B  bezeichnet: 


i4  =  a. 


OP 

QU 


and    Bssb. 


OP 
ÖS' 


Man  sieht  daraus,  dass  der  zweite  Kegelschnitt  mit  dem  eisfn 
congruent  wird,  wenn  die  Entfernung  des  festen  Punktes  fMi 
Mittelpunkt  des  ersten  dem  Durchmesser  gleich  ist,  welehtr  ii 
die  Verbindungslinie  der  genannten  Punkte  fUlt  Ist  aber  jM 
Entfernung  grCsser  als  dieser  Durchmesser,  so  hat  der  swtite 
Kegelschnitt  grossere,  ist  sie  kleiner,  so  hat  er  kleinere  DiMS- 
sionen  als  der  erste. 


Bezeichnet  man   OP  mit  ä  und  Winkel  POX  mit  9, 
fSr  die  Ellipse 

♦  V^a*  sin  *q>  +  6*  cos  •y 


so  iü 


und  für  die  Hyperbel 


QR=z 


'2ab 


V  6*cos*9  — a*sln*9 


folglich  bat  man  für  die  Ellipse: 

/l  =  äi  V^a*sin*9  +  6*cos*9   und    B=  5-  V^a*sin*9  +  6*cos*9; 


(Sr  die  Hyperbel  dagegen: 

il  =  5^  V  6*cos*9  —  a*sinV    «nd    £=  0-  V^6*cos*9  —  a^sin*^ 


.1  ■ 


ri,    ' 
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&   Dtr  Kegelschnitt  habe  keinen  Mittelpunkt,  d.h. 
ienefte sei  ehie  Parabel.    Sei  OX  (Taf.  V.  Fig.  12.)  die  Axe,  OD 
Dvvcfaix«    F  der  Brennpunkt    der    Parabel  and   P  der  feste 
M»  «0  iodet  raan  den  Mittelpunkt  M  einer  beliebigen  durch 
gekeoden  Sehne  PM^  Trenn  man  durch  denjenigen  Punkt  der 
iPimbel»  dessen  Tangente  mit  PM  parallel  ist,  einen  Durchmesser 
^•nUel  OX)  zieht.     Man  kann   aber  diesen  Durchmesser  leicht 
tastimen,    indem  man  vom  Brennpunkt  F  aus  eine  Senkrechte 
•if  PJf  flillt»   und  durch  ihren  Schnittpunkt  <S  mit  der  Directrix 
eioe  Parallele  zu  OX  zieht.     Der  Durchschnitt  M  dieser  letzteren 
nit  PM  ist  alsdann  ein  Ponkt  des  gesachten  Ortes.    Bezeichnet 
wn  Don   die  Coordinaten  OQ  und  PQ  des  festen  Punktes  (auf 
Ol  Qod  OD   als  Coordinatenaxen   bezogen)  resp.  mit  m  und  n, 
ferntr  OR  und  MR  (=-  OS  =  QT),  die  Coordinaten  des  Punktes 
M,  re«p.  mit  x  und  y^   und  endlich  OF,    den  halben  Parameter 
(}er  Parabel,  mit  p,  so  erh&lt  man  aus  der  Aehnlichkeit  der  Drei- 
f    ecke  SOF  und  MTPi 

(n'—y):(m  —  x)  =  p:y, 
oder: 

y(n—y)=pim-^x). 

Aas  dem  blossen  Anblick  dieser  Gleichung  entnimmt  man,  dass 
4»  gesuchte  Ort  eine  Parabel  ist,  deren  Axe  mit  derjenigen  der 
gegebenen  parallel  läuft  und  deren  Parameter  die  Hallte  ist  von 
idem  der  ersten.  Man  sieht  ferner»  dass  diese  zweite  Parabel 
darch  die  Punkte  P  und  Q  geht;  da  somit  PQ  eine  zu  ihrer  Axe 
ienkrechte  Sehne  ist,  so  muss  diese  Axe  noth wendig  durch  den 
Ifitteipankt  von  PQ  gehen.  Weil  endlich  alle  Parabeln  unter  ein- 
loder  Sbniich  sind,  so  ist  der  oben  ausgesprochene  Lehrsatz  auch 
Ur  die  Parabel  vollständig  bewiesen. 


Theil  Xl*in. 
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Autre  d^monstration  da  th^or^me  de  Mr.  Beltrami 
enoDc^  dans  le  42.  Tome  pag.  356.  de  ce  Journal. 

Par 

Monsieur  JR.  Lobatto, 

ProfeMear  k  r£cole  polytechniqoe  k  DeIfC. 


Tlt^orime. 

Le  ceotre  du  cercle  circonscrit  k  ud  triangle  coTd- 
cide  avec  le  centre  de  gravit^  de  masses  ögales  placöes 
aux  quatre  centres  des  cercles  qui  toucbent  les  c6t4B 
du  triangle. 

Soit  ABC  le  triangle.  Däsignons  par  a,  b,  c  les  cM^s  oppo- 
ses  aux  angles  A,  B,  C,  et  par  R,  Ri,  R^,  R^  les  rayons  des 
quatre  cercles  inscrits;  les  trois  derniers  so  rapportant  aux  cer- 
cles  qui  toucbent  extörieurement  les  c6täs  a,  b,  c. 

Od  aura,  en  nommant  J  Taire  du  triangle: 


c 


R^  —  $     Kr»  ^  -      -  f     jKj  =  ~      T  9     R*  ^ 

s  *       5  —  a  *      s  —  0  *      s  — 

.«  ^tant  ^gal  ä  i(a  +  6  +  c). 

La  distance  x  du  centre  de  gravitö  des  quatre  masses  egales, 
au-dessus  de  la  base  AB,   s'exprime  ävidemment  par 

=  :?S1  +  «L_  +  J L.i 

4(*      s — a      s — b      »  — c) 


1 


4  ((s — a)(8  —  b)      «(*— c)S' 


Or,   on  a 


f.'%.Mt;    ^   ?9Jir.-    W».,^^ 


■'  Ar 


Jr 


an  nwfrr  ib  cttKilr  ^^Nyknm^W^ 


Remu^Des  sur  one  Solution  donnoopar  Mr.  Jon.  Kil 
les  k  HüBchen,   du  probl^mo  rolalif  j^  Ia  ouhnluro 
d^iu  cjimdre  droit  coupe  par  un  plan  inclin«^  nur  aa  haar. 

Par 

Monsieur  JR.  Lohaito^ 

Prafestenr  k  l*£cole    poljtochniqai»    A   Ovlfl 

(Voir  Tome  42.  pag.  IHO.  de  ce  Journsl.) 


M'^lant  occaptf  il  y  a  66jk  quelquo  lemp«  du  m^nin  priibli»iiiit 
m  j  appliqoant  nne  ni^thodo  tout-ik-fail  dlflMr«nl«i,  J'al  «l|i4  pnrld 
leisparer  non  reeultat  k  celui  obteiiu  pur  Mr.  Kl II im.  Krnppfi 
li  k  diacordaoce  obeerv^e  entre  cei  deux  r^ullal«.  J>i«inlii«l 
iTeMeat  la  Solution  doiit  il  s'aRit,   et  je  ne  tJirdjil  pa«  /•  v 
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remarquer  une  meprise  quo  je  ine  perniets  de  signaler  ici ,  puis- 
qu*elle  a  cooduit  ce  g^onietre  ä  une  forniule  faotive  pour  ävaluer 
le  volume  du  eylindre  tronquä. 

Voici  en  quoi  consiste  Terreur  qui  e'eat  gliss^e  dans  cette 
Solution.  Mr.  Ei  lies  suppose  sans  demonstration  que  8i  dans 
un  eercle  (Tab.  V.  Fig.  8.)  Ton  möne  des  cordcs  NQ,  LM,  VW 
etc.  paralleles  ä  des  distances  Egales  et  infiniment  pctites,  las 
secteurs  infiniment  petita  PNL,  PLÜ,  PQMf  PMW  etc-,  basea 
des  prismes  tronquös»  qui  coniposent  le  volume  du  eylindre  Cron- 
que,  auront  une  valeur  commune,  qu'il  d^signe  par  ^ :  corrölation 
evidemment  inezacte. 

Pour  le  faire  voir,  il  suffira  de  prouver»  qu'en  supposani  ces 
secteurs  ou  bien  les  arcs  infiniment  petita  IJL%  LIS  etc.  ^aoz 
entre  euz,  les  cordes  NQ,  LM,  VW  etc.  ne  seront  pas  ^qni- 
distantes.  Eo  cffet  eo  d^notant  le  rayon  par  r,  un  arc  quelconqae 
C17=  CW  par  9  et  WM^  VL  par  d<p,  il  est  clair,  que  la 
distance  infiniment  petite  des  deuz  cordes  VW,  LM  aura  pour 
expression 

r  cos  g)  —  rcos  (g)  +  dq>)  =  — rdcoB^  =  r  sin  ^fp, 

d'oü  il  suit,  que  si  Ton  attribue  diverses  valeurs  k  Tarc  9,  la 
distance  dont  il  s'agit,  variera  ^galement  de  grandeur.  Dodc»  in- 
versement,  pour  des  cordes  paralleles  et  ^quidistantes ,  les  se- 
cteurs correspondants  n'auront  pas  les  meines  valeurs  infiniment 
petites.  II  en  resultc  necessairement  que  les  bauteurs  //|,  h^,  /'sy* 
ou  les  arretes  des  prismes,  passant  par  des  points  equidistants 
pris  sur  la  circonfercncc  de  la  basc  du  eylindre,  ne  fornicront 
«aueunement  une  progression  arithni^tiquc.  S*il  cn  etait  ainsi,  il 
i'audrait  qu*en  developpant  la  surface  du  eylindre,  le  contour  de 
Ic'i  section  elliptique  so  cliangedt  cn  ligne  droite,  ce  qui  est  ma* 
fiifcstement  faux,  circonstance,  qui  parait  avoir  echappe  a  Mr. 
Kill  es.  La  forniule  donnee  par  ce  geom^tre  etant  ainsi  bas^e 
sur  des  deductions  erronees,  je  crois  pouvoir  la  considerer  comme 
inexacte. 

Si  Ton  veut  adopter  le  mode  de  d^composition,  qui  forme 
la  base  de  cette  Solution,  on  peut  partir  soit  de  requidistance  des 
cordes  paralleles,  soit  de  Tägalite  des  secteurs  infiniment  petits. 
Dans  chaeune  de  ces  deux  hypotheses  la  recberche  de  Tevalua- 
tion  du  volume  a  detcrminer  exigera  necessairement  Temploi  du 
caicul  integral,   quo  Mr.  Eil  les  semble  avoir  voulu  eviter. 

Je  vais  exposer  maintenant  la  Solution  ä  la  quelle  j'etais  par- 
venu,  Sans  recourir  k  lapplication  du  caicul  integral.  Ma  Solution 
est  fondee  sur  lo  theoreme  suivant,    assez  connu  des  geometreS: 


IjO  voluiDtt  il'nn  prismc  ilroit  lrontiut<  ä  lias« 
quelconque.  esl  rg"'  "*■  )iroiluit  du  In  baee  pnr 
la  hautcuT  da  ceotre  de  grarit<f  de  la  base  ( 
p6rieurc. 

,Soil  ABCD  (Tab.  V.Fiff.g,)  le  cyllndre,    OP  son  axe,  £7«  1 
bplnn  iH^anl  passanl   (lar   In   cordc  J/f  perpcndiculalre  au  dia- 
M^  j4£.    Ch«rcliuns  d'abord    le  voliiine    du    cylindre   Ironqu^ 
J£CJ.    Cr,  ce  solide  pnuvnnt  ^videmment  «Ire  consid^r^  cnnime 
nfriaaio  Iroiiqu^,    ayaül  puur  base    le  segnieiit  ctrcuUire  AJR,, 
HB  toi  um«  s'eiprimera,    eii  vertu  du  theor^nio  cJtä,    pur   le  prn 
dnit  de  faire  /  de  ce  segnient  par  la  perpendicidaite  GG'  abaU-l 
•^du  cvnlre  de  gravtle  G  da  se|£inent  elliplique  EJK  sur  la  base  AJ 
RuDKtiaons  a  präsent,  que  le  point  G' ,  projeclion  de  G,  est  pr^l 
dMin«al  le  ceiilre  de  ffravltä  du  segment  circuluire,  projeclion  dal 
11     itgn*ni  elliptiqae. 

Dnpt^s  uno  Torniule  connue  la  dielance  CO  a  pour  raleur  I 
iäi>  i  dieigDant  la  longueur  doiin^e  de  la  corde  JK.    Sott  encore 
'  llncliMlaon  du  plao  s^caot.  U  viendra 

GG'  =  rCtgi  =  lOY+OG')tg6 

"ai  ciiiiiiM|aei>(  le  volume    V  ä  döterminer  e'expriniera  par 

f  =  (/v'(r»-i..')+,Wltgd. 

(fu«D(  !i  la  valenr  de  tgd,  on  aitra,  en  designani  par  ß  la  dielaitce  1 
^f'ltpar  A,  H  lee  bauleurs  des  puinla  £,   )'  au-ilessuä  de  la 

l*«»  du  cylindre.    lga=  ••■--  ■ 


r=  I /V(r"-ia«)+ A«'l -^■ 

quantil^s  ß  et  I  s'oxpriment  faciletncnt  en  funclion  des  doi 
Zm  effct.   Oll  a  j3  =  r  ±  v-{r' -  {o'). 

/=  r«Arcsin  vers.  ^  ±  iaV(r«  —  in*) , 

:4oe  la  aeclioD  EJK  coupe  Taxe  OP  ou  son  prolongetneDl. 
W  obtenir  le   volume    V    de  la   partie  CDBJHE  Ü  n'y  a 
'"'44  aonatraire   le  volume  obteiiu  ci-dessus  de  itr^H,  volume  du 
^Btdre. 
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XVII. 


Geometrischer  Beweis  des  Satzes  von  Beitrami  fiber 

die  Relation  zwischen  dem  Mittelpunkt  des  Kreises  um 

ein  ebenes  Dreieck  und  den  Mittelpunkten  der   vier 

Berührungskreise  dieses  Dreiecks. 


Von 

Herrn  Carl  Schmidt 

in  Sprcmberg. 


Das  Archiv  giebt  Tbl.  XLII.  S.  354  f.  den  Beweis  des   fol- 
genden  Satzes  von  Herrn  Beitrami  in  Pisa: 

Der  Mittelpunkt  des  um  ein  ebenes  Dreieck 
beschriebenen  Kreises  ist  der  Schwerpunkt  der 
Mittelpunkte  seiner  vier  Beruhrungs  kreise, 
wenn  man  sich  dieselben  mit  gleichen  Gewich- 
ten beschwert  denkt. 

Der  Herr  Herausgeber,  der  den  Beweis  durch  Anwendung 
eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  und  mit  Benutzung  eines 
von  ihm  schon  in  einem  früheren  Theile  des  Archivs  entwickel- 
ten Systems  von  Formeln  fuhrt,  die  sich  überhaupt  bei  den  Sätzen 
über  die  Entfernungen  der  merkwürdigen  Punkte  eines  ebenen 
Dreiecks  von  einander  mit  grossem  Vortheil  in  Anwendung  bringen 
lassen,  stellt  —  nach  einer  literarischen  Notiz  über  den  Satz  — 
die  Aufnahme  etwa  eingehender  elementar-geometrischer  Beweise 
desselben  in  das  Archiv  in  Aussicht.  In  Folgendem  will  ich  einen 
rein  geometrischen  Beweis  geben,  der  auf  zweien  der  interessan- 
testen Sätze  aus  der  Lehre  von  den  merkwürdigen  Punkten  des 
Dreiecks  beruht.  Ich  will  die  erforderlichen  drei  Sätze  (2,  3,  4) 
zuvor  anführen. 

1.     Die  Fusspunkte  der  drei  Höhen  eines  Dreiecks  sind  die 
Ecken  eines  zweiten  Dreiecks,   dessen  Winkel  durch  die  Hohen, 


^Wn^BS  erete  l>r«ie<:L    ipilEntnkllg  iai,    oder   durch  die  Norma- 
linittCdcu  Hilheii,  wenn  es  stumpTwiaklig  ist,   halbirt   iverden. 

1  Die  Halblrungsliiiten  der  Winkel  einea  Dreiecks  sind  die 
H9b«ii  eines  ziretteii  Üretecks,  das  vnu  den  Haltiirungsiinien  der 
Avusrnnokel  des  ersleti  Dreiecks  geliildet  »ird. 

3.  Oie  Duichschniltsfiunkte  ilet  Dreiecksbiiben,  der  seilen- 
hilhlnni]«!)  Transversalen  und  der  Senkrechten  aus  den  Seileii- 
■itln  liegen  in  gerader  I/inie,  und  die  Enlfernniig  des  ersten 
Utrcbcliiiittspuiiktes  vom  xweiteii  ist  das  Doppelte  der  Entfer- 
ngsg  des  ivreilen  vom  drillen. 

4.  Die  Fusspunkle  der  Hüben  und  der  Seitenroitten  liegen 
indiraeUien  Kreislinie  (ilem  „Kreis  der  neun  Punkte"). 

5.  LelirealK.  Die  Durcfaschnitlspunkte  der  winbelhalbireo- 
diB  TtansTersaien  eines  Dreiecks,  der  Senkrechten  aus  den  Sei- 
ICBiDillen  und  der  seilenhaüiirenden  Transversalen  desjenigen 
Uieiecks,  dessen  Seiten  die  Halbirungslinien  der  Aussenwinkel 
dtnarslen  Dreiecks  sind,  liegen  in  gerader  Linie,  und  die  Ent- 
(mu%  des  ersten  Dnrcbschnidspunkls  vom  zweiten  ist  das  Drei- 
Itclie  der  Entfernung  des  zweiten  vom  drillen. 

Beweis.  In  dem  Dreiecke  ABC  (Taf,  V.Fig.  10-)  seien  AZ, 
BZ.  CZ  die  winkelhalbirenden  Transversalen,  ihr  Durchscbnitls- 
imnlil  Z;  DY,  EY,  FY  seien  die  Senkrechten  aus  den  Seiten- 
■"'Hen,  ihr  Diircbschnilt^punkt  i';  ilofi  Dreieck  OHJ  sei  gebildet 
'On  A«n  Halbirungslinien  der  Aussenwinkel  des  Dreiecks  ABC; 
CK,  BL,  JM  seien  die  8eitenball)irenden  Transversalen  von  GBJ, 
<">il  deren  DuTchscbniltspuukt  sei  A':  so  wird  bebauplel,  dass 
Z,  r,  X  in  gerader  Linie  liegen  und  dass  ZY  das  Dreifache 
»la  ri  ist. 

iWb  2.  sind  die  Halbirungslinien  AZ,  BZ,  CZ  der  Winkel 
itt  Dreiecks  ABC  die  Hüben  des  Dreiecks  OBJ,  es  ist  also 
^  in  Dnrchscbnitlspunkt  der  Höhen  dieses  Dreiecks  üHJ,  ivie 
-*  itt  ÜuTcbschnillspunkt  seiner  seitcnbalbirenden  Transversalen 
■*t'  Errichtet  man  in  den  Seitenmillen  K,  L,  M  desselben  Drei- 
«U  GBJ  di«  Senkrechten,  und  ist  W  der  Durcbschniltspunkt 
^^elben,  so  liegen  nach  3.  die  Punkte  Z,  X,  W  in  gerader 
'^nie,  und  es  ist  ZX  das  Uappelle  von  ,¥11'. 

»rfatndel  man  die  Seitenmillen  K,  L,  H§  durch  gerade  Linieo, 
*"  >ind  die  Seiten  des  Dreie<.-ks  KLM  parallel  mit  den  Seiten  von 
^^J,  nnd  die  Senkrechten  KW.  L\V,  MW  sind  senkrecht  auch 
Seilen  von  KLM ,  also  die  Hüben  des  lelzloren  Dreiecks, 
iDkch  der  Dorcfaschnitlspunkl  der  Höhen  von  KLM.  Fer- 
It,  O,  P   als    Üurcbecbniltsptinkle   der    Transversalen 
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GK,  HL,  JM  nach  den  Mitten  K,  L,  M  der  Seiten  von  GHJ 
auch  die  Mitten  der  Parallelen  mit  denselben«  and  es  stellen  also 
KNf  LO,  MP  die  seitenbalbirenden  Transversalen  von  KLM 
dar,  so  dass  2C  jetzt  als  Darchschnittspunkt  der  halbirenden  Trans- 
versalen im  Dreieck  KLM  erscheint.  Errichtet  man  endlich  in 
Nf  O,  P  die  Senkrechten  auf  den  Seiten  von  KLM,  und  benennt  man 
den  Durchschnittspunkt  dieser  Senkrechten ,  aus  den  Seitenmitten 
von  KLMy  der  in  der  Figur  noch  nicht  erscheint,  mit  F'»  so  sind 
för  das  Dreieck  KLM  die  Punkte  W,  X,  Y'  der  Reihe  nach  das,  was 
die  Punkte  Z,  X,  W  ßir  das  Dreieck  GHJ  waren.  Dieselben 
liegen  nach  3.  ebenfalls  in  gerader  Linie  ond  WX  ist  das  Dop- 
pelte von  XY'. 

Es  fragt  sich,  wohin  der  Punkt  Y'  fällt.  F'  ist  der  Mittel- 
punkt des  Kreises  durch  die  Ecken  von  KLM,  wie  der  in  der 
Figur  benannte  Punkt  F  der  Mittelpunkt  des  Kreises  durch  die 
Ecken  von  ABC  ist.  In  dem  Dreieck  GHJ  sind  aber  K,  L,  M 
die  Seitenmitten  und  A,  B,  C  die  Fusspunkte  der  Hoben.  Diese 
sechs  Punkte  liegen  nach  4.  in  derselben  Kreislinie,  und  es  fallen 
also  die  beiden  Kreise,  deren  Mittelpunkte  Y'  und  F  sind,  in 
einander,  somit  auch  ihre  Mittelpunkte  Y'  und  F  selbst  Es  Ifisst 
sich  mithin  der  Schluss  des  vorigen  Absatzes  auch  so  ausspre- 
chen :  die  Punkte  W,  X,  Y  liegen  in  gerader  Linie  und  WX 
ist  das  Doppelte  von  XY. 

Da  nun  Z,  X,  W  und  ebenso  W,  X,  Y  in  gerader  Linie 
liegen,  60  leuchtet  ein,  dass  alle  vier  Punkte  derselben  geraden 
Linie  angehüreo,  nämlich  der  durch  X  und  W  bestimmten.  Es 
ist,   wie  erwiesen : 

ZX==2XW   und    WX  =  2Xr,    also   ZA  =  4A'F, 
d.  h. 

ZY+  YXr=AXY,  und  daher   ZF=:3FX 

Demnach  gilt  für   die  Punkte   Z,    Y,  X  erstens,  dass  sie   in  ge- 
rader Linie  liegen,  zweitens,  dass  ZY  das  Dreifache  von  YX  ist. 

t).  Anmerkung.  Um  dem  eben  rein  geometrisch  bewiese- 
nen Satze  5.  auch  noch  eine  kurze  und  elegante  Fassung  zu  geben, 
wird  es  jetzt  erlaubt  sein,  den  statischen  Hcgriff  des  Schwer- 
punktes einzufiihren.  Der  Punkt  Z  ist  der  Mittelpunkt  des  inne- 
ren Hcrtihrungskreises  des  Dreiecks  ABC,  die  Punkte  G,  //,  J 
sind  die  Mittelpunkte  der  drei  äusseren  Berührungskrcise.  Sind 
G  und  H  mit  gleichen  Gewichten  p  beschwert,  so  liegt  der  Schwer- 
punkt beider  Gewichte  in  M,  und  wir  können  uns  statt  der  beiden 
Gewichte  p  in  6'  und  H  den  Punkt  31  mit  dem  Gewichte  2p  be- 
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dbnkeii.    Wirkt  aach  in  J  ein  Gewicht  p,   8o  liegt  der 

jSHbiPHfaiikt  von  ip  In  M  and  p  in  •/  Im  Ponkte  Ä,  Ar  den  be- 

JMitlliik  JX  f^eleh  2ilf  A  Ist.    Noo  kennen  wir  welter  ffir  2p  in 

JVimd  p  in  J  den  Punkt  X  mit  3p  belastet  denken.    Wird  end- 

fch  aiieh  im  Punkte  Z  ein  Gewicht  p  gedacht,  so  liegt  der  Scbwer- 

p«kt  ffir  ^  in   ^  and  p  in  Z  auf  der  Verbindungslinie  von  X 

tni  Z,  and  swar  so,   dass  die  Entfernung  desselben  von  Z  das 

Dirilaclie  seiner  Entfernung  von   X  ist.    An   dieser  Stelle   liegt 

aber«  wie  in  5.  bewiesen  worden ,    der  Punkt  Y  als  der  Mittel- 

pokt  des  am  das  Dreieck  ABC  beschriebenen  Kreises.    Es  iSsst 

lieb  also  unser  Satz  genau  so  aussprechen,  wie  er  an  die  Spitze 

dieiier  Zeilen  gestellt  ist. 


XVIII. 

M    i    8    c    e    1    1    e    n. 


Von  Herrn  Dr.  am  Ende  in  Langensalza. 

In  Tbl.  XLIL  Hft.  II.  S.  229.  dieses  Archivs  theilt  der  Herr 
Herausgeber  einen  Satz  über  das  ebene  Dreieck  als  Uebungps- 
n^be  ffir  Schfiler  mit  und  giebt  am  Schlüsse  des  Beweises  der 
Umkehrnng  der  Vermuthung  Raum,  dass  besagte  Umkehrungsich 
ufeine  weit  einfachere  Art,  als  es  dort  geschehen,  beweisen 
ItMe.  Einen  einfacheren  Beweis  zu  liefern,  sei  der  Gegenstand 
In  Folgenden.  Wir  schicken  jedoch  demselben  noch  einen  ande- 
rn Beweis  lur  den  ersten  Satz  voraus,  weil  beide  Beweise  ein- 
Inder  in  mehrfacher  Beziehung  entsprechen. 

Lehrsatz.    Ist  in   dem  Dreieck  ABC  (Taf. V. Flg. la) ,   in 

welchem  die  Gegenseiten  der  Winkel  A,  B,  C 
resp.  a,  b,  c  heissen  niHgen,  ji^A=:2ji^B,  so 

ist   a*=6(6  +  c). 

16» 


?5*?^ 


Beweis.     Mjb  Olle   tob    C  mb  ni   AB  die  Senkr^ 
CD  wBd  Bcne  x  die  PnjectieB  tob  AC  aof  ^A.    Nach  e 
bckaeete»  Saixe  der  Pliaiietrie  ist  noB,  je  oachdem  ^A 
oder  slBBpf  ist: 


Msdbt  BSB  an  DE=AD,  so  folgt  leicht,    dass    i3£=A 
Folglich  hat  MB  BMh  : 


woraus  weiter  folgt: 


+  x  = 


iS 


Setzt  mao  diesen  Werth  von  x  in  der  obigen  Gleicbaog  ein 
erhSlt  man: 

folglich : 

a*(6 -f  c)  =  6' -f  6cs -f  26«c 
oder 

a*(Ä  +  c)  =  Ä(6»  +  26c+c«)  =  Ä(Ä  +  c)«, 
folglich : 

a*=6(Ä  +  c),        w.  z.  b.  w. 

Umkehraog.    Findet  in  dem  Dreieck  ABC  die  Gleit 
a*  =  6(6-f  c)  statt,  so  ist  j^A  =  2j^B. 

Beweis.    Nach  der  Voraossetzung  ist  d^  =  b*+bc.    Vi 
hat  man    a*=6*  +  c*T2ca:,    folglich  ist: 

6«+6c=:6«  +  c*T2car, 
folglich : 

folglich : 

d.h.  ^BEC  ist  ein  gleichschenkliges.    Also  ist  j^AEC=2. 
folglich  auch  ^  Cil£  =  2^B,       w.  z.  b.  w. 

Bemerkung.     In  der  Fignr  (Taf.  V.  Fig.  13.)  stehen  leider   die 
■Üben  X  nicht  an  den  richtigen  Stellen,  auch  ist  der  Bogen  überflüssig. 
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\Am  mtm  Briefe   des  Herrn   Professor    Hoüel   in  Bor- 
deaux an  den  Herausgeber. 

Bordeaux^  31.  Däcembre  1865. 

J*ai  n^  ces  joors  demiers  la  0«  ^ition  des  tables  de  K5h- 
Itr.  Let  correcteuTs  oooTeaoz  ont  eocore  trooTö  moyeo  de  lais- 
Mf^aaser  nne  faate  qoi  ra'a  santä  aaz  yeux  da  prämier  conp. 
AUteoidre  page,  od  troaye«  poar  le  log.  de 

1.3.5.7.9  63_ 

2.4.6.8.10  ""SW 

(Il301]|)05— 1.    La  valear  exacte  est 

0,39110058414732....  — 1. 

Ainai  le  deroiör  chiSire  est  trop  faible. 

J'ai  moi-m4nie  laissö  öchapper,  dans  ma  seconde  Edition*), 
vnefante  assei  graye,  et  cependant  fort  apparente.  A  la  page  112, 
pTini^re  colonne  k  ganche,  eo  haut,  au  lieu  de 

0  il  faut  lire   00 

1  Ol 

2  02 

3  03 


9 


09 


J'^i  eonig6  cela   h  la  main  dans  les   exemplaires    que  j'ai  eu 
^tra  les  maiDS.    II  n'y  a  que  des  zäros  oubliös  k  rötablir. 


*)  Table«  de  Logarithroet  a  cinq  D^cimalee.    Seconde  ^di- 
Üoa.   Paria.   1864. 


'is*k  JifTicättgmnpeti. 


^1 


erichligflSgeB. 

TW.  XXIV.  S  MS  Z.  S  T.  n.  irtmtt  QV  =  (^  Y    «etie 


(0"=a) 


Tbl  XXIV.  S.  «O:.  £.  1.  T.  A.  «tan  om«  sHmt  uam  co«2if 
TkL  XXIV.  Tau  XU.  kei  der  dritt««  Flevr  Milt  di« 

la  TU.  XXXVL  SL  VL  al«sr  \r.  41) 


!•  ThL  XLIL  S.  258.  Z.  4.  r. 
luofts  CS  beiweti: 


"  -  l(5)t(Ö'+(?) 


(5)'*a)'-G)'- 


i\o.  15.     Tafel  II.  8.  259.  unter  P.  P.  zu  35  Zeile  9  statt  30^  liesSIJ 
><'.  10.     Tafel  i.  8.  89.  Iog.51599  statt  ^6413  lies  6413. 

N^  13.  und  N*».  14.  8.  Tlieil  XLIII.  Heft  I.  S.  120. 


f  die  geometrischen  Principicn  de»  Zeichnens, 
hsbcsoiidero  über  die  der  Axonometrie. 

I  TorlesDOgeo  über  Aoueoilong  der  Geometrie  aar  die  KUiisle 
~  Bin  Jslire  18ä6  am  KÜolsl.  tecbntscbeo  iDSlIl'iIe  zu  TnriD 

Herr»  QuiuHno   Sella, 

Finriniminisler  ii«8  KOnigrficlis  Ifulicri. 

^i  liiiBrltm  Cnrti«,  ttdtilL  Leknr  üb  Kini|l.  CrBiiaiiNiri  tu  Th»rn.| 


Vorwort  des  Heransgebers  des  Archivs. 

Ate  lorltescndeansgezelclineleScbfin*)  ist  scIiod  vor  läuKur  xls 
Wia  labren  als. ein  IllLoBrapblrles  Memoire  (rcdmckl  und  bei  dem 
l^nlcKtc  iqf  dem  R'\  loslllulo  Teciiico  dl  Torloo  zum  Urandi- 
'''^i  »«raen.  fQ  Uco  Bnchbanilel  Ist  illeselbe,  so  viel  Icli  weiss. 
"'fit  wkommea.  Eioe  Itarzc  Aozelge  davon  ist  Im  LIterar.  Uerlrhle 
"MIS,*,  (mi.  XXVin.  ISS?)  gegeben  nni)  sclion  damals  von  mir 
"f  ttiiscd  aosgesprochcn  worden,  dass  eine  dpulsclie  Leberst-'lzung 
"««MBHien  werden  uiücble.  Dies  Ist  oacblier,  wenn  leb  olciil  irre, 
1  (lau  mebr  prnliliscben  Zelütcbrin  In  der  Tbal  nncb  gescbchen; 
'■{■Klchrisl  mir  diese  L'eberaelzaog  nicbt  gehommen,  nad  li-li  kann 
Wtrüier  ibren  Werlb  oder  fnwcrtb  nicht  artbeilen;  als  bi>saudere 
'^'KlisUltselbe  aber,  so  vlei  mir  bekannt  Ist.  nlcbt  gcdrnckl  wurden 
***  Hit  sotebe  daber  auch  auf  dem  Wege  des  Buchbandols  nirbt  zu 
'«•Med, 

JtAer  anfmerhsame  iteubacbfer  der  Forlücbrilte  des  rnntliemallscben 
■ä  ^raantften  Cnlerrlcbh  anf  nnseren  verschiedenen  l.e hm nsi alten, 

*)  9m  prtncipii  g«oiti«ttici  del  Diaegno  e  npaciiilnwnte  ilcll'  iixomniieivieo. 
'•"•  ^»ni  di  a«amMr1i>  ii|i|tli<!au  ullo  nrti  rli  Qniniino  Seil«.     4". 
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■meatlicli  aacfc  aif  EMlaclnleB,  GewerbcschileB  v.  8.  w.,  wn 
afeer,  ud  wM  «lese  Benerfciif  gewiss  Bit  besonderer 
genacHk  haben:  weiche  AiteerksaBkeit  gegeiwSrtig  ancli  i 
terricbte  in  geonetrisehes  ZeiclioeB  gewidmet,  wie  derselbe 
■ehr  and  sehr  als  eia  keiaeswegs  za  aalersehStzeiides  allgi 
BlIdugsBittel  beaouu  ^^  ^b  solches  In  den  Setanlonferrlctal 
führt,  nnd  tob  den  Torgesetzten  Behörden  Sberall  anf  die  Am 
iSchtIger,  (ir  diesen  wlchUgen  Unterrichlszweig  gehörig  vorge 
Lehrer  sorgfältig  Bedacht  genommen  wird.  Eine  Schrift ,  wel> 
Gmndlage  für  diesen  Unterricht  mit  aller  Zuversicht  benotzt 
konnte,  giebt  es  meines  Wissens,  wie  Ich  wenigstens  mir  eine 
nach  Inhalt  und  Form  denke ,  In  deitscher  Sprache  nicht.  Eine 
Schrift  soll  und  darf  nach  meiner  Ansicht  nicht  eine  blosse 
dnrch  Beispiele  eriäoterte  praktische  Anleltnng  zom  geomet 
Zeichnen  enthalten;  den  Schilem  Uehnng  in  der  richtigen,  si 
oDd  genauen  Ausflihmng  geometrischer  ZeichnoDgen  bcizobring 
lediglich  Sache  des  wirklichen  Unterrichts  und  des  betrelTendc 
rers;  aber  die  allgemeinen  mathematischen  Gmndsiitze  und 
lehren  in  Bezug  aof  alle  gebräuchliche  verscbiedeoe  Arten  dt 
liehen  oder  graphischen  Darstellung  körperlicher  Objecto,  ii 
Kfirze  und  nur  ganz  Im  Allgemeinen,  soll  und  muss  dl 
Unterrichte  zur  Grundlage  dienende  Schrift  enthalten,  mit 
Inhalte  muss  der  Lehrer  Tollkommen  rertraut  sein,  nach  do 
muss  er  seine  ScbBler  mit  diesen  Grundsätzen  bekannt  mache 
diese  letzteren  mOssen  Im  Stande  sein,  Immer  auf  diese 
pien  zurückzugehen  und  deshalb  stets  auf  die  betreffende  Seiri 
gewiesen  werden.  Einige  mathematische  Torkenntnisse  sind  da 
beiden  Seiten  natQrlich  nicht  zu  entbehren ;  dieselben  dürfen  abe 
ober  die  leichtesten  Elementarsätze  der  ebenen  Geometrie  u 
Lehre  von  der  Lage  der  Linien  und  Ebenen  im  Räume  hinaus 
und  wer  dürfte  denn  fiberbaopt  eine  deutliche  Eiosicbt  in '  das 
Wesen  graphischer  Darstellungen  körperiicber  Gegenstände  zu  b 
sich  anmassen,   wenn  er    die  genannten   Lehren    der  theore 


iUe  tfkseiben.  ik  iIi«Sdirirt  immer  eine  tnBtltcmnll^rrtic  hl  uuil  selü 

ipd  muss  —  elDD  »rlir  pradsc  und  di-olllcbp  D^rslelliiiiK  und  Rot- 

^IrbHtBftK  «lt<>r  gegcnw^rllg  gfibräDcIillclieii  MoIIiüiIcd  ilrr  Rrnjiblscben 

'feMBtellDiK  Bacli  llirem  Wesen.  Ibrem  (i^brnacb  In  il<-n  vi'rNdilcdeDen 

'nUei  der  Praxis  nnd  In  Ibren   ulsstuscbartlictiLii   Gruiiillngicn,  mit 

llMrtTiMM'ti  MftnnlghltlghHt  von  Betspleli'P,  sn  ilnss  Icti,  viv  frUber 

kit.0.,  auch  Jetzt  Docli  der  vollkam mcnsteo  Ccberzengung  bin,  üass 

ttwlbe  nichl  geun^  zar  sorgfall Igsleo  ttencblDUff  empfobicii  werden 

kUB.   Diber  babe  Idi  geglaubt,  durcb  VernnstallDug  einer  drutscbeu 

I  SgtmetzQDg   dieser   iretTllcben    und   tcbrrcIcbeD,   zuglekb   Mirkllcb 

jnUluben  Scbrin  dem  L'ulerricbte  im  ^eomelrlscbcn  Zelcboen  eioeo 

'  neut  n  erweisen  und  zd  dessen  Immer  grösserer  Förderung  Etwas 

ketntragea,  wobei  es  aber  ein  Ilnnplgesichlspunkt  »ein  mosslc,   za- 

fteidi  —  nie  gescbehen  —  die  Veranslallung  zn  IrelTen.  dn^s  diese 

ttbmHzang.  wenn  anch,  Ihrer  milgllchsten  Verbreltnng  wcgrn,  nr- 

Ifriiifllcb   Im   ArcblT   gedrnckt,   docb  aocb  als  besonderer  Abdruck 

t»  dflDselbcD  nnd  als  sclbslündlge  Scbrin  mit  besonderem  illel  von 

dB  Ttrtasj  band  long  '^^^  Archivs  bezogen  werden  kann. 

Bei  diesen  Bestrebnugen  und  Wünschen  Ist  mir  Herr  Maxlmi- 
llii  CarKc,  Lebrer  am  Gymnasium  In  Tborn  ia  Weslpreussen, 
(Web  Uebernabme  der  Ueberselznng  berellwllllgsl  ealgegen  gckoiomeB, 
Vulcb  Dill  besonderem  Daoke  zn  erwähnen  nicht  unlerlnsai'n  kann 
oA  ilitT,  da  meine  so  viel  In  Ansprncb  genommene  Zelt  ond  Kraft 
—  VROlfileos  fdr  jetzt  —  mir  nlcbl  gestattete,  uilch  selbsl  dieser 
Artfiizit  (rnlerzlebea.  Einen  weiteren  Dank  muss  leb  aber  auch  dem 
Ztlcboenlebrer  an  dem  genannten  GymnaslDm.  Herrn  Tempi  in.  hier 
RMfltcIirD,  Indem  sieb  derselbe  ganzTreiwIllls,  aus  reinem  In (oresse 
ffir  die  Sache,  ganz  obnc  meine  Aurrordcrnng,  die  leb  au  ihn  zn 
Etiles  gar  nicht  gewngt  haben  würde,  der  wichtigen  Anferllgiing  der 
riirentareln  nnlerzog  nnd  durch  deren  lebersendong  mich  frcndigsl 
Ihroisctite.  Einige  kleine  Zusätze  von  meiner  Seite  «Ird  man  nicht 
ncoalles. 

Grcirswald  im  April  iSGri. 
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All  den  Leser  1 

Das  Isometrische  ZeiclmeD  wurde  im  Jahre  1820  vou  Wil- 
liam Farish,  Professor  zu  Cambridge,  in  zwei  Vorlesungen, 
die  er  am  21.  Februar  und  6.  März  vor  der  phiLosophlacheii 
Gesellschaft  zu  Cambridge  hielt,  bekannt  gemacht.  Er  wendete 
es  speciell  auf  die  Zeichnung  von  Maschinen  an.  Nach  Fariah 
beschäftigten  sich  Mehrere  mit  dem  isometrischen  Zeichnen, 
und  MöUinger  schlug  auch  die  Projectionsart  vor,  die  er  die 
isometrische  fnr  zwei  Axen  nannte,  und  die  mit  der  monodime- 
frischen  im  Wesentlichen  zusammenfällt.  Aber  erst  im  Jahre  1844 
wurde  das  Problem  des  axonometrischen  Zeichnens  in  seiner  gan- 
zen Allgemeinheit  von  Julius  Weisbach,  gegenwärtig  Pro- 
fessor der  Mechanik  an  der  Berg -Akademie  zu  Freiberg  in 
Sachsen ,   gelöst. 

Die  von  verschiedenen  Autoren  in's  Licht  gestellten  Vor- 
zVige  des  axonometrischen  Zeichnens  erhielten  durch  die  Erfah- 
rung solche  Bestätigung,  dass  dasselbe  heute  auf  vielen  Schulen 
Deutschlands  und  Englands  gelehrt  wird.  Ich  glaube  nicht, 
dass  es  schon  in  die  französischen  Schulen  Eingang  gefunden 
hatn  und  daher  ist  es  auch  noch  nicht  bis  zu  uns  gekommen^ 
da  wir  hauptsächlich  die  in  Frankreich  eingeführten  neuen 
Erfindungen  zu  beachten  und  uns  anzueignen  pflegen  *). 

Weisbach  und  Diejenigen,  welche  die  allgemeine  Lösung 
der  Fundamental- Aufgaben  auseinandergesetzt  haben,  auf  denen 
das  axonoraetrische  Zeichnen    beruht,    thatcn    dies  mittelst  der 


♦)  Man  übersehe  nicht,  dn^s  dies  im  Jahre  1856  geschrieben  ist.         G. 


r-      ('■•• 
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Trigonometrie,  and  es  konnte  deshalb  nur  den  in 

Tri^BOBietrie  Eingeweiheten  ^lehrt  werden.    Da  ich  mich 

n^  hatte  ^   dass  alle  Principien  desselben  vollständig  mit 

Hilfe  der  ^wohnlichen  Geometrie  und  der  ersten  Anfänge  der 

Alfcbra  entwickelt  werden  können  ^  hielt  ich  es  der  Miihc  werth^ 

dBicc  Vorlesungen  des  Cursus  der  Anwendung^en  der  Geometrie 

mnf  die   Künste    der  Entwickelung^  der  Principien  dieser  Zeich- 

■oBfwrt  XU  widmen^  nach  Auseinandersetiimg  derjenigen,  auf 

die   sich    die    gewöhnlichsten    Methoden,   Körper   danustellen, 

£rinden,     deren    ich    mich    sur  Erläuterung   der   Fundamente 

der  Axonometrie    bediene.     Ich    bestimmte    einige    der   prak- 

tisAen    Uebungen,    die    im   Institute    gehalten   werden,    lum 

verschiedener,   sum  Theil  sehr  complicirter   Körper, 

idi   muss   gestehen,   dass  die   durch  guten  Willen  Ausge- 

BcUneten  aber  alle  meine  Erwartung  so  gut  damit  fertig  wnr- 

g^g    ^gg  {ch  überseugt  bin ,  dass  das  axonometrische  Zeichnen 

der  grossten  Popularität  fähig  ist. 


fetri   lilf  grmnflrischfH  Frlnctplfn  de»  XftrAiimf, 


Erster   Tlieil. 

Britimmiins  drr  Vnm  uiiO  ilrr  Luge  flnta  Körper«. 

EratGB    CapUcl. 
Lage  eines  Punktes  auf  einer  Ebene 

§.   I.     Cour<liTitttciia<ceu   und   Anfang   dCT  Coordiuntcn. 

In  der  ebenen  Geometrie  Ut  man  schon  langst  über  dl* 
BestimmuiiF;  der  Lage  der  verschiedenen  Punkte  einer  Ebene  in 
Bezug  üut  xivei  Ceordtnatenaien  einig  :  nir  wollen  hier  die  haupl- 
sSchiicbaten  DeGnitionen  itiBrinnermift  bringen.  —  Coordin&ten- 
äsen  nennt  man  zwei  Gerade  OX,  OY  (Fig.  I.)>  die  auf  einander 
senkrecht  sind,  in  Bezug  auf  fvetche  die  Lage  aller  anderen 
Punkte  liestininjt  nerden  soll,  die  in  der  Ebene  enthalten  sind. 
Abscissenaxe  beisst  oftmals  die  eine  dieser  beiden  Axen, 
t.  B.  OX,  und  dann  nennt  man  die  andere,  nlinilich  OT,  die  Or- 
dinatenasc.  Anfang  der  Coordinatcn  heisst  der  Durth- 
schnitlspiinkl  beider  Axe». 

§.  a.    Coordinatcn,  AbeciBso,   Ordinate. 

Coordinaten  eines  Punktes  heissen  die  Absifinde  dflSMlbm 
von  den  Coordinatenaxen-  E«  sei  ein  Pnnkt  M  (Fig.  2.)  goge- 
ben.  Zieht  man  von  ihm  fuif  die  Azen  die  beldfln  PerpenAinl 
Mm',  Mm",  so  heissen  die  beiden  Lingen  Mm'  ~=  Om'  WtA 
Mitt"=.Om'  die  Coordinaten  des  Punktes  M.  Afascisse  ebw 
Punktes  faeisst  seine  der  Abscissenaxe  parallele  Coordioate.  MiMmt 
man  OX  als  Abscissenaxe,  so  ist  die  Gerade  Om'  oder  die  ibr 
gleiche  Mm"  die  Ahscisse  von  M.  Ordinate  eines  Pnnktas  bCWf 
die  der  Ordiiiatenaze  parallele  Coordinate  desselben.  In  i 
Falle  ist  Om"  oder  Mm'  die  Ordinate  von  M. 


Unter  Projection  eines  Punktes  auf  eine  Axe  versteht  WMk  ' 
den  Punkt,  in  welchem  die  Axe  von  dem  Perpendikel,  das  von  dem; 
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Aloaurrlc  ^cniltul,  geschniUen  niril.  Iq  unsierttm  Fntle  ist  n 
rpc-  3.)  die  Ftnjecliati  v»n  lU  saf  die  AlisdsBenaxe  und  m"  sein 
■jtrtian  aal'  die  Axe  der  Urdiiialeii. 


Die  ['tojacilo 


nac   Lne«. 


Die  l'^K^  eines  beliebigen  Punbles,  der  in  der  E>iene  det 
brjden  Axen  liegt,    iai  vollständig  bestimmt: 

I.  Wenn  die  Lage  seiner  Projectionen  nuf  die  Azen  gegeben 
Wt.  E«  »den  (Fig.  %)  m'  und  m"  die  Projeclionen  «ioea  l'uok- 
lev,  «eine  Lage  sei  unbekannt.  Errichtet  man  >nM/  senbrecht 
•■f  Hr.  Abscis«cii-,  ni"J/  senkrecht  auf  die  Ordinalenaxe,  so  ist 
Jf.  d«r  Oufchschnillspunkl  der  beiden  Purpendikel,  der  gesuchte 
"mkl.  dvraelbc  aUn  nun  bestimmt. 

Won   man   die  numerischen    Werthc    seiner   Coordinalen 

£«i   seien    U""  und  S""  die  Absdsse  und  die  Ordinale 

Panbles,  desaen  Projeclionen  unhekonnt  sind.  Man  nehme  auf 

icisjtenaxe  (Fig.  2.)  einen  Punkt  m'  bd  an,  duss  Om':=  14""" 

i;    eiticlil«!  man   dünn  tit'Ht  seiibrechl   auf  der   Abscissenaxe 

1  nacbt  e«  S*""  lang,  so  erhSII  man  den  Punkt  31,  dessen  Lage 

Man    könnte    ebentio     0<m"^8'"«    annehmen    und    , 

14"*  senkrecht  auf  der  Ordinatenaxe  errichten. 


k  Projeclionen  des  lu  bestimmenden  Punktes  immer 

Tbeileu  der  Axen,  so  hetssen  seine  fnordinalcn  [tosi- 

»Zahlen,    durch  die  sie  gegeben  «ind.  werden  »nlive- 

dar  mhttt  Zeichen  uder   mit  dem    Zeichen   +    geschrieben.     Füllt 

dagtgen  irgi*nd   eine  der  Projeclionen  des  Punktes  auf  die  Vef' 

igening  einer  Axe,  so  heid&l  die  entsprechende  Coordinale  nega- 

.   Hi.d  di«  Zahl,  nrtche  sie  ausdrflckl.    erhalt  das  Zeichen  — . 

Die  Projeclionen  von  Hl  (Fig.  3.)  «ind  rn'  und  m";    ninn  sagt 

^     die  Coordinaten  von  At  seien   t.  B.    +  15"~  und    -|  10"". 

NJeclionen  von  iV'  sind  in"'  und  ni";    die  Ahscisse  von  !H' 

t  O«*,   die  nicht  mehr  auf  OX,    sondern  auf  der  VerlSn- 

*'  geaJthll  nird.    Man  sagt  daher,  die  Coordinalen  von 

-16»"  und  -f  lO""*.     In  ahnlicher  Weiisc   ergibt  sich, 

9  CiMrillnalen  von  M-    -15""  und   -Ifl-".    die  von  .W" 

^1(m  Qud  —10""  sein  werden. 

I  ile  Voraelcken  der  Coerdinelen  eines  Punkti^'*  gegeben. 
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so  kann  man  immer  bestimmen ,  welches  der  dnrdi  die  kab 
gebildete  rechte  Winkel  oder  Quadrant  sei,  in  dem  der  Punkt  lieg: 
Ist  die  Abscisse  positiv,  so  befindet  sich  in  unserem  Falle  de 
Punkt  rechts  von  der  Ordinatenaxe ;  ist  dieselbe  dagegen  negitiv 
so  liegt  der  Punkt  auf  der  Linken.  Ist  die  Ordinate  positiv,  m 
befindet  sich  der  Punkt  oberhalb  der  Abscissenaze ;  ist  sie  negativ^ 
so  liegt  er  umgekehrt  unterhalb  derselben. 


Zweites   Capitei. 
Lage  eines  Punktes  oder  eines  Körpers  im  Räume, 

§.  6.    Methode  die  Lage  eines  Fanktcs  za  bestimmen. 

Die  Lage  eines  beliebig  im  Räume  gelegenen  Punktes  beiicU 
man  in  analoger  Weise  auf  Ebenen ,  die  man  als  fest  aonimat 
Man  habe  drei  Ebenen  XOY,  YOZ,  ZOJT  (Fig.  4.)>  die»  ostff 
einander  senkrecht  9  sich  in  den  Geraden  OX,  OV,  OZ  schixi* 
den.  Jede  dieser  Geraden  (z.B.  OZ)  ist  senkrecht  auf  jeder  der 
beiden  anderen  (auf  OX  und  0¥)f  und  also  auch  senkrecht «sf 
der  durch  diese  beiden  Geraden  gebildeten  Ebene  (auf  der  Ebeee 
XO  Y  in  unserem  Falle).  Es  sei  nun  ein  Punkt  M  im  Raoie 
gegeben.  Zieht  man  von  ihm  Mm*  senkrecht  auf  die  Ebene  JfOf 
und  dann  von  m!  die  Senkrechte  nt'n  auf  OX^  roisst  dann  die 
drei  LSngen  Oit,  um',  m'M^  ao  ist  die  Lage  des  Punktes  J(  in 
Bezug  auf  die  drei  gegebenen  Ebenen  vollständig  bestimmt  Denn 
es  Ist  augenscheinlich,  dass  wenn  wir  durch  einen  beliebigen 
anderen  Punkt  des  Raumes  als  ilf ,  z.  B.  durch  P,  die  Seok- 
rechten  Pp' ^  p'q  in  der  oben  gezeigten  Weise  ziehen,  die  Lingen 
Pp* i  p'qy  qO  entweder  säromtlich  oder  doch  zum  Theil  von  itfm'i 
ju'n,  nO  verschieden  sind  oder  wenigstens  in  dem  entgegenge- 
setzten Sinne  als  diese  letzteren  gezählt  werden  müssen. 

§.  7.     Coordinatcncboncn,    Coordinatenaxcn    und  Anfangepanltt 

der  Coordinaten. 

('oordinatenebenen  heissen  die  Ebenen  XOY,  YOi* 
ZOX  (Fig.  4.) 9  die  unter  einander  senkrecht  sind  und  auf  wd^^ 
die  Lage  der  Punkte  des  Raumes  bezogen  wird.  Coordinat^^^ 
axen  heissen  ferner  die  Geraden  OX,  OY,  OZ,  in  denen  ^^ 
Coordinatenebenen  sich  schneiden.  Diese  Geraden  sind  ebenf^ 
unter  sich  senkrecht.  Der  Punkt  O,  in  welchem  die  drei  Co^ 
dinaten* Ebenen  und  Coordinaten» Axen  sich  schneiden,  hei^ 
Anfang  der    Coordinaten. 


!&ordtna(eii  eines  Punktes  heisson  die  Längen  der  drei 
Perpendikel,  die  von  dem  Punkte  auf  die  drei  Coordinaten- 
l^tn  gefsllt  Herden  Irinnen.  Die  Pitsspunitle  dieser  Perpen» 
Jikel  heis«eti  Projectionen  des  Punlctes  aa<  die  drei  Caordt- 
Mlentbttien.  Es  sei  M  (Fig.  S.)  der  Punkt  im  Räume,  dann  sind 
Sm'.Jtm",  Mm"'  die  drei  Conrdinateti  des  Punktes,  unter  der 
Fgrawsetzung.  ilass  sie  auf  den  Ebenen  XOY,  YOZ,  ZOX 
mkiecM  sind.  Die  Projektion  von  jV  auf  die  Ebene  A^OI'iat  m'; 
rf' Bild  m"  sind  die  Projectionen  auf  die  Ebenen    YOZ,  ZOX. 


I|»  Huthod« 


d^r  Cooi 


1  Punkt« 


ßieSenlcrechlen  aiiTdie  Coordinalenelietien:  Mm',  Mm",  Mini", 
diul  Jen  Coordinalenasen,  das  heiäst  OZ,  OX.  OY.  parallel; 
nhinit  man  nun  On:=Mm",  Ott'=:Min'",  Ott"  =  Mm'  (Fig.fi.) 
■uliioht  die  Geraden  nm',  m'n' ,  n'm",  n"m",  mm*",  n"!«",  so 
1*1  Uar,  dtuu  man  dadurch  ein  reciitMinkligea  Parallelepiped  con- 
«Itwt,  dmsen  Seite tikanteti  alle  entweder  unter  sich  parallel  «der 
«eoiiFKliI  sind  und  mit  den  Coordinateii  -  des  Punktes  M,  denen 
M  puillel  sind,  gleiche  Lfingc  haben.  Die  drei  Längen  Mm', 
n'n,  rO,  welcher  wir  uns  in  $.  G.  zur  Bestimmung  der  Lage  des 
^lmkte■  M  bedienten,  .sind  daher  gleich  den  drei  Coordinaten 
jVn',  MwT,  Mm"  des  Punktes  M.  Dieselben  LKngen  tviirden 
»tr  lacb  erbalten  haben,  trenn  nir  vom  Punkte  M  die  Senk- 
^te  Mm'  auf  die  Ebene  YOZ  gefaltl,  darauf  von  m"  die  Senk- 
'•chle  m'n'  auf  die  Aie  OY  gezogen  und  dann  die  drei  Längen 
"ffl",  Od',  Ml"«'  gemessen  hätten.  Hieraus  ergiebt  sich  ;  Unidie 
^t«i  Coordinaten  eines  Punktes  zu  erbalten,  f.'ille  man 
"«"1  demselben  auf  eine  der  Coord  inatenebenen  ein 
''cipendikel,  vom  Fusspunkte  dieses  Perpendikels  ein 
teges  anf  eine  der  in  der  Coordinatenebene  liegenden 
"teo,  nnd  messe  darauf  die  Längen  jedes  der  bei- 
dtfl  P«rpendikel  und  den  Abstand  des  Fuespunktes 
'Mletzl«ii  vom  Anfange  der  Coordinaten, 

^^ftapccincs  Panklee.    dessen  Coordinalcn   gegelipn  sind. 

^^^B'dw  Coordinnten  eines  Punktes  in  Zahlen  gegeben,  so 
H^^ftn  die  Lage  desselben  auf  folgende  Weise:  Man  nehme 
•"  lineT  der  Äsen  vom  Anfang  ausgehend  eine  Länge 
il*itb  il«r  Ooordinate,    die   der    Ale  parallel    ist,    mit 


'    Veber  die  geiiinelriifhea  PrliicfpUn  des  ZeMnens.    ^^H 

perirt;    von  dorn  so  crhalteneii  l'unkte  tiehne 

ilner    Parallelen    tu    einer    ziveiten    Axc   ein« 

■  ^  ich  der  Conrdlnate.  «V  eiche  riioeer  zneilen  Axe 

I  it;    durch  diesen  xweiten  Punkt  ziehe  man  end- 

.  iicn  "■"     Parallele  zur  drillen  Aie  und  schneide  auf  llr 

eine       >nge  gleich  der   dritten  Conrdinale  ab,    dann  ist 

der   HO    erhaltene    Punkt    derjenige,    dessen    Lage    wir 

Buchten. 

Es  seien  die  drei  Coordinaleii  eines  gegebenen  Punktes,  die 
bezüglich  den  Axen  OX,  OY,  OZ  (Pig.  6.)  iiarallel  sind,  gleich 
14"™,  '24'""',  22"""".  Mail  nebme  On^U"™,  »m' sei  ferner  paral- 
lel OV  und  gleich  24'"'",  endlich  sei  fn'^f=23'"-»  und  parallel  xu 
OZ.  dann  ist  3t  der  gesuchte  Punkt.  Man  gelangt  2u  demselben 
Resultate  auf  einige  andere  Arten,  z.  B.  wenn  man  On'^äS"™ 
macht,  nachber  n"m"  parallel  OY  nimmt  und  gleich  24"™"  nacht, 
Hod  endlich  m"M^  Umm  m,d  parallel  OX  annimmt. 

%.  II.     NegAtiva  Bad  der  KvU  gleiche  CoordiaBten. 

Wenn  der  Im  Räume  gegebene  Punkt  nicht  znischen  den 
Tbeilen  der  Ebenen,  die  »ir  betrachteten,  enthalten  ist,  so  kSn- 
neu  einige  oder  alle  Coordinalen  negativ  werden. 

Ist  der  Punkt  M  »Q  gelegen,  wie  in  Fig.  7.,  «o  sagt  man,  da 
man,  um  von  O  nach  »  zu  gelangen,  nicht  nach  X,  sondern 
nach  A'  zu  vonvürte  gehen  muss,'  dass  die  Conrdioalen 
roD  M  (wenn  ihre  numerischea  Werlbe  dieselben  sind,  wie 
in  dem  in  fi.  10.  behandelten  Falle)  -14«-,  -f34"-,  -|-Sa—  aind. 
MusB  man,  nachdem  man  in  n  angekommen  ist,  nlokt  Ib  der 
Richtung  or  (Fig.8.]  vorwirlfl  geben,  sondern  auf  der  Veriin- 
gerung  OY',  um  nach  m'  zu  gelangen,  so  sagt  man  femer,  dan 
die  Coordinaten  des  Punkte«  M  -14«",  —24««,  -|-22«m  s^w, 
und  sollen  —14"",  — 24«",  — Sä""  die  Coordinaten  des  Pnk- 
tes  sein,  so  nill  daa  sagen,  dass,  wenn  man  einmal  trle  im  r«r- 
hergehende»  Falle,  nach  m'  (Fig.  tf.)  gelangt  isl,  man  niebt  In  im 
Ricblung  OZ  fortachreiteo  darf,  sondern  in  der  ihrer  Ynrilng« 
mng  OZ' ,  um  den  Punkt  vtf  zu  erreichen. 

Die  Bestimmung  des  Zeichens  der  verschiedeneD  Coordlute» 
des  Punktes  M  in  den  verschiedenen  Fällen  ist  eben  so  leleht,  ' 
wenn  derselbe  in  irgend  einem  anderen  Theile  des  BwmM 
«isserbalb  derer  liegt,  die  wir  als  Betspiele  gebraucbl  Hhw 
UragekeliTt  kann  man  mit  gleicher  Leichtigknt  immer  die  LüflS 
rines  drei  gegebenen  Coordinaten  entsprechenden  Punktes  8o<l«B, 
wie  auch  die  Zeichen  beschaffen  sunmOges.  Ist  eine  derGoordiMlOB 


iitMeientlere  Bier  tUe  ätr  Axonomtlrfe. 


% „.,„., 

^H nicht  vcrsclnvindenden  Cuordiiiuk-n  parallelen  Cuordinateimlienc. 
E«iei.tf(rig.lü.}  anfder  Ebene  AOK  gelt-gen  und  es  sei  Oh=M''-', 
)Jf=M"",  »o  «iod  14""",  24""",  U  die  drei  Coorülnatcn  d«s  Punb- 
tM  M.  Sind  zwei  Coordinalen  ;>leich  Null,  ao  befindet  Dich  d«t 
PüFiitt  Bof  der  Axe,  nelcbe  der  nicht  versctinindenden  Cnordioat» 
ftttUtl  ist,  nnd  eind  endlltli  alle  drei  Coordinalen  gleich  Null,  so 
fUH  der  Puoltt  mit  dem  Anfange  der  C'aordiiiaten  : 


0  die  Coordinalen  eines 
l^rüsso  der  Geraden  ist 


Kftnn  man  die  Lage  eines  Punktes  liestimmen, 
kiiN  Schwierigkeil,  die  Form  und  Lage  der  Linie 
OberlUScIieii  der  Kürgier  zu  tiestimmea, 

Ui  eine  Gerade  f;egeben,  so  s 
ifitti  Uirer  Gndpuolcle,  die  Lage  l 
^  raflsländig  besliiiimt. 

Im  eine  krumme  Linie  gegeben,  ao  bezeichnet  man,  gemifss 
ilcn,  was  sch'in  in  der  ebenen  Geometrie  gelehrt  wird,  auf  der- 
tdbm  an  viele  Puukle.  qIg  man  för  nClhig  hSIt,  dnniU,  wenn 
um  durch  dieselben  eine  Curve  zielil,  diese  sich  hinreichend  der 
Stfsheoen  anschmiegt.  Kennt  man  die  Coordinalen  «Ines  jeden 
4iu«  Pankta,  so  Ist  auch  hier  die  Lage  und  die  Natur  der  Curve. 
"dche  ^  Terbindet,   bestimmt. 

Ul  die  Oberdiiche,  deren  Lage  man  festlegen  nill,  ein  Poly- 
gon, so  g«0D»t  es,  die  Coordinaten  jedes  seiner  Soheilel  tu  mes- 
len.  kl  sie  eben,  aber  mit  brnnimltnigem  Umfang,  so  bestimmt 
niu  diesen  Umfang  mittelst  der  vorher  angegebenen  Methode. 

Ist  endlicli  die  Flache,  deren  Naiur  und  Lage  man  Iteslimiuen 
nill,  nicht  eben,  so  muss  man  auf  derselben  so  viel  Punkte  an- 
Mlimea,  als  man  für  nülhig  hSit,  damit  aus  ihrer  Lage  mit  hin- 
'«ietender  Genauigkeit  ancb  auf  die  der  anderen  geschlossen  werden 
^ne.  Missl  man  die  Cuordinalen  jedes  dieser  Punkte,  so  i^t 
■littAge  und  Natur  der  UberfiKcbe  hinlänglich  bestimmt*). 


•J  In   dev   bftbcrcn  Gcomettic  nimmt  m:\n  «nweilcn  gegen  cinmi'lci'  sjhiefc 

■Hutenebcacn  an.   Indem  m&n   dann  unicr   Coordinaten   eines  Puuktea  die 

Hpa  in  üvmAca  Teraldht,    die   mnn   linrch   ihn   pnnJId  lu  jcilec  Äxo  bis 

^Oudtdinitupaakt  mit  der  Ebene  der  beiden  anderen  legt.     Solebe  Coor- 

li  denn  wir  hier  nur  bcllluflg  Erwähnung  Uiun,  heJEscnsvliicfc,  wfthiend 

r  anuvlinien.   recbtviuUige  genannt  weiden. 
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^K&6 

^^V  Zweiter    Xlieil. 

^^■feas  Ifkhneii   der  Kvrprr,  Anen  (■remllnlfB   idiI  Ui^ntaicbeB  «in 

^^H  der  Lage   nnil  der  Form  nach  keunl. 

^^^   4.  13.     NothivellJigteil,    die  KCrjicr    dnrcb   Zeiclinungen   ilnriu- 

i 

Die  Zabl«n,  welche  die  Coordinalcn  der  l'uolde  eines  Körpera 
ausdrücken,  deren  Lage  au  kennen  hinreicht,  um  eine  hinreichend 
exacie  Vurstellung  von  der  Form  und  Lage  des  Körpers  selbst 
zu  erhallen,  schliessen  Alles  in  sich,  «as  zur  Bestimmung  der 
einen  und  der  anderen  und  zur  Aufliisung  aller  geometriscben 
Probleme  nütliig  ist,  die  in  Bezug  auf  dieselben  gegeben  werden 
künnen.  Aber  diese  Zahlen  haben  eine  grosse  ü n bequem licb- 
keit,  die  nämlich,  dass  eie  uns  nicht  mittelst  unserer  Sinne  eine 
augenblickliche  Idee  der  Form  und  der  Logenbeziehungen  der 
KOrper  geben.  Daher  entsteht  die  Nothivendigkeit,  solche  Kör- 
per durch  Zeichoungeii  darzustellen,  welche  so  gut  als  milglich 
den  doppelten  Vurtheil  vereinigen,  genau  die  Form  und  die  Lage 
zu  beslininien  und  die  eine  sowohl  nie  die  andere  unseren  Augen 
darzustellen.  Die  Methoden  des  Zeichnens ,  von  denen  wir  in  der 
Kürze  die  geomolrischeii  Grundlagen  angeben  wollen,  sind  die  der 
cqlirten  Ebenen,  der  descriptivcn  Geometrie,  der  Per- 
spective und  der  Axonometrie. 

Erstes   Capitel. 

CaUrU  JBbeti«**> 

5.  14.    Dergtellnng  eine«  Punktes. 

£8  sei  ein  Punkt  IS  im  Räume  gegeben.  Man  projidi«  ft« 
(Fig.  IL)  auf  die  Coordinatenebene  XOY  und  m'  a^  diM«<>l» 
jectien.  Nimmt  man  jetzt  an,  dass  die  Ebene  den  PftplMS.  mü 
dem  man  die  Zeichnung  macht,  genau  mit  der  Ebene  XOY  *^' 
sammenföllt,  so  kann  man  anf  diesem  Papicrblalte  den  Poskt «' 


")  FAr  „Piani  qnotatl"  im  Original  haben  wir  hier  die  dem  n«n*B- 
eiicben  entlehnte  BcDCDnaag  „Cotirtc  Ebenen  (plana  cot£i)"'<~  äi.~s> 
z.B.  SalnenTe:  Conra  de  Topographie  et  de  Oäod«»ie.  p.  MÜ.  — 
beibehalten,  eben  bo  nachher  „Cote",  ndl  dies«  Beseiuiniigen  wohl  in  DeaWlt- 
land  am  meisten  gebrftncblich  sind.  „Cote"  heisat  jedo  Beteiehnnng  nnd 
„coter"  heisst  mit  Ziffern  oder  Bncbstaben  bezeichnen.  Znwdkm 
findet  man  In  dentachen  Schriften  auch  „Quote." 


indniglrich  die  Axen  OX,  OF  in  Ihrer  wahren  Lage  xeichnen. 
Hat  man  di«s  gclhan,  so  weiss  man,  (Jhss  der  Punkt  Af  auf  einer 
in  <fein  Papier  senbrerhlen  Geimlen  liegt,  tlie  durch  den  Punkt 
ib'  ^bf.  Man  weisK  aber  noch  iiithl,  um  wieviel  er  eich  über 
oder  Ullier  der  LUieoe  des  Paiiiers  lielindet.  Man  messe  die'Cuor- 
Smh  3tm'  mid  sie  sei  gleitit  22""".  Schreibt  man  nun  diese 
KaU  neben  m'  und  kommt  dabin  überein,  dass  dies  die  Coordi- 
nie  Ten  Af  bG;!etchnon  soll,  die  der  Axe  OZ'parollel  ist,  nelche 
alcfct  in  der  Ebene  des  Papiers  enihalleii  ist,  so  ist  die  h&v^e 
(toPiuiIttes  im  Itaume  vellsISudi!;  beslimnit.  Die  Zahl,  die  man 
I«  ndieu  die  PrnjectJon  eines  Punktes  schreibt,  und  die  nichtf 
ititm  ist,  nis  die  dritte  Coordinale  desselben,  die  der  nicht  in 
toZeirlinuni;  entlinllcnen  Ase  parallel  ist,  heiost  die  ('ole  des 
Faktes. 

Liegt  der  Punkt,  statt  oberhalb  der  Zeichnungsebene,  unter- 
tllft  derselben,  so  ist  seine  Cole  nej^ativ.  Würde  also  neben  die 
Nj»ctioo  von  A/  (Ptj!.12.)  die  Oole  — Z^^geBchrieben,  so  würde 
Im  deinen,  der  Punkt  Jtt  befände  eich  auf  der  zu  der  Zeich- 
ingieltCne  seukrei'hleN  Geraden,  die  durch  in'  geht,  und  znar 
!^  nateibalb  des  Blattes. 

kS.  Ib.  Durslallung  einer  Gfro.Un. 
;  lab«  jetzt  eine  tierade  jtfA'  (Fig.  !■!.)■  Man  bestimme 
Ktlnnen  ihrer  Endpunkte  !a  und  ^V  auf  der  Ebene  XOl', 
ber  man  das  Zeichnuni^sblatt  zusammen  fallend  annimmt.  ' 
^  ••ien  m'  und  n'  diese  Projectionen  und  die  Colen  der  Punkte 
*  obJ  iV  *vieo  I.  B.  I?"""  und  20"":  üieht  man  dann  die  Gerade 
"i'i  10  stellt  diese  die  tierade  ^iV,  die  im  Räume  liegt,  vor. 
'■'■Lindas,  iras  man  Projection  der  Geraden  /tfiV  nennt. 
^i>l  leicht  zu  zeigen,  dass  die  Ebene,  welche  durch  JHJS  und 
'"'"'fcbt,  aenkrechl  auf  der  Ebene  XOY  ist.  Daher  nennt  man 
Projection  einer  Geraden  auf  eine  Ebene  den  Durchscbnilt  dieser 
^iie  mit  einer  anderen,  die  auf  ihr  senkrecht  slehl  und  durch 
^eia  Rede  stehende  Gerade  geht,  oder  die  Gerade,  welche  die 
"cojfctiiinen  der  Endpunkte  der  Geraden  im  Ilaume  auf  die  Ebene 
•ediindel. 

Isl  die  Frojecllnn  einer  Geraden  mit  den  Coten  ihrer  End- 
Pnkle  »der.  «vie  mau  zu  sagen  pQegt,  die  cotirte  Projection 
"■>n  Geraden  gefeiten,  so  ist  letztere  vollstfindig  der  Grösse  und 
alte  nach  gegeben. 

^^K  5.   16.     Dnrstcllntig    einer   Curvi,', 

jetzt  eine   krumme  Linie  darstellen,     itlaii  be- 


reöer  ttU  geoTtielriscIien  Pr/ncfplen  He$  ZrUbnett».     ^^M 

derselben  so  viele  Punkte,  als  man  iiothwoDdi^t  hlll, 

hu  fein  and  erfolge  genügt,   um  diese  Curve   hinrcieheiiii 

in.    Es  seien  M,  P,  Q,  R,  S,  T.  N  (Fig.  U.)  dioM 

[  der  Cune,  und  iii'.  p',  g'.  r',  «',  (',  >i'    die  Projectlo- 

^  BBi  r    Ebene    XOY   oder    der  Papierebeno.      Dia    Lini», 

we;  h  alle  diese  Punkte  seht,  ist  das,  was  man  di«  Pro- 

jei         t  ■     r  Cufvo  MIV  nennt.     Scbreil.t  man  ntin  neben  Jeden 

der  ■■  jn',  p',  i}',  r',  **,  C,  ii'  die  Coten  der  Punkte  .M.  P. 

Q,  h         .    F,  y,    so  ist  klar,  dass  die  Lage   und  die  iNalnr  der 

Curvff  im      autnc  dadurch  vallstündij;  bestimmt  \»t. 

5.    IT.     Zciclinumj    eines    PoljcdBr«. 

E«  sei  r.  "  "'-  Tetraeder  ABCO  (Fig.  IS.)  geRoben.  Man 
xeiehne  diu  PrniecTio"""  seiner  Seitenkanlen  auf  die  Ebene  XOY, 
■o    H'  Projertionen    auf    da«    Zei- 

cht ck  a'h'c',    von  dessen  Sehri- 

teln  lai-ii    u  ,    il'^-  ^^...in    des   oberen    Scheitels   d«M 

Tetraed     1,    aussehen.  ur     die  man   so  erhält,    ist  dua. 

was  man  die  Projectton  vkb  ers  nenul.     Schrcüit  man  nun 

neben  Jeden  so  projicirtcn  fJc.  n^.  die  Cote,  su  crliölt  man  die 
colirte  Projection  oder,  nie  m:-"  jt,  die  cotirte  Ebene,  und 
das  Tetraeder  ist  sowohl  der  I  als  der  Lage  nach  vollslkn- 

dig  hetttimnit.  In  ähnlicher  Vtei»  vernihrt  wu  ffir  irfiend  ein 
beliebige«  Polyeder. 

$    IS.    Zeichnnne  einet  belieblean  KOrpera.  .  ,. 

Ist  der  zu  Eeichnende  RSrper  nicht  blos  von  Ebenen  hegreu^ 
sondern  zum  Theil  oder  gfinilich  von  krdmroen  FISchen,  *e  kenn 
man  ihn  durch  die  cotirten  Projeclinnen  so  vieler  seiner  Ober- 
(iBcbe  angehfirenden  Punkten  darstellen,  als  man  fBr  Mn||l^|llcfi 
hilt,  damit  durch  die  Kenntnis«  ihrer  Lage  eine  vSHIg  Ibbird- 
cbende  Kenntniss  der  Form  und  Lage  des  KCrpera  entetekt  Jli 
mehr  Punkte  der  Oberfläche  man  nimmt,  deren  cotirte  ProjectlOMM 
man  hat,  um  so  genauer  wird  die  Uestimniting  des  Körper«.  "vOt  • 
aber  eine  zweckmfissige  Ausnahl  der  zu  pi'ojiclrenden  Pnotte  M  ' 
treffen,    macht  man  von  einigen  allgemeinen  Methoden  GebnwA. 

Man    setzt   k.  B.   voraus,    dass    der  Körper    von  vielen,    Att 
Ebene  der  Zeichnung  parallelen  Ebenen  geschnitten  werde»  hhI 
zeichnet  auf  ersterer   die   Projeclionen   der  Curven,    nneh  4piMB 
jede  Ebene  die  OberflHche  des  Körpers  schneidet.    Ule  GeMBBt* 
beit  dieser  Curvon  mit  zweckmässig' angegebenen  Coten  kam'.den    : 
Körper  mit  aller  Genauigkeit,    die  man   waiiseht,    darstellen.     Be  J 
sei  z.B.  eine   Halbkugel  (Fig.  16.]  gegeben,   deren   Grnndllleke  \ 
parallel  der  Ebene  XO  }'  ist.   Denken  wir  uns  nun  die  Halbkugel  ve»  j 


cn'ii  rnrher  bcstiriiriil  haben, 

nilere   Zwischenehenen    der 

lun   alsilaun    ilie  cotirlen 

Mikreise    machte,    würde 

und  (lio  Lüge  der  Ualb- 


MAmät  von  einnnder  nttsletienden  Parallelcheiien  zit  XO}'  );e- 
MbiH«n>  d'Hi  *ie  vollaländtg  eiiiechli«säeti,  >*<•  BL'hiieideljpdo  von  ilinen 
fiiHiIbkufiel  in  einem  Kreise,  dessen  Kadius  Tür  die  (iruDdllHobe 
|lttch  dem  der  Kutip)  i«(,  und  iiiichher  nbidmmt,  Ipis  er  für  den 
G)prdiiot>k(  ite.t  llalbliiige)  verscbwindel.  Projicirl  tnnn  nun  jede 
|*erlull«ne  k'rri^iierlpherio  und  echreilit  neben  jede  so  entslan- 
dtns  Ktmiteripbrric  die  ciilaprecbende  Cole,  d.  h.  die  Hohe 
ilmr  Elivne  über  d«r  F.beno  der  Zeichnung,  (<»  sind  vit-le  Punict« 
Itr  HaUikugel  genau  beKliinnil,  und  njan  hat  so  nn^iefanRen,  mit 
•ber  gewissen  Aimäberung  die  Form  und  die  Lu^e  der  Kugel  ku 
Islimnieti. 

Um  nun  die  Lage  van  Puniclen  der  Halbkujjel  asu  beslimnien, 
biicbl  nnl«r  di^nvn  enthalten  sin 
Uwte  man  die  Kugel  noch  durch  a 
'uilcnn  Ebenen  schneiden,  und  inder 
PraJKliflUe»  der  sn  erballeneti  Z»i» 
■U  Buch  bedenterid  genauer  die  Fui 
Inqtl  bestimmen. 

Wie  auch  der  Kürper  beschaffe»  ist,  man  kann  ihn  immer 
fit  hinreichender  lienaiii^keit  darMelleti,  sobald  man  ihn  sich 
't'ch  cini-  hinreichende  Zahl  von  Ebenen  geschnilton  denkt  und 
i\*  colirlen  Projectionon  der  Curven  zeichnet,  in  denen  diese 
Etoitn  4tM  gegebenen  Klirper  schneiden.  Sind  die  Ebenen  gleich 
*(1l  iMeheuii.  />(i  ist  n»  nicht  einmal  iiüthig.  auf  d«r  Zeichnung 
<lli!  ('ole  einer  jeden  nuf/uschreiben ,  und  die  Gesamnilheil  der 
IToJicitlen  Cnrven  itibt  ausserdem  dem  Auge  selbst  eine  rülllg 
hinrcrcbHid  klare  Idee  von  der  Form  des  Körpers*). 

H^fttiun  in  Bciuh'  uai  cotiriu  Ebenen,  ilerci.  I.ösl.ll^'  zu 
kenn^Q  von  Wichtigkeil  >$t. 
ilehvnng  der  Ktlrper  geschieht  nicht  nar.  um  dem  Be- 
ine Idee  ihrer  Form  und  Lage  7U  geben,  sondern  vor 
*"«io,  um  die  Mitlei  r.ii  lierern,  «m  oii  den  Zeichnungen  die  geo- 
«•tiiwhen  FJgenscbal'teo  der  dargestellten  Kllrper  xn  sludireu. 
^  itl  also  liir  den  (>eometric  .Studircndeii  nicht  genügend,  da^ 
°'iBei|r  der  Darstellung  der  Kürpor  auf  einem  Blatt  Papier  ku 
■■■wn,  sondern  er  niiiss,  nenn  die  Zeichnung  gegeben  ist,  su 
**itag|  mit  den  Polgerungen  des  Principe»  sein,  narh  denen  sie 
■■gtfBfart  ist,   itm  im  Stande  zu  sein,   hei'm  ersten  Anblick  die 


*)  Rin  ircfTlichM  Beispiel  zii  Voihcrg^honilem  bieten  ilio  bridon  iimge- 
■*•»■  KirvBn-Enncn  von  l'rag  und  ilciien  Umgebungen  dar,  äin  man  bei 
^»Slsdten  aber  ilie  Methoden  anil  Benatznng  brpBometrUi-her 
*oii  Carl  KoTiKtkn,     Gotha.   1858.     4''--   findet,  U. 


■^■^        TOS. 


Ueöer  die  geomeirhchen  Prfnclpie/t  des  ZeUhuens. 

in  die  Aii);en  apringendeu  Aufgaben  zu  lliaeii,  die  ibn 
rden  küaneii ,  und  mittelst  eines  mehr  oder  tveniger  lan- 
zur  Lüsunt;  der  schwierigsten  Fragen  zd  gelangen.  S» 
z.  B.,  nenn  die  cotirle  Projeclion  einer  Geraden 
geg  ,    daraus  ihre  LSnge    bestimmen;    ist  aber  die  coÜrf« 

Projec  .1  eines  Polygons  gegeben,  so  bann  man  die  Fläche,  dt« 
Winkel,  die  Diagonalen,  den  Uurcbschnill  der  Ebene,  in  der  es 
Hegt,  mit  der  eines  anderen  Polygons  bestiranieii,  voa  tleni  man 
ebetifalls  die  colirte  Projection  kennt,  und  ähnliche  Aufgaben  ISsen. 
Unser  Znecb  erlaubt  es  hier  nicht,  jelit  in  diesen  Gcgenstanil 
tiefer  einzudringen,  um  so  mehr,  da  nir  lu  denen  zurückkehren 
rafissen,  deren  man  specieller  benülhigt  ist,  n-enn  man  eich  mit  drr 
Untersuchung  und  dem  Studium  der  Nivelliriingen  beschäftigt,   die 

(schon  auf  dem  Erdboden  bei  unseren  praklischen  Cebungen  ausge- 
nthrt  sind, 
cot 


Zweites     Capitel. 
Descrif  ometrie. 


GcitenslAnd  der 


Die  Zeichnung  eines  K  ',     üe  mittelst  der  Methode   der 

cotirten  Ebenen  ausgefiihrt  ist,  fortJort  immer,  dass  jeder  wich' 
tige  Punkt  der  Zeichnung  von  einer  Cotenzahl,  d.  h.  von  einer 
Zahl  begleitet  sei,  welche  den  Werth  der  dritten  ('nordinale  des 
Punktes  angiebt.  Die  Methode  der  cotirten  Ebenen  kann  man 
also  eine  gemischte  nennen,  da  sie  die  Form  und  die  Lage  der 
Körper  durch  Zeichnungen  und  Zahlen  bestimmt.  Will  man  die 
Form  und  die  Lage  der  Körper  nur  durch  Zeichnung,  nicht  durch 
Zahlen  darstellen,  so  muss  man  nolhnendigemeise  zu  anderen 
Mitteln  oder  Kunstgriffen  seine  Zuflucht  nehmen,  die  den  Gegen* 
stand  desjenigen  Thetles  der  Geometrie  bilden,  dem  man  den 
Namen  Descriptive  Geometrie  gegeben  hat. 

§.  21.     DarslcUung  eines  I'nnktes. 

Es  sei  ein  Punkt  JH  im  Räume  gegeben  und  man  licalimme 
dessen  Projcctionen  m'  und  m"  (Fig.  17.)  auf  zwei  der  Coordinaten- 
ebcncn,  y..  ti.  XOY,  XOZ.  Ist  die  Lage  dieser  ProjecUnnen  des 
Punktes  bekannt,  au  ist  klar,  dass  die  Lage  des  Punktes  iV  voll- 
ständig  beslininil  ist,  denn  der  Punkt  M  befindetslch  immer  im  Durch- 
seh nitlsp unkte  der  beiJcn  Geraden  m'St,  m"M,  die  auf  den  belref- 
fendcn  Cnorilinatenebeneii,  von  denen  sie  ausgeben,  senkrecht  sind. 


I 


fnsiesoniieTi  Mtr  itl»  der  Axonamririt. 
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-'Aireloem  Blatte  Papier,  das  man  mit  der  Ebene  XOT  >«• 
■nneiiralten  lüHsl,  Ifanii  man  die  I'rnjcclion  m'  rlarstclle».  Um 
nrrfcnit«IIien  ItlaKe  dt«  Projeclion  m"  (larxnslcllcn,  dcnlce  man 
lieb,  iliff  Blirna  XOZ  drehe  siib  um  di«  Ale  OX  um  W,  bis 
titln  die  VeftSngerung  oder  EnieilofunR  der  EUi-iio  XOY  ijillt. 
Naa  «Mit  dann  eine  Figur,  "ie  die  7iicitp  in  Fii!-  17-.  i"  "clclier 
jn  Punkl  AI  de«  Raumes  durch  die  beiden  ProjcLtionen  ni'  und  m" 
dargnltllt  nird. 

Sind  die  beiden  Prnjeclinnen  des  Punklos  auf  dem  Zeiclinunga- 
Ultt  gegclien,  so  isl  seine  La^c  im  Ilnume  auch  vollsifindig  be- 
iCnnt,  denn  es  gemixt,  das  h\M  Pnpier  um  OX  sieb  drehen 
ioLw«n,  bis  die  Ebene  XOZ  Benkredit  auf  XOY  siclit.  Der 
Pnibt  M  it>t  dünn  der  Durchschnitt  der  Senkrechten  auT  den  ent- 
ipiechenden  Cuordinateii-Ebeneii,  üic  durch  die  Projectianen  m' 
nd  m"  );ehen. 

Da  mnn  auf  dem  Blatte  nur  die  Zeichnung  der  Pritjeclionen 
uf  die  Ebenen  XOY,  XOZ  macht  und  niebt  im  Geilngslen 
dir  ilrilte  Coordinatcn- Ebene  ZOK  beaclilct,  so  ist  es  nicht 
lithij,  in  der  Zeichnung  die  Axcn  OY  und  OZ  beiiubehallen. 
Uan  leichnel  daher  in  den  Zeichnungen  der  descri|iliven  tieo- 
BCltie  not  die  Axe  OX,  die  dabei  den  Namen  Erdlinie*)  annimmt, 
ficttachltt  man  nun  die  Lage  der  beiden  Projcelinnen  eine«  Puiik- 
Iti  in  bezog  nnf  die  Erdlinie,  so  sielil  mnn  leicht,  dass  vor  der 
Otdmng  der  Ebene  XOZ  die  O'erade  m"/i  senkrecht  auf  m'n  ist 
KmI)  dtt  Ütehuiig  der  Eliene  XOZ,  bis  sie  die  VerlHngerung 
dw  Eliene  JtO  K  wird,  hleiben  vm"  und  vm'  senkrecht  auf  OX 
and  hiiita  üIso  eine  einzige  üernite.  U.iher  erliült  man  Tulgen- 
^n  Fnniiamenlal-SalK:  Ein  Punkt  ivird  durch  seine  zwei 
Projeetianen  dargestellt,  die  immer  durch  eine  aurdci 
^'illioift  senkrechte  Gerade  verbunden  sind. 

g.  !3.  DarilcllDDg  einer  Linie. 
Man  habe  Jetzt  eine  heliehtgc  gerade  oder  krumme  Linie. 
''ItLage  und  Ge»talt  einer  solclien  Linie  ist  voiUlündig  bestimmt, 
*Wi  man  die  xnei  Projeclinnen  dersellien  bcslimint.  Sei  x.B.  ein« 
^<iade  MN  gegeben  und  mnn  beslrmml  die  beiden  Projectioneo 
■'■'«■"n"  auf  die  Ebenen  XOY,  XOZ  (Fig.  IH.).  so  kann  man, 
nN««|eBel2t,  dass  die  Ebene  XOZ  «icli  um  die  Erdlinie  dreht, 
■■»Is  die  Verlängerung  der  Ebene  XOY  bildet,  beide  projici* 

*)nLin«a  di  t«rra"  im  OrigiaiL  In  dcnUchen  Sctirirttn  (ot.  i.  i.  B. 
^  Klit  cDip(«bleiuwcrtbe  „Lehrbuch  der  deBcriptiven  Gcomotii- 
mCGagltr.  9.  Aall.  8.  T.)  heiMt  die  in  Bede  iteheade  Linie  Grund« 
•«lUu(PiDjec(iaDiaxe.  Btiii)-  O. 
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^rende  Ebenen  auf  dem  Blalle  zeiclinen,  und  man  liut  dno»  die  (ie- 
K  nde  JON  dargestellt  durcb  m'ti'  und  t/i"h". 

Sind  die  Projcclionen  m'n',  ni"n"  einer  Geraden  gegeben,  so 
CS  sehr  Icicbl,    die  Ln^e   der  (ieraden  im  Räume   zu    beslim- 
'  ueo,    auf  die  sie  sii-h  beziehen,     nian   denke  i;ii:h  den  Theil  des 
^  Blattes,    der  oberbalb  der  Eidlinie  liegt,    um  diese  gedreht,    bis 
lur  dem   Blatte  Pagjier  senkrecht  steht,  denke  «icli  dann  durch 
eine    zu    dem    Bialte   senkrechte,    durch   m"n"   eine    anilerc 
Ebene  gelegt,    die   Benkreebl    auf  XOZ  ist,    eo    echnriden   sicli 
die  so  gelegten  Ebenen  in  einer  Geraden,  welche  die  gesnchl«  ist. 
Eins  Curve  Aß  im  Räume  wird  auf  gleiche  Weise  beim  Zeteb- 
nen  durcb  ihre  xivei  Projectionen  A'B'  und  A"B"  (Piü.  \ä)  darge- 
stellt,    die    zwischen    den    Punkten    A'A"    und    B-B'    enthalten 
,  «Ind,  welche  auf  denselben,  zu  der  Erdlinie  senkrechten  Geraden 
'  liegen.     Es  ist  klar,  dass  jeder  Punkt  der  Curve  auf  diese  Weise 
vollständig  bestimmt  ist,  da,  trenn  man  einen  Punkt,  dessen  Bo- 
rizoatal-Projeclion  z.  B.  m'  ist,  betrachtet,  die  Vertikal- Projectiou 
m"  sein  irird.     Nimmt  man  also  den  Punkt  O  als  Coordinaten-An- 
^    fang,   so  sind   die   Geraden    On,  nm',  itm"  die  drei   Coordimlen 
^L-  des  Punktes  M  im  Räume.  ^h 

'■   H  $.  33.     Darstellung   chioi   KOrper».  ^| 

W^  In  der  descripÜven  Geometrie  werden  die  Kftrper  eben  so  trle 

die  Linien  durch  Zeichnung  ihrer  Prujecliimen  auf  j^nei  zu  ein- 
ander Benkrechten  Ebenen  dargestellt,  die  man  nachher  so  gedrafcl 
denkt,  dass  sie  nnr  eine  Ebeno  bilden.  So  Ist  s.  B.  du  Tetrae- 
der des  S-  17-  durcb  die  Projeclion  a'b'e'd'  (Flg. 20.),  Tonirdcber 
wir  dort  sprachen,  und  durcb  a"b"tfd",  seine  Projectioi  Hf  afan 
Ebene,  die  zn  derjenigen,  auf  welcher  die  Projeetion  a'i'e'4' tieg^ 
senkrecht  ist  und  sie  in  der  Erdlinie  OX  schneidet,  du^wttlt. 
Diese  beiden  Projectionen  des  Tetraeders  genügen  nickt  nWi  ■■ 
dem  Beschauer  eine  Idee  seiner  Form  lu  geben,  Hondem  llefbti 
aucii  alle  nothwendigen  Data,  um  die  geometrischen  BigenMfcaF' 
ten  desselben  in  atndiren  nnd  seine  Lage  in  Bezug  auf  die  Pre- 
jections- Ebenen  zu  untersuchen. 

Aach  die  Halbkugel  des  %.  18.  kann  durch  die  ProJscIlM 
anC  XOY  (Fig.  31.)  der  Kreise,  in  denen  sie  durch  zur  EbM» 
XOT  parallele  Ebenen  geschnitten  wird,  nnd  dann  durch  die  Prs- 
Jectionen  derselben  Kreise  auf  die  Ebene  XOZ  dargestellt  «vt- 
den.  Es  ist  klar,  daas,  da  die  Ebenen  dieser  Kreise  a«f  JCOX 
senkrocht  sind,  ihre  Projectionen  auf  XOZ  sich  auf  Gerade  (Ofc* 
clrsn,  welche  die  Langender  Durchmesser  der  obigen  KreleehafetBk 
Denkt  man  sich  eine  auf  der  Ebene  XOF  senkrechte  flesMl^ 
die  steh  so  bewegt,   dass  sie  imner  die  Halbkvgel  berthrt,  ebM    ; 


hdt  dnsadnogen,  »a  ist  Iclnr,  daes  dicoe  (ierade  aur  dar  Eben« 
XÖ7  die  Perl|)berie  0/4  [»esdireiben  ivinl,  und  dass  also  die 
Pisjectkin  jed»  anderen  Punktes  d«B  Körpers  hinerhatb  der  LIdE«, 
ditniHU  HO  erhall,  eingeschlossen  tsl.  Diese  Linie  Tuhrt  daher  den 
Hmw  Üroriss  oder  Contour  der  PrujVttion  des  Körpers  anf 
itEkeoe  XOr. 

Denbt  man  sich  \a  ähnlicher  Weise,  dass  eine  zu  der  Ebene 
X02  senkrechte  Gerade  in  jeder  I..->j;c  die  Halbkugel  berShrt, 
(tue  In  ste  einiudrinüen,  so  beschreibt  diese  Gerade  auf  der 
Ebene  A'OZ  einen  Halbkreis,  »elcher  der  Uinriss  oder  Contonr 
4tr  Projeclion  der  Halbkugel  auf  die  Ebene  XOZ  ist. 

Unter  den  Punkten,  vrelchc  man  von  einem  beliebi{ren  KOr- 
pK  In  den  Projeclionen  der  descripliven  Geometrie  darstellt, 
gdiürtn  jedesmal  diejenigen,  welche  den  Umriss  oder  Contonr  der 
Prajection  des  Kflrpera  auf  die  eine  oder  andere  Projections-Ebene 
UU«,  XU  den  iricbtigsten. 

f-n.  Vtiglcichiini;  iHlselien  tier  Methode  der  colirten  Ebenen 
nnd  d«r  deacriptiven  Ocomotrie. 
Wenn  noan  einen  gegebenen  Punkt,  eine  Linie  oder  einen  be- 
licM^«!!  Körper,  sei  es  durch  die  Methode  der  cotirten  Ehe- 
"M.  ati  es  durch  die  von  der  descriptiveu  Geometrie  gelehrte 
br«t«IWn  soll,  so  beginnl  man  mit  der  Projicirung  desselhen  auf 
*<<ie£btoe.  Uaiin  hezeii-hnel  man  nach  der  Methode  der  cotirten 
OöiM  din  HSho  jedes  Punktes  oberhalb  oder  unterhalb  dieser  Pro- 
j»liplu.Ebene  durch  eine  Zahl.  Nach  den  Melhodeo  der  descriptiven 
"Bimetrie  hezeichnct  man  dagegen  diese  Höhe  dadurch ,  dass  man 
dl«  oene  Projection  des  Körpers  auf  eine  Kur  ersten  Projectiona- 
Cbns  «eakrechte  F.bcne  macht. 

So  bezeichnet  man.  um  das  Tetraeder  in  §.  17.  und  §.  23.  dar- 
»ur«llen.  in  dem  einen  Falte  die  Höhen  oder  Toten  des  Tetraeders 
iBCD  (Fig.  22.)  durch  die  Zahlen  13-",  IS™"-,  13™"",  25""»,  die 
"«B  neben  die  Projcclionen  a',  b' ,  c',  d'  dieser  Scheitel  schreibt. 
»D  anderen  Falle  dagegen  verbindet  man  mit  der  Projection  a'b'c'd' 
■«  Tetraeders  die  Projection  a"b"c"d",  die  auf  einer  zu  der 
*nb»rgeh enden  Ebene  senkrechten  Ebene  liegt,  nobel  klar  ist, 
'*i»irB"=  I3~".  ^6"  =  13™,  yc"=I3— ,  dd"  =  26-"'  ist. 

E«  ist  also    nicht   schwer,  die  Zeichnung  eines  Körpers,  die 
'^A    der    Methode    der    cotirten    Ebenen    gemacht    ist,    in    eine 
*^im*  nach  der  descriptiven  Geometrie   lu   verwandeln    und  nm- 
Ebenso  bat  es  keine  Schnierigkeit,  die  Probleme,  die  in 
wurden,  nach  einer  der  beiden  Methoden  zu  lösen,  «renn 
ng  mittelst  der  anderen  kennt.    Ich  werde  hier  nicht  auf 
;hnng  dieser  Probleme  eingehen,  da  weder  die  Zeil  es 
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erlaubt«  noch  ich  das  Feld  betreten  mugte,  das  dem  Profeffftor  des 
geometrischen  Zeichnens  und  der  descriptiven  Geometrie  angehOrt*). 

§    25.     Bcsondüro    Bemcrkungon. 

Die  Ebene,  die  wir  hier  bestfindig  durch  die  Buchstaben  XOY 
bezeichnet  haben,  nimmt  man  fast  immer  horizontal  an  und  sie 
führt  den  Namen  Horizontal-Projections>Ebene.'  Die  bei- 
den anderen  Coordinaten*Ebencn  werden  daher  vertikal.  Die  Pro- 
jection  eines  Punktes,  einer  Linie  oder  eines  Körpers  auf  die 
Ebene  AOF  heisst  die  Horizontal-Projection»  der  Grund- 
riss,  die  Ichnographie  u.  s.  w.,  wenn  der  dargestellte  Gegen- 
stand ein  Gebäude  ist;  der  Plan  oder  die  Karte,  wenn  er  ein 
Terrain  ist,  u.  s.  w.  Die  Projection  auf  eine  der  Vertikal-Ebenen 
fQhrt  den  Namen  Vertikal-Projection,  Prospect«  Ortho- 
graphie,  Aufriss  u.  s.  w. 

Da  die  Projcctioncn  einiger  Thcile  eines  etwas  coniplicirten 
Körpers  häufig  der  Deutlichkeit  der  Zeichnung  der  anderen  Eintrag 
thun,  so  denkt  man  sich  oftmals  den  Kiirper  durch  eine  Ebene 
geschnitten  und  macht  dann  die  Zeichnung  des  einen  der  so  ab* 
geschnittenen  Theile  nicht  mehr.  Man  soll  z.  B.  die  Zeichnung 
eines  Hauses  machen:  Die  Horizontal -Projection  des  Daches 
bedeckt  dann  die  l^rojectionen  der  übrigen  Thcile  des  Baases. 
Um  diesem  Ucbelstande  abzuhelfen,  bezeichnet  man  durch  ausge- 
zogene Linien  die  Projcctioncn  der  Theile,  die  nicht  unterhalb 
irgend  eines  Theilcs  der  Oberfl.'iclie  des  Körpers  liegen,  wahrend 
man  durch  gcstrichelto  oder  pnnktlrtc  Linien  die  Projcctioncn  der 
Linien  bezeichnet,  die  unferlialb  irgend  eines  Theiles  des  Kor- 
pers liegen.  Da  aber  dieses  Hilfsmittel  nicht  in  allen  Fallen  hin- 
reichend ist,  um  eine  klare  Idee  der  inneren  Einrichtung  des 
Hauses  zu  geben,  so  denkt  man  sicli  dasselbe  durch  eine  Ebene 
geschnitten,  und  die  Projection  dieses  Durchschnittes,  der  man 
oftmals  auch  noch  die  Projection  der  Theile  des  Körpers  hinzu- 
lugt, die  noch  übrig  sind,  fiihrt  den  Namen  Durchschnitt, 
Schnitt  u.  6.  w.,  und  kann  sowohl  horizontal  als  vertikal  seio» 


Drittes    Capitel. 
Perspective, 

§.  26.     Gegenstand   der  Perspective. 
Uetreffen  die  cotirten  Projcctioncn    oder   die  von  einer  Ver- 
tikal'  Projection  begleiteten   nicht  sehr  verwickelte  Gegenstände, 


^)  Man  bedenke,   daas  dieae  Sebriit  sich  an  Vorlesungen  anaehlieMt     G. 
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iKot    b<'i>iinch(rr    cioo    iiiiiuiltelbarp    lifc»   vod    dci 
Hid   Lmk^  doraclbcii.     Wcrdi^ti   dl«    Cegciialündc  alier  nur 
lüg  cninplicirl,    s«  i*t   es  oft    r^inu  srhivierJse   Arbeit,  oiia 
nnilbcit    tftii   l'rnjecl innen    »der  vnn    l'rojectiiin<!ii  uüd 
!  eliraa  klare  liluc   vnn  der  l'nrni  und  haf-it  derselben 
Igen.     Duher    ciilstelil    livsnndurs    Tür    die   tveni<;cr  in    der 
Frie  Erriihrenen  ilio  Nnlliiteitdigkcit,  eino  Att<iler  Darslcl- 
I  Kürpern  xii  liCHitzcn.    die  unmitlellorer  /ii  unticren  iSin- 
^cht  und  leichter  eine  Idco  vnti  ihrer  Form  und  Lage  gibt, 
lur  Koslen  der  Evtdcn«  der  Zeichnung,  die  aus  ihrer  geö- 
lten   (ienniii^kcil   hervorgeht.      Die  Aiiri,'ahc,    die  man  zu 
t,     ist   al«n    ((d^ende:     Es    IbI  ein  Uhill  l'iifiier  gesellen, 
Dur  demeelhcn   die  (ieitGiisIünile  in   der  Art  durstellen. 
(Ter  Boclcnier,   der  die  Zcielimnit;  hctrachlct,   einen  sn  viel 
^  inü);lii-h  gleiche»  Eindruck  von  ilprsetlien  erhält,  uicdcr,  den 
tt  tthallen  würde,  wenn  er  die  tlnrgGstcIlleu  (iec>eii»liitiile  irirliilich 
b  liällo.     Die  AiiH-l-uns  diuscr  Airf-dlie,  Mus  vnn  ihrer  geo- 
bien  Seile  hefrjtrhlet,  bildet  den  (>egeiis(aii<]  des  Tbeiles  dei 
jtriPi  den  man  Perspective  nennt. 


Prinrip,    nuf  acm   die   PeripBClivi:   bernlit. 

r  n^>nen  an,  der  ßcsdisner  heßnde  sieh  in  O  und  be- 
UB.  de«  WörM  ABCDEFGH  (Vi^.'i-A),  dnnn  wird  er 
'  Darstclliin-;  de«  Kü.pp's  auf  dem  Übilt  Papier  JWA" 
wenn  ceitie  Augen  dioselbe  Empliinliing  hüben,  neun 
B  Kflrpor  «ett)st  oder  das  RIatt  SlPi  ansehen. 
'  Htnveixt  xiiertl  voraus,  da^s  der  llenliachler  den  Körper  nur 
"It  ciavm  Auge  hctrnclitc,  "eil  im  anderen  Falle,  «eim  man 
Wäeu  Augen  Rechnung  tragen  «nllle,  mit  denen  der  Oeoliachter 
^11  Kritper  Iictruchtct,  die  Auriüsung  der  Aiil'galic  bedeutend 
■cliircter  iverden  vvitrde.  Dies  vnrausgeselzt  ist  es  klar,  dass, 
"fim  von  dem  Punkte  A  des  Kürpera  ein  Lichlslrahl  in  das 
Ann,  Ana  in  O  liegt,  gelangt,  das  Auge  dieselbe  Emplin- 
<lun|>  hatten  ivicd,  ivenn  diet^cr  Slralil  von  einem  Punkte  a  aus- 
E'lil,  der  da  liegt,  nn  die  Cerade  AO  die  Ebene  MN  der 
Dehnung  Echneldel.  Man  stellt  dnher  in  der  Zcii.'Iinung  den 
^ubU  A  durch  einen  Punkt  a  dar.  der  da  liegt,  wo  die  Uerado 
,  Cil  die  Ebene  der  Zeichnung  schneidet.  Ein  ziveiter  Punkt  B 
"M  aar  gleiche  Weise  in  der  Zeichnung  durch  den  Punkt  b 
'•FAienlH.  in  welchem  die  Gerade  OB  das  Blatt  schneidet. 
'"*  Gerade  AB  wQrdo  nun  durch  die  Gerade  ab  dargestellt  wer- 
"tt,  and   n,gn  sieht,    i*ie  man  in  Ähnlicher  Weise  jede  andera 
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gerade  oder  krumme  Linie  auf  ilem  i^cichcnblntta 
indem  man  auf  demselticn  die  Folge  lon  Panblvii  zdcknel, 
denen  eine  (ierade,  tvelchc,  vom  Ange  ausgehend,  alle  Pud 
der  Linie  durchtüufl,  die  man  darstellen  will,  das  Ulalt  acliKeU 
wird.  Ist  der  Kiirper  ein  Polyeder,  so  bann  man  daher  J«^ 
Scheitel  und  jede  Seitenkaiite  in  Hcreiperlive  zeiiUnen;  Ul 
dagegen  «onciner  kriininien  l''lächc  begrenzt,  so  kann  man  Iniii 
den  Umriss  darstellen,  indem  man  sich  eine  <ter:ide  vorsicllli 
vom  Auge  ausgehend,  auT  der  Oberlläche  des  Kürpers  hitigleil 
ohne  irgend  nie  in  den  Kürper  einzudringen,  und  immer  die  a 
einander  folgeoden  Durcbscbmittfpunicte  dieser  Linie  mit  der  Zcf 
nnngsebene  verzeichnet. 

Man  zeiuhnel  also  einen  beliebigen  Kürper  pcrspecIiTli 
indem  man  annimmt,  ziviseben  das  Au);c  des  Beobachters 
den  Kiirper  «clbsl  sei  in  einem  Abstände,  d 
halt,  die  Zeicbnungsebene  gelegt,  und  indem  man  dann  auf  dl« 
Ebene  die  Durchscbnillspunkle  derselben  mit  den  (lesichl^I 
aeichnet,  nelcbe  vom  Auge  nach  den  verschiedenen  Panld 
des  Körpers  gehen,  die  man  in  die  Zeichnung  aufzunehmen, 
hinreichend  ball,  um  die  Form  und  die  Lage  hinreichend 
cliarakterisiren. 


%.  la.     Fiaktischc  Melhud«  die  peripecti vitchc  Zcichoua 
KOrper«  tu  morheit. 

Es  seien  die  Coordinalen  eines  Punktes  j1/  c;egeben,  und  nl 
m*  seien  Reine  Projeclinnen  nnch  den  Methoden  der  Aeattif^ft 
(leometric  {Fig.  24).  Die  perspectivisclie  Zeichnung  mtchl  nu 
fast  immer  auf  einer  Vcriiltal  Ebene,  ivcicbe  die  Horizontal-Pt 
ieclionü-Cljcne  in  einer  beliebigen  Geraden  ylß  schneidet,  nni  ■! 
Vertikal -Projections- Ebene  in  einer  Vertikalen,  die  in  tiniei 
Zeichnung,  »ie  eina  AC,  auf  der  Erdlinie  «enkrecht  steht, 
seien  ferner  auch  die  Conrdinaten  und  also  auch  die  Prnjec^B 
n',  o"  des  Auges,  oder  lies  Gesichtspunktes  gegeben. 

Das  Pro))lem,  um  de«(«>n  Auflüsuni;  es  »ich  handelt,  Ul  < 
einfach  das  folgendo:  Man  moII  den  Uurchschnitlspunkt  dff 
o'm'  und  it"m"  projicirlen  GesichtsUnie  mit  der  Ebene  Ai 
finden.  Es  genügt  folglich,  dnrch  die  Gesichtslinie  eine  EbetiS 
legen;  kann  ma»  die  Ourchsuhnillslinie  dieser  Ebene  mit 
Ebene  BAC  finden,  so  ist  der  gesuchte  Punkt  der  Oorcbseb 
der  gefundenen  Durcbschnlttslinie  mit  der  GeBicbtslime  sei 
Legt  man  nun  durch  die  oben  ertvBhnte  Geaichtsllnle  eine  V< 


tMt*fMiiilert  gtrr  äle  dtr  AtMamefrie. 
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bnn«.  >a  «cbnt>iilet  diese  dio  Horiiontat-PrftJMliona-Ebene  in 

)  die  EImiio  ABC  in  cin»r    Verlibal*  Linie,  die  sich  auf 

laric^nlaM^bene  in  w'  mid  auf  ilie  Vcriikal-EUeno  In  Qu"  (iro- 

Falflich  Bind   n"  iitid  n"  die   Projectionen  dea  perspectivl- 

von  ;V  im  Uaiime. 

blit  man  also  s«iinürta  Senlrochta   Aß,  AC,  welche   die 
I  der  pcrspectti'iKch«n  Zeichnung  einschlieasen,  trSgl  An'  von 
TArfirr  entslaiidericii  Prnjectiun  auf  und   nmcfit  n'jW'  =i  Qn", 
■a  hal  man  Je»  l'unbl  !U'  als  das  f>er8|)cclivische  Bild  von  IS. 

Aehnlich  »ird  man  ilas  Bild  jedes  onderen  Punkles  constrairea 
Mit  aUn  su4.-h  da*  jeder  Linie  und  jedes  Kürpera 


|.  an. 


I  Fllcl 


tat  die  FIflche,  auf  der  man  die  Zeiclinung  machen  will,  Icrumm 
■ton  ab«o,  au  kann  man  auf  ihr  die  perspeclivische  Zeicbnnag 
Iritiead  eine*  (ivgenetandea  machen,  »en»  man  die  Uurchacbnitts- 
plwJdfl  deraelben  mit  den  GesiL-btslinien  verzeichnet,  welche  von 
4a«  Aöfte  auH-  und  nueb  den  verscltiedenen  Punkten  dea  Ge- 
^■■•tiiidea  binßehcn. 


i  aa.     Wirkuns   . 


Iii  mnn.  uaa  wirklich  erfalgl,  wenn  man  einen  Ki>rper 

Iicnierkl  man,  daas,  weil    wir  swei  Aui:en,  k.  B.   O 

.'   J-).),    haben,  jedes   von  ihnen  einen  Strahl  OA  und 

1  jedem  Punkte  A  des  beobachteten  Kfirpera  aussendet 

fon    A  ist    ridt;lich  n'    fflr  das   Au«;e  O  und  a"  für  das 

>5e  O'.    In  ähnlicher  Weise  übersieht  nia».  dass  daa  Bild 

'  M  AB  dos  Körpers  für  das  «ine  Auge  a'b'  ist  und  iwnr 

(schieden  von  ä"b",   dem  Bilde  derselben  Geraden 

'    das   andere  Augr.      Bi;trachtc(    man    Tcrner   einen 

.-,!'.;,  so  Ist  sein  tJmriss  für  jedes   der  beiden    Augen 

w,    und    xwar     nicht    blas    auf   der   Perspectiv- Ebene. 

ach  auf  dem  Kürper  selbst. 

OKDJt  also  Itaacre  Sinno  von  der  Betrachtung  des  Bildes  dle- 
kaWlrkuag erhalten,  als  von  der  dea  Kürpers  selbst,  ist  esnOthig: 

l.  d«ss  auf  der  BildobeDe  daa  perapectivische  Bild  dea 
KdrpAra  für  jedes  der  beiden  Ang««  g«Micha«t  ward«; 


t 


Peber  aieioeömetrltchen  Prtnciptt»  itei  Ztletnent, 

^    laas  jedes  Auge  aar  der  Bilttcliene  nur  das  Bild  siebt, 
ncicties  ihm  lugeliHrt*). 

Um  also  eine  enlsprccheiiOo  Wirknns  l>ei  Betractilung  eine» 
Pcrs|teclivbil>lc8  hetvorzuliriiigen,  ist  gm  tunlichst  nütliig,  voll«l&ii- 
dig  in  dt-m «etilen  Alislunilv  von  <t<-niscllicn  sii  eein,  in  tvcichem 
der  Maler  liei  dorn  Zeichnen  das  Auge  nnnalim,  und  dnno  es  nnr 
m  Auge  zii  lieolmchten,  stall  mit  xweien.  Fürlit  man  bei 
Anrcriigung  tlcs  Per>|>ccltvliiUlc8  die  vcischiedenen  Tliclle  des 
Kiifpers  mit  den  verschiedenen  Karben,  ivelche  der  Natur  subom> 
men  und  der  IrUcnsiliil  der  Lichlalriililcn,  die  von  dem  Kürper 
refleclirt  uerdcn,  entoprctlion,  »o  erliüll  niancin  Uild  ,  tvelcbesaul 
ansere Sinne,  bctsonders,  Hcnnman  daran  !;c»ühiitift,  einen  F.indrnck 
hervorbriti;;!,  der  nicht  vii'l  vun  dem  urilprscbieden  bciii  katin,  den 
man  beim  Üescliauco  des  Kurpcrs  selbst  empfunden  haben  udrde. 


5.  31.     OoomotrUclier  Wcnh    der  porspeetiTiidvon  Bild«T. 

Ist  das  pcrspeclivischo  DÜd  a'  (Fin>-37.)  einea  Punktes  g*- 
gefaen,  so  n-cids  man,  tvenn  man  ilio  Loge  des  Auges  O  eben- 
falls kennt,  auf  trclclio  das  Uild  sich  besieht,  nichts  vrcilor  TO« 
dem  in  a'  durgcslelltcn  Pitiikle.  als  flass  er  sich  auf  der  VerlXil- 
'  gerung  der  Geraden  O"'  bclindel.  Ist  iihnlich  die  Perspectiv« 
'  a'b'  einer  Gprailen  ge-'cljpn.  su  ivei«s  m;in  von  der  Gernden,  der 
dieselbe  zngchrirl,  nichts  neiter,  als  dass  sie  einen  Punkt  der  Verlfn- 
gerung  der  Geraden  Otf  mit  einem  Punkte  der  Verlingernng  der 
Geraden  Ob'  verbindet.  Man  kann  also  aus  dem  blosaen  per- 
■peclivischcn  Bilde  weder  die  GrOsse,  noch  die  Rlchlug  dner 
Micbea  Geraden  hcrlcilen.  Nichtsdcsloirenigcr  Ist  der  !•«■•• 
tfische  Werth  eines  perspecüvischen  Bildes  nicht  so  gering,  ile 
man  nach  den  eben  angestellten  Uetracbtungen  glauben  «oUt«. 

Vor    Allem    trollen   n-ir    bemerken,    dasa    meistenthelle   die 
Richtung  der  Geraden  schon  bekannt  ist.    Üer  grüsser«  Thdl  der 


■)  Dicu  beiden  BcdlngaDgCD  lind  in  d«iD  8ter«Mkopa  teslidtt,  dcM^ 
Belief-Wirkan^en  wirklicli  Qbcrraiclicnd  lind.  Man  zcichnnt  auf  einen  BIrtH 
UN  (Fig.  S6.)  getrennt  dio  beiden  per«pcetiTl(chcn  Bilder  p  nnd  p*  eines  Xlr- 
pore,  welche  jedem  Auge  lukomnien.  Man  betraehtet  darauf  diew  Tiimii»!  lii 
tdidar  mit  einem  InitramenEe,  du  aui  iwei  Okularen  0  und  O*  Imtcb^  inck 
welche  jedei  Auge,  welcbei  durch  daMolbe  hiodurcbiicht,  nur  du  Bild  irittck^ 
welche!  ihm  ngebOrt,  Dud  iwar  dnrcb  die  Wirkung  der  LinMn  der  Ofcalm 
In  der  Lage,  In  der  e»  leln  wttrde,  wenn  dk  Fenp«eti*a  nad  daa  Am  (»• 
fabtuen  Hageln  geataeht  wlre. 


fntittenätfr  Met  tfir  drr  Uimemtlru. 


S6B 


/  fitnJen,  dia  man  an  oincm  O'cbSude.  an  einem  sJcIi  bewegenden 
iMvrpdr,  an  einer  Itl.ivcliinc  Tinilel,  sinil  cnliveiler  vertikal  oder 
Pho^nlal  und  die  Uorizonlaleii  sind  nieislens  aur  «innndcr  ecnk- 
l"  nrtil.  Hctrachlct  mnn  also  ein  pcrspcciivisches  IJilil,  (=o  ist  es 
n,  dns»  niiin  nicht  dio  lüclitiiot;»!  eines  grossen  Thclk-s  der 
^  Gtrtilen  kennt,  die  fidi  in  demselben  bcGiiden.  Denken  «vir  nns 
I  sei  tlie  ßicltung  der  Ucrailon  AB  (Fif;. 'i» )  bi-kannt 
I  nJ  nehmrii  «nr  k.  H.  an,  de  oei  vertikal,  dnnii  'mt,  >la  ilie  Pro- 
■-EberiL-  meisten llirils  auch  vertikal  ist,  Uuä  Uild  der  Oera- 
'   ätB  Aß  eine  eben(;ili^  v<:rtikal«  Gerade. 

ffSro  ferner  z.  B.  der  AUsInnil  der  Geraden  Aß  von  dem 
Fmpctiivbilde  a'lt'  lieLannl,  so  ist  klnr,  dii8s  auch  die  (Irüsse 
Jfi  beknnnt  nnto.  Kennt  man  iimsiekchrt  die  (fr^.xsc  Aß.  so 
llt  ti  Irictil,  aus  ihrem  Perspeclivliildc  n'/i'  den  Abstund  ru  Gtiden. 

Es  aei  OX  das  Perpendikel,  das  ron  0  auf  AB  gGrälll  fst, 
i"  iler  Pnnkl,  in  dem  dassellio  die  Gerade  a'b'  Bclincidel,  dann 
W  UoT.  dass  man 

ABia-(,'=  Ojc+Xj:iOj:' 

hl  Kennt  man  daher  Xx',  den  Abstand  der  Geraden  AB  von 
üuein  Per«peclivbihle,  und  Ojt',  den  Absland  des  Auges,  so  ist 
t*  leicht,  nenn  man  die  Lunge  a'b'  auf  der  Zeichnung  minsf, 
dicUröwe  von  AB  zu  bestimmen.  Kennt  luan  umgekehrt  AB,  a'O', 
Oj".  sn  Tindet  man  daraus  Xx'. 

Man  »chlic^st  uUo  im  Allgemeinen,  dass  man,  wenn  der  Ab- 
M.inil  ritM»  Ge$cen«landes  vun  einem  Peri<|icclivbilde  bekannt  ist, 
■I^rosHdeMenGrüsse ableiten  kann,  und  umgekehrt,  »cnn  die  Grüsse 
cinMCiosenslandrs  ßegehcn  ist.  man  auf  den  Alisinnd  sclitlesscn 
^n,  Od  es  nun  viele  Gegenstände  gibt,  deren  Gtüs.^e  man  als 
b'tuiDt  annehmen  daif,  z.  II.  die  Menschen  von  niilllcrer  Statur, 
A«j;(«;)bnl!chen  Fen.sler  und  Aehtdichcf.  so  Forgen  die  Künstlet 
oi'dr,  in  iliro  Ansiclilcn  dcrgleiulicn  verscltiedene  Gegcnslftndo 
H'nnoiutiringen ,  damit  iltei'c  den  Beschauer  unterslutxen,  nicht 
■>ur  tine  Idee  der  Wirkung  hervnriiibringcn,  die  er  durch  die 
^pert  emjdinitet,  nenn  er  den  Gegenstand  ihre»  Ititdes  selbst  be- 
teilig, Boudcrn  auch  eiuc  Mcc  der  Grösse  und  des  tcluliven 
UNaadca  der  dargestelllcn  Objecle. 


§.  32.     FuTallolperspectiTO. 

Wächst  der  Absland  des  Anges  ron  der  Bildebene,  so  bilden 
''''«ricbiedenen  Gesicbtsliaien.  weleha  in  Ibra  ven  den  verschie- 
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denen  Pankten  de«  Kütpiira  aus  iiuaminenlafirc»,  unter  elnaade 
Immer  kleinere  nnil  kleinere  Winkel,  so  ilass,  wvnn  iloe  Angc 
unendlicher  Entrernung  von  der  UÜdebflne  wSre,  alle  (femichia« 
linienunlersictiparHllel sein  würden.  Pnrallelperspecti ve  heUal 
dioPerapeclivo  eioea  K'irpers,  in  welcher  die  Lichlitlralileo,  w-«Ie| 
vom  KUrper  nitisffelienil  die  Bildebene  treffen,  unter  uch  piralli 
sind.  Es  ist  leiuhl  von  vorn  herein  zu  erkennen,  ob  ein  Peispci 
Urbild  mittelst  der  Parallelperspective  ßCKeichnct  \nl,  oilemldil 
nnd  anar  an  fnlgendem  Kriteriiim:  Die  Kilder  aller  Linien,  welchl 
im  Kiirper  parallel  sind,  uerdeii,  wenn  die  Perspective  Parallel 
Perspective  ist,  elienTalls  durch  parallele  Gerade  gebildet;  ttl« 
nilder  paralleler  Linien  sind  dagegen  bei  der  ^ovClmlichen  P<^- 
apertive  aus  (iernden  [gebildet,  die  immer  mehr  und  mehr  «an 
vergiren. 

E»  seien  AB,  CD  (Fig.  20.)  awei  parallele  Gerade  und  C 
die  Laf^e  des  Auges.  Mun  nehme  an,  diese  Gernden  schifeidei 
die  Bildebene  in  A  und  C,  dann  ßebörcn  diusc  Punkte  oSenbai 
den  Perspectivbiidcrn  der  Geraden  AB  und  CD  auf  der  ItildelfCBl 
an.  Fährt  man  fort  das  Bild  der  Geraden  AB  lu  xeichnff»,  «q 
zieht  man  durch  einen  Punkt  iti  derselben  eine  Gerade  OV,  iU 
die  Bildebene  im  Punkte  m'  schneidet,  der  folglich  da»  Btk 
von  JU  ist.  Wenn  der  Punkt  IV  sicli  enlfernt,  so  rückt  äle 
Gerade  OM  nach  und  nach  immer  hüher,  bis,  nenn  der  Punkt 
M  unendlich  weil  entrernl  ist,  die  Gerade  OJIJ  parallel  r.a  AB 
ivird.  Ucnken  wir  uns,  A'  sei  der  Punkl,  in  dem  die  Psrallelo  lU 
AB,  die  durch  O  geht,  die  Bildebene  schneidet,  so  ist  lÜJtr.  das« 
das  Bild  der  Geraden  AB,  die  vom  Ponkle  A  ansgehl  und  naeli 
B  hin  sich  ins  Unendliche  erstreckt,  iiichls  Anderes  Ist,  als  iHe 
Gerade  AX.  Cunstiiiirt  man  jetzt  das  Bild  einer  x»eilen  in  AB 
parallelen  Geraden  CD,  so  ist  klar,  dasa  dasselbe  duicb  C  gebt, 
und  durch  denselben  Punkt  X.  in  welchem  OX,  die  Parallele  ■« 
AB  und  CD.  die  Bildebene  schneidet.  Bie  beiden  Bilder  du 
Birei  parallelen  Geraden  AB  und  CD  sind  also  nichts  Andere« 
als  die  beiden  Geraden  AX,  CA',  die  sich  in  X  nchnrtdvn; 
nnd  mnn  sieht  also,  dass  die  Bilder  aller  xn  AB  und  CD  \ 
rallelen  Geraden  sämiutiicb  noch  dem  Punkte  X  convcrgiren. 

Es  gibt  nur  einen  Fall,  in  dem  die  gewiihnlicfac  Perspectiv« 
paralleler  Geraden  von  parallelen  Geraden  gebildet  nird,  der  olni' 
lieh,  wenn  die  Geraden  AB,  CD  parallel  zur  Ebene  VTLV  aind. 
Id  diesem  Falle  würde  nSmlich  auch  O.T  der  Ebene  yUA' parallel  ■ein. 
und  diese  daher  In  einer  unendlichen  Entfernung  acbnaiden;  da 
aleo  der  Convergenapunkt  der  Bilder  dieeer  tiertden  In  nni 


tnstettmilerr  Mtr  dl«  der  A-xmwmtlrle. 

Jldier  i^atTerBiins   liege»  wliide,   so  sieht  iii»n,  dass  all«  diese 
Kildtr  |Ni»Uel  aipd. 

Nebn«ii  wir  da^^geo  an,  man  fertige  eine  Parallelperspecllve 
At  beldtMi  parallden  Geraden  AB  und  CD  (Pig.  30.)  an,  und  es 
•e«  AO  die  Hichlung  einet  der  Geekhlalinien.  Um  das  Per- 
«pwlJTliild  von  M'  zu  liiideo,  ziehemun  M'O'  |iarallel  zu  AO,  dann 
Udeil  dr(  Punld  m' .  in  treldicm  von  dieser  Geraden  die  Ebene  MN 
fesdkBlUcDniid.ilieticracte^m'.daaPerHpeclivttild  der  Geraden  JA. 
Denkt  nun  »irh  durch  AB  eine  zq  AO  parallele  Ebene  gelegt,  so  ist 
Uar.  djw«  dieselbe  die  Büdshene  genau  in  der  Geraden  Am',  die 
»tr  «kcD  gerundeo.  schneidet.  tJni  nun  das  Üild  von  CD  zu  fin« 
dn  geuflgt  es,  durch  CD  vine  Ebene  zu  legen,  die  ebenfalls  pa- 
nllel  so  AO  ist,  und  also  auch  parallel  7,u  der,  ivelcbe  man  vorhin 
dwch  AB  legte.  Diese  Ebene  schrieidel  die  Ebene  ^VA^  In  ei- 
MC  Geraden  Cm",  welche  parallel  su  Ant'  und  gleichzeitig  das  Bild 
*aa  CD  lal. 

Eben  KO  leicht  kann  man  xeigcn,  dass  die  Parallel- Perspecliv- 
BiMer  ««eirr  paralleler  Geraden  von  gleicher  L.Hnge  auch  anter 
■Äcfc  üleiilie  Län;;en  haben,  was  bei  der  gewSbnlichen  Perspectlre 
■ichl  d*r  Fall  ist. 


Viertea    Capilel. 
Axanomelrischea  Zeichnett. 

^  sa.     Prlncij.  .Ifl»  nxunomotrlichfii  Zeichnen.. 

la  4m,  «ras  wir  Aber  die  Parallel- Perspective  gesagt  haben, 
»«Uttett  Mir  voraus,  da*s  die  Richtung  der  Strahlen  in  Bezug  auf 
dio  BiMebrnc  beliebig  sei.  Nehmen  wir  nun  an,  daas  die  strahlen, 
veJcfce  vom  Körper  ausgehend  die  Zeichnenehene  (reffen,  alle  auf 
Aswr  Ebene  senkrecht  sind,  so  ist  das  Perspeclivbild  nichts 
KuAm**,  all  eine  Prnjocilon  des  Kürpers  auf  die  Bildebene, 
«i4  4a  die  ßddobene  fast  immer  vertikid  angenommen  wird, 
••  «rird  das  Pcri'pecliiblld  sich  auf  eine  Vertlkal-Projeclinn  dea 
Efirpers  rednciren.  Nehmen  wir  dagegen  an,  man  mache  die 
PlujKliofl  eioea  Körpers  weder  auf  eine  Horizontulebene,  noch 
tat  rinc  Verlibalehene,  sandern  auf  eine  mehr  oder  weniger 
p«eiglr  F.hene,  «o  erhallen  wir  die  Projeclion,  die  man  die  axo- 
lanelriiiehc  Zeicknung  des  Körpers  nennt.  Oder  man  kann 
K^m,  die  axonoraetrische  Zeicbnwg  eines  Körpers  tat  nichts 
iahnm.    aim  dl»  Parallel-P«rap«etiv«  deMtlbeo   fdr  senkrechte 
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Strahlen  aaf  der  Bildebene«  die  man  nicht  vertikal  anrinnt  I 
ein  Zeichenblatt  entweder  horizontal  oder  Fertikal  f^haltea  \ 
«rerden  pflegt,  eo  kann  man  unter  axonometrischer  .Zeiebnung  i 
nea  Korpers  auch  seine  Horizontal-  oder  Vertikal- Projection  n 
stehen,  die  m«in  nachher  in  der  Art  gedreht  bat,  dasa  sie  nie 
mehr  in  der  Lage  ist,  die  sie  von  Natur  bat. 


§.  34.     Allgemoinc  Methode  einen  Körper  sa  zeichnen. 

Man  habe  einen  beliebigen  Korper,  von  dessen  Punkten  an 
die  Coordinaten  in  Bezug  auf  drei  unter  sich  senkrechte  Ebcof 
kennt,  und  man  \\\\\  die  axonometrische  Zeichnung,  das  hri« 
die  Projection  des  Körpers  auf  eine  neue,  von  den  drei  Coord 
naten- Ebenen  verschiedene  Ebene  anfertigen.  Man  beginnt  ■ 
der  Projection  der  drei  Coordinatenaxen  auf  diese  Zeichnuiifp 
Ebene.  Es  seien  0'X\  0'Y\  O'Z'  (Fig.  31.)  die  drei  Geraden,  dl 
man  so  erhalt.  Nehmen  «vir  ferner  an,  man  bestimme  anf  jeA 
der  Axci\  drei  Punkte  //,  H\  W\  deren  Abstand  vom  Anfang 
der  Coordinaten  genau  gleich  der  Maasseinheit  ist,  und  es  seie 
jT,  K\  K"  die  Projectionen  dieser  drei  Punkte;  hat  man  diH 
einen  beliebigen  Punkt  M  im  Räume,  dessen  drei  den  Axen  Ol 
OF,  OZ  parallele  Coordinaten  z.  B.  J,  i,  \  sind,  so  findet  mii 
die  Projection  Rl'  von  M  auf  unserer  Zeichnung  leicht,  indei 
man  0'm'=:  3 O'AT  nimmt,  darauf  n'm'=:\0'K'  parallel  zo  VT 
zieht,  und  endlich  m'JU'=lO'K"  parallel  zu  O'Z'  macht. 

Denn  OV  ist  die  Projection  von  On  =4  der  Maasseinheit;  dit 
Projection  von  wn  muss  parallel  der  Projection  von  OF  also  xo 
O'Y'  sein,  und  wenn  mn=z  ^Oii\  so  muss  wV  =  JO'J' i«o 
(m.  s.  §.32.),  fol<;Hcb  ist  7/1 V  die  Projection  von  mn;  ähnlich  i^ird 
vi'JU'  parallel  zu  O'Z'  und  =  JOX"  die  Projection  der  dritten 
Coordinate  mHi  des  Punktes  lU  sein:  JU*  ist  also  die  ProjeclKMi 
des  Punktes  JU, 

In  derselljen  Weise,  wie  man  die  Projection  des  Punktet  M 
bestimmt,  dessen  Coordinaten  man  kennt,  kann  man  die  Proje* 
ction  jedes  anderen  Punktes  des  Körpers  bestimmen,  und  Terbii^ 
det  man  diese  Projectionen  durch  zueckmassige  Linien,  so  if I 
klar,  dass  es  keine  Schwierigkeit  hat,  die  Zeichnung  eines  be* 
liebigen  Körpers  zu  fertigen.  Wir  «vollen  hier  aber  bemerkefli 
das  man  auf  der  Zeichnenebene  nothnendig 

1.  wissen  muss,    die  Projectionen  der  drei  Coordinaten 
Axen  zu  bestimmen,  und 

2.  auf  den    Projectionen    dieser  Axen    die  Lfingen  d» 


hatrMndtrt  ü*«"  die  ätr  ironomrlrle. 

Prnjeclion*n  ilvr  Mauetnheit  an f/it trügen, 
nach  tinil  nacb  auf  jeder  Axc  im  Uauui 
tlvniit 


(SL    Dk*Q>adri 


die  man  sich 
e  abgetragen 


WQrfelt 


Bevnr  »*ir  um  UnterKUchnn«  der  RHalioni-n  Bchrrilen,  ivciche 
Sh  Iitrgo  der  Prnjrctioiien  der  Axeti  mit  der  LAnijc  der  Pmjectio- 
DOi  d»r  M«a.4s«i(ilicit  auf  jeder  derscHicn  verlitinleii,  wollen  nir 
rilgeiideo  Lehrsatz  rorausscliielien;  Das  Qnadrat  der  Seile 
■iat«  Wlirrels  ist  rIcicIi  der  Summe  der  Quadrate  dor 
Prajoct Ionen  der  drti  Seilen  desWarrelaaureine  be- 
(i«hige  Gerade. 

Es  Mien  On,  OU',  OB"  (FiR.32.)  drei  Seilen  eiiica  W(ir- 
U»,  d9»  lu  einem  Si-beltel  dctiselbeti  iitsaiiimeulreffcn,  und  man 
liA*  (lurcb  dcnsellicn  Scheitel  eitio  bcliebii>o  (ierailc  Ot,  Hille 
TM  Ptinklc  //  dip  Gerade  IIL  «cnkrrcM  nnf  Ot.  Oille  in  fibn 
liebe  Wci.e  tun  //'  und  //"  die  Geraden  itU,  IfL"  ebenralU 
kl  anf  iit.  dann  sind  0£.,  OV.  OL"  die  Projeclionen 
~f,  OÜ*  Oä"  auf  die  Gcritde  0£,  und  es  soll  ako 

UV  +  Ö7/'  +  öi?"  =  07/» 

l!(tKnf  man  nSmllch  auf  0£  (FIs.3'2.)  einen  Punkt  Q  au  an, 
.Imh  0Q=  OU  i»t.  rillt  von  diesem  l'onklc  QU.  QU',  Qtt" 
>«t.kr«cl.t  nur  OU.  OW,  Oll',  oo  ist  da»  Dreieck  OQH'  dem 
UrelKkt  Oliv  conRnicnl,  ueil  OQ  =  OU',  der  \Vinkcl  iOW 
beiden  Orrlecken  ^cmeinschiiniich,  und  diu  Winkel  Qti'O.  U'L'O 
reebte  Wickel  sind.  Es  ütt  aNu  Olf=OV.  und  man  sieht  In 
iMcber  Wci»c,  dass  0R=  OL.  0U"=  OL"  Ul. 

Man  eonalrulre  jelil  aus  OU.  Oll;  OU"  dos  rcchlninkeligo 
Paralldepiped  OBS"li"QSIiS',  eo  Ul  QO  de.ssen  Diagonale  durch 
O,  tutd  ea  ist  rolgüch 

ÖB*+  Uli*  ^litF'^  =  ÖQ*: 
fc  aber 

OB  =  OL.     elf  =  OL'.    OR"^  OL";     OQ  =  OU 

iM.  ao  hat  man  aocb: 

Ol"  +  ÖT*  +  01="  =  ö//*, 

«M  taan  bew»)MD  coilla. 
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Rat  man  so  die  Wahrheit  der  Beh&uplanf  des  Lchrsatee« 
für  den  Fall  betviesen,  dass  die  Gerade  0£,  auf  die  man 
Geraden  OH,  OO',  OH"  projiclrf,  durch  den  Scheitel  O  des 
Würrels  geht,  so  ist  sie  auch  für  jede  andere  Gerade  beirUseo. 
Denn  l^ltt  man  von  H,  H\  H"  utid  O  aaf  eine  andere  zu  Ot, 
parallele  Gerade  Seobrechte,  ea  sind  die  Lhngen,  die  zwischen 
der  Projeclion  des  Punktes  O  auf  diese  Gerade  und  den  Pro- 
jeclionon  der  Punkte  tf,  tf',  tf"  auf  dieselbe  Gerade  liegen,  gleich 
Oh,  Oh',  OL",  und  def  LebrsaliE  hürl  also  nicht  auf,  richtig  zu  sein. 

|.  3e.      Rolntionen   iwiachen   den    Lttngen   der  FrSjcctionea    dar 
LäDgeneinheit   naf  jede    der  drei   Axcn   nnd   dor   Lage   der   Pra- 


Es  seien  OX,  OY,  OZ  (Fig. 33.)  die  drei  Axen  im  Ranne 
und  OX;  OY;  OZ'  ihre  Projectiunen  auf  die  Bildebene,  die 
wir  durch  den  Coordinalenanrang  O  gehend  annehmen.  Feroet 
seien  H,  U;  H"  drei  solche  Punkte  auf  den  Äsen,  dass  OB=  OB'  \ 
=  OH":=l  ist,  und  K,  IC,  K"  seien  die  Projectionen  dieser  Punkte. 
Wir  wollen  annehmen,  die  Verhältnisse  von  Of,  OK',  Of"  seien 
gegeben,  so  dass  man  z.  B.  wisse,  es  verbalte  sich 

(A) OK:OK':OK"  =im:n:p,  ^ 

unter  m,  n,  p  drei  beliebige  bekannte  Zahlen  veretanden.  Man 
will  jetzt  wissen,  weiches  die  respective  Lage  von  OX',  OT*, 
OZ'  ist. 

Es  «ei  0£  senkrecht  auf  der  Bildebene.  Projicirt  mkn  s.  B. 
OH'  aur  diese  Gerade,  so  ist  offenbar  Oh'  =  B'K',  »a  daw  mmm 
schlieasen  darO  es  seien  HK,  H'K',  H"K"  gleich  den  ProjecUwKa 
von  OH,  OH',  OH"  auf  die  Gerade  OjC  Ans  dem  Torbergehon- 
den  Satze  folgt  nun,  daas  die  Summe  der  Quadrate  dteaer  den 
Projectioaea  gleichen  Linien  gleich  dem  Quadrate  der  Seite  des 
WOrfela  ist,  der  sich  au«  OH,  OB",  OB"  conatrairen  llaeL  Fels- 
lieb  ist: 

fiuD  Ist  aber 

WI^  =  OiT»— ojr'»=i— öjr". 
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jjMlHtfc  hat  nao: 


ä. 


MfUleh: 

OK^  \  ST**  +  ÖF"'*  =  2. 

[;|Uhrt  man  Jetst  za  der  Proportioo  (A)  zurück,    so  rrhhlt  man, 
ynm  rnaa  jeden  Glied  auf's  Quadrat  erhebt, 

«•not  man  Folgendes  herleitet: 

'  htit  man  bierin 

Ok^  +  OF'*  +  Ö^'  =2, 

I  M  erbllt  man : 

Öl*:  ÖF*J  ÖZ**:2  =  iii«:ii«:;>«:iit«  f  n« +  ;#«, 
I    und  hieraus  findet  man : 

I  ii^  +  ««+;>«'     ^^    — m«  +  n«|p^'     ^^       "m^M^I/i«* 

Brachtet  BMn  noch »  dass 

'*^  90  erhfilt  man  endlich : 


.  Nehmen  wir  jetzt  an,    die  Ebene  XOY  schneide  die  ßlld- 

I  *^  Id  der  Geraden  AOB  (Fig.  34.),   dann    ist  diese  Gerade 

I  '"Aredit  anf  der  Aze  OZ  und  folglkh  auch  auf  der  Projection 

^.  ^'  Aeser  Axe.     Man  lege  non  darch  HK  eine  auf  AB  senk- 


•■»t; 


276    Seiia:  Veöer  die  ffeomeiHMcken  Frtneiirten  dn  Zeiekmm, 

rechte  Ebene,  wrelche  bestimmt  wird,  wenn  man  von  dem  t 
punkte  K  des  Perpendikels  HK  auf  der  Bildebene  auf  die  Ge 
AB  ein  Perpendikel  KJ  fallt  und  dann  HJ  zieht«  wo  dann  i 
bekannten  Slitzcn  der  Stereometrie  auch  HJ  auf  AB  seaki 
sein  wird;  JIJ  und  KJ  sind  die  Durchschnitte  dieser  Ebene 
XO  V  und  der  Üildclicnc ;  und  KJ  ist  ausserdem  parallel  zu  < 
die  ja  ebenfalls  auf  ^1?  senkrecht  ist»  folglich  senkrecht  auf  £f 
HK  ist  senkrecht  auf  OK";  HJ  ferner  senkrecht  auf  OU", 
HJ  in  der  Ebene  XOY  liegt»  auf  welcher  OZ  senkrecht  sl 
Die  Dreiecke  //«/AT,  OU"K!'  haben  aUo  gegenseitig  auf  einai 
senkrechte  Seiten  und  sind  daher  einander  ähnlich. 

Zieht  man  nun  durch  H'  und  JT  die  Geraden  //'/'  und  i 
beide  senkrecht  auf  AB^  so  erhält  man  ein  Dreieck  H'K!J\ 
dem  Dreieck  HJK  und  also  auch  dem  Dreieck  OH"K'  ähnlich 

Vergleicht  man  die  beiden  Dreiecko  HJK,  OH^K"  mit 
ander,  so  erhält  man: 

KJiHK^H''PiOK!', 

und  substituirt  man  filr  die  drei  letzten  Glieder  dieser  Propon 
ihre  Werthe  aus  den  Gleichungen  (U),  so  erhält  man: 

und  hieraus: 

Ausserdem  hat  man: 

HJ.HK^OH"\OK\ 
und  da  OH'*=l  ist,  so  ist: 

Im  Dreiecke  ffVJT  würde  man.  gleicherweise  flnden : 

^•'- ^^72 

Man  bemerke  non,  dass  die  Dreiecke  HOJ,  H'OJ'  congn 
sind,  da  sie  bei  J  und  J'  rechtwinklig  sind,  die  Hypotenuse  * 
=:  OH'  und  der  Winkel  HOJ,  das  Complement  von  H'OJ',  gl< 
dem  Winkel  OB'J'  ist    Es  ist  folglich : 

OJ^H'J'^'^^^^^^. 


imdfjieHdtrt  üörr  liit  ilrr  Monnrnttrit. 
Sek  «chlicAfil  man  noch : 


Av_tr(&'-w")(.y-p') 


ölgt  man  bei  der  Vergleicfaung  der  Dreiecke  R'J'K'  und 
*  dnen  fibniivhen  Weg,  so  erholt  man: 

lüdirl  man  diese  Gleichung  durch   die  vorhergelieade,   so 
I  nao: 

OJ 

Die RelalioneD ,  welche  zwischen  der  Lage  der  PrajeclioDen  der 

iden  Läageo  der  Projeclionen  der  Längeneinheiten  aal 
I  Statt  linden,  sind  rolglich; 
l 

*)  Uin  kannte  den  Gleichungen  (C)   auch  siidera  iqaiTolenie  dir  die  Be- 
E  der  IiSgo    dar  Ax«d    sabitilairen ,    die   ciofHcber   sind.     Mao  tindei 

2wip  mp 

_y(«'+,'-.')(»'+"'+p')_y^'(s--'). 


.  OR:0K:0K'=m.t 


it/  (m'4.i.'-p')fri'4^y'-»i^)      4/(^-r*)(S-< 


rs 


S=V"^ 


fi  Anwendung   dieMr  Glndiiuigen   iit  weniger   beqnem ,    und 
m  M  Tenneiden ,  weiden  wir  nu  nnr  der  Oleicbungen  (C)  bedienen. 
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(D) s  =  '!^+^\ 

KJ 

OJ  _  n*  +  /?»— w«  _  S—m« 

^^^ F7"iii«  +  />«-n«""  Ä-fi«' 

OJ' 

§.  37.    Zeichnnng  der  Frojectionan  dor  Azen. 

Man  muss  vor  Allem  die  Verhältnisse  der  ProjecUooeii  gleidiar 
Längen  auf  den  drei  Axen  kennen,  und  «reisa  daher,  dasa,  weia 
OK,  OK',  OK"  (Fig. 35.)  die  Projectionen  von  OB,  OH',  OB", 
die  alle  mit  der  Einheit  gleiche  Länge  haben,  sind»  etiva 

OKiOK'iOK"  =  m:n:p 

ist,  wo  m,  n,  p  drei  bekannte  Zahlen  bezeichnen. 

Handelt  es  sich  nun  um  die  Zeichnung  der  Projectionen  der  j 
Axen  auf  die  Bildebene,  die  wir  jetzt  mit  der  des  Papieres  la-  i 
sammenfallend  annehmen,  so  ziehe  man  beliebig  OZ'  (Fig.  3&)  oad  I 
nehme  diese  Gerade  als  Projection  der  Axe  OZ  an ;  dann  siekt 
man  durch  O  eine  Gerade  Aß,  die  senkrecht  auf  OZ'  steh^ 
nehme  von  O  nach  A  hingehend  eine  beliebige  Länge  OP*,  v- 
richte  in  P'  ein  Perpendikel  und  nehme  auf  dcroselbaa  f^ 
solche  Länge  P'Q*,  dass,  wenn  man 

5= 2 


setzt. 


"«^""»Y^^iS^^ 


5(5— m«) 

ist;  dann  ist  OQT  die  Projection  der  Axe  OK  im  Ramae. 

Nimmt  man  ebenso  OP  beliebig,  und  macht  ^ 

^^-^^•P'0    5-n«' 

so  erhält  man  OQX'  als  Projection  der  dritten  Axe. 

Nehmen  wir  an,  dass  die  Längen  der  Projectionen  der  Maas*  ^ 
einheit,  auf  jeder  Axe  im  Räume  genommen,  sich  verhalten  seilet 
=:  7:5:6,   so  ist: 


fiubftoritlere  ÜÖer  itlf-  tUr 


m  =  7.    m*s49, 


p  =G.    p«  =36, 


''  =  '^^V'i 


PO=P'O  =  0*,100( 


PQ  =  (f.<ßßS,    /»'Q-ssO-jaU. 


r  Einbei 


den    VeibattDisBcn    der    PrDJe< 
ecnummen    an!   den    Äsen. 


Die  Zahlen,  welche  die  Verbältnisse  der  LSngen  der  Pro- 
jnttnoen  der  Maasseinbeit  au T  den  drei  Axen  ausdrücken,  die  n'ir 
ducb  ffl,  n,  p  bezeichnet  haben,  sind  im  Allgemeinen  durcbans 
ivillkSrlicb  und  kunnen  daber  ganz  beliebig  sein.  Aber  aus  den 
oben  eegeb«uen  Gleichungen  lässt  sich  leicht  übersehen,  dass,  wenn 
5  kleiner  bU  das  Quadrat  einer  der  in  Rede  Btehenden  Zahlen  ist, 


dt«  VerbiJlnwBe 


PQ 


und 


P'Q'. 


P'O 


imaginär  werden.  Csronse  daher  z.B. 


»  +  p«>r, 


eben 


PO" 

S>m«  sein,  d.  b.    "•   +»+P    ^  r. 

»o    mnM  m*  +  p'>.  n*,    also  «'  — p«  <  m'  sein. 

Wenn  es  folglich  rnSgUch  sein  soll,  drei  Axen  iiu  Räume  so 

in  legen,  dass  die  auf  jeder  derselben  aufgetraiieiie  Maasseinheit 
Wl  die  Zeichnenebene  in  der  Art  sieb  projicire,  da-ss  die  Längen 
A«  drei  Projectionen  unter  sich  im  VerbSltiiiES  dreier  beliebiger 
lA\m  stehen,   so   ist  es  nulhig,    dass  das   Quadrat   jeder   Zahl 

KD  die  Summe  der  Quadrate  der  beiden  anderen  and  grSs- 
e  Differenz  derselben  beiden  Quadrate  ist. 


1  zvischen  d«r  Lage 

^  VarhiltniBien   det   I.tngen 

dT  jeder   Axe  gemoBtei 


ir  Frojectionen  der  Axen 
IT  Projeotloaen  Elelcti«i 
r   Abitftnde. 


Uvieo  umgekehrt  die  ProjectioDen  der  Axen  gegeben  und 


^f     >  ^    4.    l'eöer  die  geometrischen  Prineipiem  des  ZeicAmems» 

tn$}h  p-'ki  die  Verhältnisse  der  LSngen  der  Projectioneo  der 
K->^  y^jstiroinen»  die  auf  jeder  derselben  abgetragen  ist. 

Sind  auf  dem  Zeichnenblatt  OX%  0Y\  OZ'  (Fig.  37. ""))  ge| 
6t«n,    so  ziehe  man   AB  senkrecht  auf  OZ'   and  dann  PQ  uni] 
i^Q'   beliebig,    nur  senkrecht  auf  AB.     Wir   wollen    annebBCi^i 
e«  sei 

K^) 'OP'^^'     OP*  ""    * 

80  ist  ebenfalls  gegeben : 

Man  beachte  nun»  dass  die  beiden  rechtwinkligen  Dreiecke 
OHJ,  OllJ'  die  Seiten  OH- OH'  und  die  Winkel  HOJ^ 
gQo^ii'OJ'^OH'J*  haben,  und  folglich  congruent  sind.     Daher 

KJ      K'J* 

ist    HJ ,0J  ^=^  H*J* ,OJ*\    aber    man    sieht,    dass    TMj^^lfy 

und   mulfiplicirt   man   diese   beiden  Gleichungen,    so  erhält  nan 

kj.oj^k*j\oj: 

Dies  vorausgeschickt,    ist  nun  ferner  klar,   dass 

ist.  Was  OK"  betrifft,  so  beachte  man,  dass  die  Projediooen 
von  OH  und  OH'  auf  die  Gerade  AB  OJ  und  DJ'  sind.  Die 
Projection  von  OH"  auf  AB  reducirt  sich  auf  einen  Punkt»  ond 
man  hat  folglich  gemäss  des  Satzes  von  den  Projectioneo  der 
Seiten  eines  Wurfeis: 

Soll  man  die  drei  Längen  OH,  OH,  OH"  auf  OZ'  projicirea, 
so  ist  OK"  die  Projcction  von  OH".  Um  OH  zu  projiciren, 
denke  man  sich  durch  //  eine  Ebene,  die  auf  OZ'  senkrecht  ist 
und  die  Verlängerung  von  OZ'  in  U  trifft,  gelegt,  seist  QU  die  < 
Projection  von  OH.  Nun  muss  die  zu  OZ'  senkrechte  Ebene»  die 
wir  uns  dachten,  durch  die  Gerade  HK  gehen,  ivelche  senkredt 
auf  OZ*  i«t,  und  die  Ebene  der  Zeichnung  in  einer  Geraden  VK 
schneiden,  die  senkrecht  zu  OZ'  ist,  folglich  ist  OUssKJ.  Es 
Ist  also  KJ  die  Länge  der  Projection  von  OH  auf  OZ\  ebenso  £'J' 
die  Länge  J.jt  Projection  von  OH'  auf  OZ',  folglich: 

ÖJC'^  +  Kß  +  KrP  =  ÖS*, 

und  daher  nach  Obigem: 

*)  Zu  vergleichen  mit  Fig.  34.  G. 
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«J/F*  +  iW  +  1PJ'=  Ö3*  +  ÖJ', 

b: 

ÖF*  =  ÖJ*  +  Ö7*—  W—  iF7', 

CX";  Ö7F':  Ö*^ 
ÖJ' i^ KJ'.ÖJ'+WJ':Ü1'+  ÖJ' -  KJ'—lFj''. 
Diridirt  mar  nun  durch   OJ,  kJ=  OJ'.  K'J'  (e.  nben),  no  entstellt : 
OJ    KJ  ,OJ'     K'J'    OJ     OJ'      KJ     l££ 


0K':0K':UIP' 


OK':  OK'':  Ö/P 
inil  dflher  ciiiliicf): 


Dn  man  in  Jedem  Falle  die  WerrliA  von  a  und  b  kennt,  so 
ist  es  Ifiicbt,  hiernach  das  Verbälloiae  der  Projeclioiien  der  drei 
gleichen  «uf  den  Axe»  genommenen  Längen  zu  ündeii  *). 


■^  Uu  kann  dlo  RclatlotKn  (G)  anch  ai 
K«  ici: 


n  Qieichangcn  (C)  entwickeln. 


bieraDs  ergiebt  eich : 


s       «•+.■+,■  • 

j     s-..     -  +  ,.-.. 

1    w        "■' 

■+r=:;M^;=> 

'  "  ..+..+„.' 

-■+-+p'=£i. 

an*           ,         ,  1  +  «^ 

Gleichnngen  folgt  weiter; 

,,.-       .•         '  +  '■'' 

„•  ■«•  '■+*'" 

~        '   (t-nl)(>  +  ")' 

'  (1 -•»)(»+•)' 
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5.  40.     lEometriasbe»  Z«i 


lilen.  aaf* 


Will  man,  das8  alle  drei  Projectionen  der  MaaaseinbeÜen,  aar' 
jeder  der  drei   Axen    gerechnet,    einander  gleich  sein    Bollen,    so 
bähen  wir  wi:n  :p  =  1 :1 : 1.     Man  rieht  also  aus  den  Gleichnogen 

P'&        1  PQ         I 

(C)  und  (F)    gp,  =^  und  ähnlich   Qp=  ^.  d.h.,  die  pt«. 

jicirfe  Axe  OZ'  ist  g^gen  O.V  und  OV  gleich  geneigt.  Aehn- 
licli  ist  Lein  Grund  vorhanden,  nach  dem  nicht  auch  OX'  gegcu 
OZ'  und  OV  gleich  geneigt  sei,  und  man  schliesst  also  hieraus, 
dasB  OX',  OT;  OZ'  unter  eich  gleiche  Winkel  von  120«  bilden 
(Fig.  38.).  Eine  Zeichnung,  die  mit  so  gelegenen  Äsen  gemacht 
ist,  heisst  isometrisch.  Die  LSngen,  die  man  in  der  Zeich- 
nung zur  Darstellung  der  Coordinatcn  nehmen  mues,  bleiben  un- 
verändert, ivelcbeB  auch  die  Axe,  der  sie  parallel  sind,  sein  mag, 
und  die  Projectionen  der  Axen  bilden  unter  eich  Winkel  van  120". 


Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  zwei  der  drei  Projeclionefl 
der  Einheit,  auf  jeder  Aie  gezählt,  einander  gleich  sein  soUen, 
nnd  dass  die  Länge  der  dritten  Projection  von  ihnen  verschieden 

r  «ei.  'Klacht  man  z.  G.  fn  =  R  (Fig.  39.),  so  giebt  die  Gleichoi^fF): 

I    PQ        p<Q' 

^p=^  (J/ii'      ^f"  **■'"  sogen,    die    Projection    der   Axe    OZ  ist 

gegen  OX'  und  OV  gleich  geneigt.  Folglich  sind  die  Proje- 
ctionen der  Axen,  nur  H'elcben  gleiche  Längen  aufgetragen  auch 
gleiche  Projectionen  gehen,  gleich  gegen  die  Projectionen  der 
driften  Axe  geneigt.  Indem  man  das,  was  im  §.38.  gesagt  ist, 
aufdiesen  speciellen  Fall  anwendet,  in  dem  z.U.  m  ^  n  sein  mag, 
so  findet    man   p>0,    ;><mV2. 

Eine  Zeichnung  eines  Kiirpers,  die  mittelst  so  gelegener 
Axen  gererligt  wird,  heisst  ni  nno  dimetrisch:  die  Projectionen 
gleicher  Längen  zu  ziveien  der  Axen  parallel  genommen,  werden 
gleich,  die  Projection  der  dritten  Axe  ist  gegen  die  Projectionen 
dieser  beiden  gleich  geneigt,  und  das  Verhiillniss  zwischen  der 
Länge  der  Projection  der  Längeneinheit  auT  der  dritten  Axe  und 


d  dividirt  man  darcli  ab,    aa  L 


=i+-s+''G+D<'-'> 


J 


bge  der  Prnj«ell<in  dersetbon  Einhcil  auf  einer  der  «riHcrcn 
>  Aie»  ^cnomnicn,  Icann  niemala  grüsser  als  V2  svin. 


(.  4t.    AnUomttrltcliea  Zclchnnii. 

I  nvnnt  endlicli  die  Zoicbnun^;  der  KOrper  anlBom«- 
,  treiiB  die  Axrn  in  Bezug  aiirdie  Zeichnenelienv  in  der  Art 
M)  Birid,  Aa*%  die  Prnjectionen  der  LSti^wneinheit,  auf  jeder 
ll>B»  e<:iiaminen,  sümtutlitli  imtcr  cinaticlor  unitloicb  ncrdoii. 
■»Pin  Kalle  sind  die  Zahle»  m,  n,  p  bSinnidlc))  veracliieden, 
lie  »on  den  difi  Projc-cIiotK^n  der  Axcri  goliildolcii  Winkel 
1  alle  unter  einander  ungleich*). 

Paiiendile   ADiwah]   der   Projeellonan   dar  Axod- 

■   wir    SO    die  Art,    die   Projedionen    der    Azen    nach 

teb  au  zeichnen,    bonncn,    Ist  es  demjenigen,    der  aich  ein 

talg  an  <lic«o  /elclinuhf>(;ijrt  (;eui)hnl  hat,  nicht  sthirer.   In  je- 

■  Sprcialfalle  die  I-ur^   «>   linden,   in   iictche  man  die  Proj«- 

■wbene  In  Bezu;;  auT  den  Kürper  legen  inua«,  damit  die  Wlr- 

\  Ai^r  ZricfanDn«  eine  Mohlthuendo  tverde. 

f  IHe    iBonielriKche   Zeirhiiung    eines  Wfirrela  a.  B.   (Fig.  40.) 

B  gute  Wirkun:;  hervorbringen,  dii  die  Projertionrn  aneler 

efltc^ender  ficheitel  In   einen  einzigen  Punkt  luHaromen* 

irden. 

I  noaodimftrische  Zeichnung    eines  Würfels,    nenn    a.  ß. 
=  3il:3  (Fi;;- 40.)  tviire.   ist  von  ^uler  Wirlcunü. 

I  laBinttrische  Zeichnung  einer  Maschine,  ■■  B.  eine»  Kn- 
'  I  Welk  (Fig.  41.),  bann  von  guter  Wirkung  sein. 

r  bnmetrisehen  Zeichnung  erscheinen  die  Breiten  faat 
I  Deaug  auf  die  Rühe  und  die  i,Ilnge  des  KOrpers  etwas 

ladirotrtrlache  Zeichnung  (Fig.  42.)  dcsaelbra  Rades 
,  woria  ni:u:|)  =  2:l:'ii«t,  Ist  von  besserer  Wirkung- 
tadimetrisdie  Zeichnen  ist  bei  den  mcialeo  Maschinen 


•de  dia  Kamm  monudimttriMtiM  diuI  aniMmctriidiM  Zeichnra, 
ndcr«  HuiBfii  tehoo  von  ndinmi  iltntichini  <i*o(D(trra  ror- 
,  na  dam  aiadgcn  Ornsdo  an,  well  wir  ile  Welabaoli,  dim 
r  des  ■xaiiu*Kii«elien  Zoidiacaa,  ta  trioer  gmen  Allgemriii- 


^ 


l'eber  dk  geomelriarAen  PrlHCIphu  tte»  Zelchutns,     ^^H 

i^on  fpiter  WErknng;  da  aber  Hie  ProjecfEoii  Atrx  einen  Am^J 
Z.B.  0¥,  die  Projectton  der  beiden  anderen  Axen  halbirt,  ao 
werden  die  Linien,  vrelcbe  in  der  Ebene  liegen,  die  durch  OY 
geteilt  den  Winkel  der  bei<len  underen  Axen  faalbirt,  alle  In  der- 
aellien  (icraden  prnjicirt.  Man  bediene  sich  z.  ß.  der  monodime- 
.  triachen  Projeclion  ni:»  :/j  =  3: 1 :3  des  libombendodekaedera 
(Pi^.  41].)-  Sie  ist  von  der  allergchlechtesten  Wickung,  weil  Ktritlf 
Seitenkanten  sich  zu  »ier  und  vier  in  einer  Geraden  projiciren. 

Die  anisometrischc  Projcctiou  desselben  Ithornbendodekaeders 
Bi:«:pr=  10:5:9  (Fig.  43.)  dagegen  ist  von  diesem  CebcUl&nde  frei. 

Allgemeine  Regeln  über  die  passendste  Ausivabt  der  Projectin- 
nen  der  Axen  lassen  sich  gar  nicht  aorstellen;  aber  ein  wenig 
Cebung  in  SpeclalzelcbnuDgen,  die  man  macht,  Ectgt  bald  di« 
passendsten  Lagen. 

§.  M,     Mciliode.  die  Darthschnilie   in   zeichnen. 

Wenn  die  darzustellenden  Gegenstände  in  ihrem  Innern  Thetle 
entbaiten,  deren  Anordnung  zu  kennen  von  Nutzen  ist,  so  kann 
man  dle.ie  Tbeile  entneder  mit  gestrichelten  Linien  durstellen, 
oder  indem  man  den  Kirrper  durch  eine  gewisse  Ebene  schnei- 
det, die  das  Innere  offen  legt. 

Bei  axonometrischen  Zeichnungen  Htellt  man  die  durchschnitte- 
nen Ge<;enstände  sv\\r  bcc|uem  auf  die  Art  dar,  dat^u  man  die 
beiden  Tbeile  dea  geschnittenen  Gegenstandes  mit  denadbeB 
Axen,  die  aber  anf  verschiedene  Weise  liegen,  daratellL 

Ea  seien  OX'.  OY;  OZ'  (Fig.  44.)  die  ProjectioDCD  der  Azsn, 
mit  »eichen  man  den  ersten  Theil  des  Gegenslandes  dsnitellt. 
Dann  ist  klar,  dass  man,  ohne  die  VerhSttnisse  der  Projectlonen 
der  auf  den  Axen  genommenen  Ijfingeneinheiten  xn  rerlndcTD, 
annehmen  kann,  die  Azen  ivären  in  der  Art  gezeichnet,  dsBS  die 
Projeclionen  der  Axen  OX'i,  OY',,  OZi'  worden,  wobei  ^AOX" 

stellte  man  z.  B.  mit  diesen  Axenprojecttooen  die  b«id«n 
Häineu  eines  rechtwinkligen  hohlen  Parallel eplpeds  dar  (F{g.45)> 
so  erhielte  man  eine  Zeichnung,  die  eine  klare  Idee  der  A«ird- 
nung  desselben  und  der  Dicke  seiner  Wände  gäbe. 

In  dem  gewählten  Beispiele  bleibt  die  Projection  02*  bb- 
verändert.  Man  kSnnt«  ancli  andere  analoge  Lagen  der  A^n 
annehmen,  bei  welchen  entweder  die  Lage  von  OY'  oder  von 
OX-  sich  nicht  inderte. 


itm,  waB  in  ^.3'i-  geengt  ist,  hat  es  keine  Schivierig- 
beliebigen  Kiirper  ilnrxiislellen,  von  dessen  Punkten 
dtc  Ci»rilina(»n  k«»nt,  oder  von  dem  man  eine  Zeichnung 
null  il«r  Aletbod«  der  otirlen  Eltonen  oder  der  üescn[)tiren 
Ceomstric bcsiixt.  Die  vcrsebiedenen  Kanten  oder  Umrisse  des  Kür- 
pm  bexeicbnel  man  in  der  Zeichnung  durch  ausgesogene  Linien, 
,1IUD  dio  Herpendikel  auf  die  Zeiilienebene,  tvelcbe  ilnrch  sie 
iteiibirch  geben,  keinen  Theil  des  Kürpers,  der  tveiter  von  der 
Xticlinencbciie  enirernt  ist,  treffen.  Solihe  Kanten  oder  Umrisse 
'Jigtgen,  die  von  Theileti  de.«  dargestellten  (legenstandes  verdeckt 
find,  welcbe  weiter  von  der  lüldebene  enirernt  sind,  und  die  sich 
iltn  loin  Zcicbnenblalle  senkrechten  Geruden,  die  durch  jene  Kan-  - 
Itn  gehen,  nähern,  zeichnet  man  entweder  gornicfatt  oder  deutet 
•M  durch  gestrichelte  Linien  an. 

Die  runden  Knr|icr  sind  immer  sclitrer  zu  zeichnen.  Der 
Cniist  des  Kürpers,  den  man  stets  zeichnet,  ist  die  l'rojeclion 
dir|enii>en  Linie,  in  welcher  eine  auf  der  Zeichnenchene  Scnk- 
nAte  den  Kiirper  bt^rühren  «ürdc,  wenn  sie  weder  sieh  van 
ibn  enirernen,  noch  in  ihn  eindringen  nürde,  im  ganzen  Ver> 
Mder  liirivegung.  Die  Prujeetinn  desKürpers  ist  immer  inner- 
l»ili  Aiuca  Umrisses  enthalten.  Es  ist  schwer,  allgemeine  Regeln 
ülKTdieuit  Regenst.ind  aufzustellen,  aber  da  die  runden  Körper  oft, 
«rriD  lie  ton  Ebenen  iu  gewisser  Richtung  geschnitten  werden, 
*'e  Unrcb«ebnittsfiguren  Kreise  geben,  so  wollen  wir  ein  dahin  ge- 
Ixlrnd««  Üeispiel  «ahlen. 

Vor  Allem  wollen  wir  eine  leichte  Melhode  entnickeln,  um 
il»  Projeclinn  einer  Kreispcripherie  ku  zeichnen.  Man  bestimmt 
'*  l'rojectionen  dreier  Punkte  A,  B,  C,  von  denen  zwei  auf 
■tnielben  Dnrcbmesser  liegen,  und  der  dritte  auf  dem  zu  dem 
'»iieri^ehenden  senkrechten  Durchmesser.  A\  W,  C  seien  diese 
pMJediooen  (Flg.  46.).  Man  ziele  A'B'.  nehme  0'/J'=l/J'ß' 
ndß'0'  =  CO',Kiebe  dann  durch  A;  B;  C. />"  Parallelen  zu  .^'ß■ 
ni  OD",  so  crhAlt  man  ein  Parallelogramm,  in  welchem  die  Pro- 
Jnlian  des  Kreises  eingeschrieben  sein  muss.  Es  ist  leicht  zu 
'D,  dass  die  BerChrende  des  Kreises  in  C  parallel  zu  AB  ist, 
(Alglicfa  ist  die  Projection   dieser  Uerührenden  in  C"  parallel 


t  dies  noch   ntcbt,    um  die  Projection  des    Kreises    in 
Mider  Weise  zu  bestimmen,    so  nehme  man  AE  =  iAO 


^^M     Prnjec 


Mfiikreclit  auf  AE;    nimmi    msn 
ijeclion  des  Kreisffa  A'E'  gleich  Her  llülflc  von  A'O',  m  Ist 

EF:EF=0-C.OC. 

Man  erhüll  somit  den  l'unkt  F'  durch  eine  leichte  giaph'tscbi  Cos- 
struction.  Man  sieht  leicht,  nie  man  unniillelbar  dadurch  die 
Punicte  F',  0%  //',  K'  erhfilt.  Nimmt  man  nhnlicfa  V  In  der  Hill* 
von  O'ü-  an.  wo  dann  L-AI-:LHI=  OA'.OA  isl,  so  erhilt  m»n 
die  Punkte  Af.  iV',  P,  0'-  Reichen  dieae  acht  Punkte  »och  nlchl 
hin,  so  lindet  man  mit  Leichtigkeit  soviel  als  tnnn  will,  indun 
man  AO  nicht  hios  in  xwe\,  80ndern  in  drei,  vier,  fUnf  Thdie 
theilt,  Senkrechte  auf  AO  durch  die  Theilpunktc  logt  und  Ift 
dersellten  Art  »ie  ol>t<ri  treuer  operlrt.  Auf  diese  Wei<e  «n 
hSlI  mnn  sechszclin,  vierniidxitaiizig,  ziveiunddreissig  u.b.r  l'oaJda 
der  Prnjection  des  Kreise^j. 

Eh  sei  jetzt  die  axunoinelrische  Zeichnung  einer  Plinlhc,  eiMl 
Torus  und  einer  Leiste  zu  l'ertigcn,  deren  Diniensionea  a)ui 
kennt,  oder  von  denen  der  (irundriss  und  der  Aufrisa  gegctx» 
sind  (Fiß.  47.)-  Die  Zeichnung  d«r  Plinthe  zu  machen,  hat  oicM 
die  geringste  Schnierigkeit.  Man  denke  sich  nnn  die  OherUtb* 
des  Torus  z.  B.  in  vier  Theile  durch  huriznntalo,  gleichneil  *<«> 
einander  abstehende  Eheiien  gelheill,  die  ihn  in  Krci^iperipheri*» 
schneiden  werdtn,  deren  Projecliftiicn  üu  zeichnen  nicht  ncWI* 
rig  iat.  Die  Projeclinn  der  lInirisE<linie  ist  beitie  andere,  nts  di< 
Linie,  nelche  die  Projeclinnen  der  vier  Peripherien  einhüllt,  oH' 
ist  leicht  zu  zeichnen. 

Die  Zeichnung  der  Leiste  macht  man  ähnlich,  indes  lui 
den  oberen  und  unfercn  Kreiaunifang,  mit  dem  sie  endigt,  pmjiclri 
und  dann  die  gemein><chartliche  vertikale  Tnni^ente  der  PrnjictlC 
iien  der  beiden  Urundllächen  zteht- 


%.  46.     Mnasssinb   cinpr   nxoiionictrisclioii   Zeichnung. 

Von  einem  Punkte  !U  im  Räume  habe  man  die  axonomelriacb« 
Zeichnung  M'  (Fig.  48.)  und  die  seiner  Projection  auf  die  Ebeai 
XOV,  z.  B.  n'.  Zieht  man  dann  n'p'  parallel  zu  Ol'',  so  ai«<i 
0;»',  p'n',  n'lU'  die  Projeclionen  der  drei  Coordinalen. 

Man   künote  nun    §.  36.  annenden,    um    die  absolute  Lingl 
dieser  Coordinaten  im  Räume  in  dem  Falle  za  linden,  in  rrelclieH 
man  die  Winkel  kennt,  die  die  Projeclionen  der  Axen  nnl«  einai 
der  bilden,    oder  die  VerhSlInisse  der  LUngen  der  ProjecliQM 


liiiAeiimiitrf  äier  tut  drr  Aximomttrie. 


aS" 


ne  Länge  {;leich  '/.q 
)  Einhetl  am  Kürper 
I  als  Axe  Ol'aiininimt, 


drei«  glekber  AbalMnde.  auf  jeder  de»  drei  Axen  genommen*). 
In  gleicbcr  Welse  sieht  man,  wie  man  anf  demselben  Wege  lur  Be- 
tlüniDnng  der  den  Axen  parallelen  Dimensionen  des  KOrpers,  vor 
inwn  Punkten  man  die  axonometrlscben  Projectionen  besitzt,  ge> 
|tn  liasn.  Da  aber  der  Kürper,  den  man  projicirt  annimmt,  ent- 
nvder  kleiner  oder  {;rüseer  als  der  Kürper  zu  sein  pflegt,  den 
min  in  Wirklichkeit  darstellen  will,  so  nendet  man  ein  viel  «in- 
ütbires  Mittel  an,  nm  von  den  Dimensionen  der  gemachten 
Uclinuns  EU  denen  des  Kürpora  selbst  zu  gelungen. 

Wir  wollen  annehmen,  das  Verhältniss  der  Längen  der  Pro- 
JKlionen  dreier  gleicher  Abstände  auf  den  Äsen  genommen,  sei 
lB.=3:1:3.  Nehmen  wir  nun  au,  die  Longe  der  Einheit,  anf 
i<m  Kürper  parallel  der  Axe  gemessen,  welche  wir  aU  die  Axe 
OX  annehmen,  sei  in  der  Zeit-hm 
ditMf  Einheit  dargestellt,  so  ist  klar, 
piiillel  der  Axe  genominen, 
iCtidiitanK  durch  '/so  dieser  Einheit  dargestellt  tvird,  und  diejenige, 
welche  parallel  der  Äxc  OZ  gemessen  isl,  durch  Vxo<'c''E)inheit.  VoH- 
liiitel  man  unter  dieser  Voraussetzung  die  Zeichnung,  so  hat  man 
lÜC  atonomcirischp  Prnjeclion  eines  Kürpers,  der  nicht  mit  dem 
virlilichen  Körper  identisch  ist,  den  mnn  darstellen  soll,  sondern 
i^QN  rdinlicken  und  ihm  parallelen  Kürpers,  Die  Beziehang 
witchen  den  Dimensionen  des  wirklichen  Körpers  und  denen 
w  RtlrpcrF,  dessen  axonomelriscbeProjeclion  man  zeichnet,  und 
l^bclKa  den  Dimensionen  dieses  zweiten  und  seineu  Projectionen 
Wtili^Mlche,  dass  die  der  Axe  OX  jiaratlelc  Einhetl  des  wirklichen 
KBiptnh  der  Zeichnung  durch  >/x„  dieser  Einheit  dargestellt  wird, 
■tm  f»  0  r  parallele  Einheit  am  Kürper  in  der  Zeichnung  durch 
%tAcKt  Einheit  gegeben  ist,  und  dass  endlich  eine  LSnge  pa- 
"fW  M  OZ  am  Körper  durch  eine  Länge  dargestellt  wird,  die 
"'"  '/(o  von  der  wirkliche«  ist. 

Man  hraacfat  also  nicht  zu  untersuchen,  welches  das  Ver- 
MIIdüs  der   Dimensionen    des    Kürpers,    dessen    aionometrischa 

*)  An»  den  GIciebungcn  (B)  in  §.  S«.  Jit  es  nicht  schwer  tu  entnc hmen,  dau, 
"^Qi  dio  ProJecdoDCn  dreier  gleicher  Langen  parallel  la  den  Azcn  onter  sich 
"*  Vvhtllnisu  =:ni:n:p  Mnhvn,  Uni)  wenn  Op,  pn,  nM  die  Längen  der  drei 
'**4n»Mn  Bind,  dsren  Projectionen  Op' ,  p'n',  n'M'  sind,  man 

yl    ..-„V  i^.  -w-..«-  vs 


o,  =  o/.:^. 


.M=.'tp.:^ 


■  l'ebei-  die  Bfomeliluhfii  l'iiiielpieit  titi  Zek/in^iix ,      ^H 

Proji  ati  bat,    und  denen  des  Kürpers  eelbsl  I»t,  deti  man 

darsti  U.    sondern  man  ßiebt  Idoss   an,    welclica  VerMIt- 

niss  a  r  Axe  zivischen  den  auf  dem  darzustellenden  Körper 

selbst  ienen  Abständen  und  den  analogen  Abstanden  auf  der 

Zeicbi  latebt.     So  würde  man  in  dem  geirähllen  lictspielc 

Bugeii  die  Länj>en  auf    OX'  und  OZ'  gleich  '/so  und  die 

auf  (J  ,[eich  V«o  der  gemessenen  Längen  sind  auf  denen  tspr«chen- 
den  Äsen  tn  dem  dargestellten  Körper.  Man  eagl  datier,  ditt 
Zeichnung  sei  mit  dem  Maassstab  '/so  l^ür  die  Axen  OX^  und  OZ' 
und  mit  dem  Maassstab  V«o  fiir  die  Axe  Oi''  gemacht.  Auch 
pflegt  man  die  moiiodimetriscben  Zeichnungen  mit  zwei,  dio  ani- 
sometrisclien  mit  drei  Maassstüben  xa  vergeben.  Es  ist  auch 
leicht  KU  zeigen,  dass  man  dieselben  nicht  nur  zur  directen 
Messung  der  Coordinaten  der  l'unicte  annenden  kann,  deren  Pro- 
jeclinue«  man  bat,  sondern  autb  zur  Messung  aller  irgend  einer 
Axe  parallelen  Längen. 

f.  47.     Oeometriichcr  Wcrth   einer   axonomuirischen  ZcUhnnng. 

Die  axonn metrische  Projcction  eines  Punktes  genfigt  nicht, 
um  die  Lage  desselben  vollständig  xu  beslimmen.  Es  sei  M' 
(Fig.  49.)  die  Zeichnung  des  Punktes.  Um  die  Coordinaten  des 
.  Punktes  itf,  der  sie  enispricbl,  zu  erhalten,  ist  es  niithig,  dan^ 
man  z.  B.  auch  u'  kennt,  d.  h.  die  Zeichnung  der  Projcction  des 
Punktes  .Ulf  die  Ebene  XOV.  Es  würde  in  diesem  Falle  leicht 
sein,  n'p'  parallel  zu  OV  zu  ziehen,  und  die  drei  CoonltittteD 
VOR  m  zu  messen.  Uebrigeos  gibt  die  Zeic)inung  einer  Maschine 
im  Allgemeinen  die  Coordinaten  der  ivicfatigsten  Punkte  der- 
aelbeD,  mittelst  der  Hitfskennlnisse,  die  man  Ton  ihrer  Lage  bat. 
So  genügt  es  z.  B.  auf  die  Zeichnung  des  Rades  aa  der  Welle 
in  9.  43.  nur  einen  Blick  zu  werfen,  um  zu  sehen,  dass,  wena 
man  die  Axen  parallel  der  Höhe,  der  Lünge  und  Breite  annimmt, 
man  die  Coordinaten  der  Mittelpunkte,  der  Zapfen  der  vereebie- 
denen  Räder,  der  verschiedenen  Punkte  der  Hehel,  der  Zehn- 
rSder  and  Shnlicber  haben  wird. 

Die  Geraden,  die  den  Axen  parallel  sind,  werden  direct  ntt* 
lelstderMaasastfibe,  die  den  Axen  entsprechen,  gemeMen,  deacB 
sie  parallel  sind. 

Handelt  es  sieb  dagegen  nm  eine  der  Axs  nicht  panUele 
Gerade,  z.B.  derjenigen,  deren  axonometriecbe  Projeclto*  ^'JP 
(Fig.  49.)  ist,  so  muas  man  ein  recbtniokeliges  Dreieck  consti^ 
Ten,  dessen  Projection  A'iyM'  sei.  Die  Länge,  deren  Projeetieft 
lyfS'  ist,  ist  die  Differenz  ztriscben  den  in  n'M'  und  ifA'  pro- 
jicirten  Coordinaten,   diejenige   aber,    deren  Projection  lyjt  ist; 


f  ilbrr  ille  iler  .^xniiiimd! . ' 

Teltiea  rcchlnitikaligcn  Dreiecks,  ile^scn 
Kn  piinnrnllB  iliD  l)iffcfen/en  r.nisclieii  den  In  b'<:',  ti')i'  und 
',  (V  (irojli-irlei)  GiTuik'O  sind.  l>a  maii  so  die  (»eradeii  er- 
luJtfn  Imf,  die  In  A'D'  und  J^jU'  projicirt  «ind,  so  coiistniirt 
maa  lus  ihnen  ein  revbtitlnkeligea  Dreieck,  und  erhHIl  80  die 
CiBge  der  in  A'SI'  ptojiclrfen  Geraden.  Die  Winkel  missl  man, 
t  Dreiecke  zeichnet,  in  denen  eic  enthulten  sind,  und 
n  Allgemeinen  maclil  niun  bei  dem  grüsseren  Theile  der  Pro- 
blem« run  Methoden  tjcbrauch,  die  beinahe  mit  denen  identisch 
,  die  man  in  der  descrtptiven  (ieonielriä  in  Antrenduni;  brin- 
rOnle- 


S-  ■ 


VonliclU 


Die  axonometrischen  Zeichnungen  geben  direcl  die  Dinien- 
lioncD  der  dargestellten  Kürper,  die  den  Axen  parallel  sind,  nnd 
diis  Ut  kein  kleiner  Vortlieil,  da  die  Axen,  auf  die  man  einen 
ÜSrpeT  bezieht,  zum  grössten  Theile  der  Hübe,  Lange  und  Dreile 
parsll«!  angenommen  werden.  Der  Uauplvortheil  der  axonome- 
Irlichen  Zeiehnungen,  besonders  wenn  man  dieselben  aufMaschi- 
"Bri  nni)  Gegenstände  anwendet,  deren  Anordnung  etiras  com- 
1)1irirt  Ht ,  ist  der,  bei'ra  ersten  Anblick  sofort  eine  sehr  klare 
V«ralrlliing  vi>n  der  La^-e  und  Form  (ter  verschiedcnenTheileder  dar- 
i;«ilel1teii  K3fper  zu  E;ct>en.  Daher  versteht  man  z.  l).  viel  besser 
■(■t  ttOHoroetrischt!  Zeichnung  eines  Theudolilen  oder  irgend  eine» 
^Wichen  Ingtruiiienls,  als  die  beiden  Projeclionen,  die  von 
"un  nach  den  gewöhnlichen  Methoden  der  descriptiven  Geometrie 
feinacht  dind. 

Wii  legen  zur  nSIieren  Erlanterung  die  isometrische  ZeichBun^ 
*'aes  Planinietcrs  (Fig.  50.)  bei,  das  von  Herrn  Goldschnnd  in 
Ziiricli  »efertigl  ist,  und  dem  mecbaniachen  Cabinet  des  tech- 
"'«clien  Institutes  gehört*}. 

Itlan  darr  nicht  sagen,  dass  es  nicht  sehr  viele  Körper  gäbe, 
'^■e  man  besser  nach  den  geiTübnIichen  Methoden  darstellt,  aber  io 
*>«len  Fällen  vereinigen  die  axonomelrischen  Zeichnungen  die 
tnvi  Deutlichkeit  eines  Perspectivbildes  mit  einem  guten  Theile  der 
^igenschnften  der  Projeclionen  der  descriptiven  Geometrie. 


*)  Dill  tiei^gcbcnc  Zeichnung  ist   eine  eme  Probe,   die   im  EOnigl.  Ucli- 

■im  Imtitute   nach   einer   knraen    AuEein&DdorscUung    der   Principien    des 

theo  ZeichBcn«   gemacbt  ist.     Andere  Frotiea,   die  zuia  Theil  aoeh 

Würden  ebenfalls   dorl   auBgef(ttir(.    »ir   konoMn   aie  jedoch 

gtliHen  Fürmotea  wegen  hier  nictit  bcifUgcn. 
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Zviei  Beweise   des   im   ersten  Hefte  dieses  Band« 

(S.  102.)  auf  andere  Art  bewiesenen  Beltrami'schM 

Satzes  Yom  Dreiecke  und  ein  Satz  yom  Yierect 

VOD 

Herrn  Carl  Sehmitiy 

HanpCmaon  im  k.  k.  Genie  -  Stabe  nnd  Professor  der  hdherea  MsÜBsaHik 
an  der  k.  k.  Genie -Akademie  in  Bmck  bei  Znaim. 


I«    Analytischer  Beweis  des  Beltrami'scben  Saties- 

Wenn 

<=0.  u=0.  c=0 

die  Seiten  BC,  CA,  AB  eines  Dreiecics  iJACaasdrQckeii,  so  si^^ 

1)  ae-/Jti=0,    /Jtt  — yr=0,    yü-.cl=0 

die  Gleichungen  dreier  in   einem  Punkte   Q  sich  scbneideiid^^ 
Eckstrahlen   CQf  4Q*  BQ  des  Dreiecks.    Da  die  xo  ibBsa  i 
Bezug  auf  die  Winkelhalbirungslinicn  des  Dreiecks  symmetrisch«^ 
gelegenen  Eckstrahlen  durch 

aß  ß      Y  Y      ^ 

ausgedrückt  sind,  so  schneiden  sich  auch  diese  In  einem  Punkte 
Q',  und  da  jedem  Punkte  Q  ein  bestimmter  Punkt  Q*  entspridit» 
so  liegt  die  Frage  nahe:  Welches  Ist  der  Ort  des  Pauktet 
Q%  wenn  der  Punkt  Q  eine  Gerade  beschreibt? 

Ist  diese  Gerade  durch 

ausgedrückt,  so  müssen  die  aus  1)  gezogenen  Coordlnaten  %  m  • 
des  Punktes  Q  die  Gleichung  der  Geraden  befriedigen. 

Dies  geschieht,  sobald  die  Bedingung 


fT^b-ui. 


<*S     *w-  ■     %.  •<.      .^fca 


^» 


-  -^^-  =  C 


-r  -7    /        2. »SB.     l4--'5t.i»l 


*^*^v. 


irr 


Ufe&KWrMW^««     »^v^     «4< 


iKai.:*!     « 


'^  &  C  «IHK  oe  'S 


.*  —  t.üuS  —  •  aui«.'  =  I 


ze»  I^^Tv^^-      iw   t»a%.   «*«j    •  <i*«i,\i>Mir 


sn^      «n^       tut  C 


=  A 


Ik.  !«• 


<^li.  5*la  12  -i     r  l 


*   Liif:i"   t  }  itfi   k"r 


I  « 


\   .    .   .      X  .   ■! 


drei  EckstrahIeD  JQ.  BQ,  CQ  eine»  l>r«^ircl»  »uk  m 
cisea  Paokte  Q  schoeid^n,  «o  jKchneidfi^ii  »u*K  am«^ 
ikre  is  Beiag  auf  die  \Vinkcllialbiriiiij(iknuU'ii  il««a 
Dreiecks  symnetriscb  geleg;encn  Hl/.  M^«  ( V  i»  «»hi<i»m 
PaRkt«  Q*,  habe  icb  in  meinen  ••Priucipit'n  «lor  iioimmou 
Geeattrie'*  (S.  33.)  gegeben,  nnd  «Tcmle  mich  ilo»«b«lb  \\U%mm 
nm  iweiteD  Theile  des  Satzes. 

Beschreibt  Q  eine  Gerade,  so  sind  AQ  und  NQ  oUinhili«! 
Misprechende  Strahlen  zweier  collinearen  llüsrhol,  bul  d«»hon  In 
AB  zwei  einander  entsprechende  Strahlen  vorelnlKl  «Ind.  hs 
bner  AQ  ond  iJQ'»  ebenso  BQ  und  Hi;;'.  dor  t  onnlruilUni  #ii 
Ugp,  jedesmal  zwei  entgegengeseixt  glrlrhe  IKtNihitl  hll- 
fa,  so  entsprechen  auch  Äff  und  BQ'  »Inander  In  rolllhnaiiit 
Weise;   endlich  bilden  die  Selten  AC  und   BC  «wel  ohiandei 


-  -  •   rA 
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entsprechende  Strahlen.    Der  Ort  des  Punkfes  Q*  Ut  •#- 
mit  ein  dem  DreieckeiJ^ComeebriebeDer  KegelschoitL 

Sind  AQ  und  BQ  Parallelstrahlen,  so  erzeugen  sie  iw«i 
einstimmig  gleiche  Büschel;  dasselbe  gilt  dann  offenbar  tnck 
fQr  AQ'  und  BQ'.  Der  Ort  des  Punktes  Q*  ist  mitbin  der  dtn 
Dreiecke  umschriebene  Kreis. 


I 


III»    Ein  Satz  vom  Viereck. 


Der  geometrische  Ort  des  Durchschnittpunktei  Q 
der  Diagonalen  eines  Vierecks  ABCD,  das  einem  ge*: 
gebenen  Vierecke  TOVW  so  eingeschrieben  ist,  dasi 
sich  die  Gegenseiten  AB  und  CD,  BC  und  DA  dei  er- 
steren  beziehungsweise  in  festen  Punkten  M  nniS 
auf  den  Diagonalen  TP  und  I7TF  des  letzteren  treffei, 
ist  eine  Gerade,  deren  Schnittpunkte  lU'  und  N'  mil 
und  in  Bezug  auf  TV  und  UW  die  harmonisch  CoDJv- 
girten  von  ^  und  iV  sind. 

Beweis.   Wenn  die  Ecken  des  Vierecks  TüVW  durch 

ausgedrückt  werden,  so  sind 

a<+/?t«  =  0,    i5M  +  yr  =  0,    yc  +  dw  =  0,    Ju>  +  a«=0 

die  Gleichungen  der  vier  Ecken  eines  dem  ersteren  eingeschrie- 
benen Vierecks  AB  CD,  dessen  Gegenseiten  AB  und  CD  nch 
im  Punkte 

€tt — yp  =  0, 

und  dessen  zweite  Gegenseiten  BC  und  DA  sich  im  Punkte 

schneiden;  der  erstere  M  von  diesen  beiden  Punkten  liegt  in  der 
Diagonale  TV,  der  letztere  iV  in  der  Diagonale  1711^. 

Der  Durchschoittspunkt  Q  der  beiden  Diagonalen  AC  ^ 
BD  wird  offenbar  durch 

at  +  ßu  +  yr  +  Jtr  =  0 

ausgedrückt.    Daraus  folgt,  dass  derselbe  jederzeit  mit  den  bei- 
den Punkten 
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al-|-]ro  =  0    and /}tt -l- ^w  =  0« 

hiy  in  Besag  auf  TV  und  üWf  den  barmonUcb  conjogirten 
fwoAlf  von  M  nnd  N,  in  gerader  Linie  liegt- 

Wenn  Jlf  nnd  N  fest  sind,  so  sind  es  auch  M'  und  N'\  der 
rtdes  Punktes  Q  ist  mithin  die  Gerade  M'N'. 

Nimmt  man  die  Punkte  M  und  iV  in  unendlicher  Feme,  oder 
inrandelt  man  das  Viereck  durch  Vereinigung  zweier  auf  einan- 
ir  folgenden  Seiten  in  ein  Dreieck,  u.  s.  w.,  so  entstehen  dar- 
I  HodiOcationen  des  vorstehenden  allgemeinen  Satzes. 

Wie  heisst  der  reciproke  Satz? 


^eber  den  Kegelschnitt   der  neun  Punkte  und  sein 
stereometrisches  Seitenstuck. 

Von 

Herrn  Heinrich  Greischel, 

lichrer  an  der  HandelfllehranstaU  in  Leipsig. 


Als  Zusatz  zu  dem  im  ersten  Hefte  dieses  Theiles  des  Archivs 
lindllcheo  Aufsatze  No.  VI.  des  Herrn  Herausgebers  er* 
dka  ich  mir  zunächst  den  nachstehenden  geometrischen  Beweis 
i  dort  mitgetheilten  Satzes  zu  geben  und  dann  das  stereome- 
whe  Seitenstück  desselben  abzuleiten. 

I. 

Wb  gehen  ?on  dem  Satze  aus: 

rMuxLm,  so 
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Die  Polaren  p  eines  beliebigen  Panktes  P  in  Bi 
zug  aof  ein  Kegelschnittbüschel  B(k%  (d.  h.  io  Bang 
sämmtliche  Kegelschnitte  U^,  welche  sich  in  densell|^n  vier 
len    oder     imaginSren    Punkten    schneiden)»   schneiden   tick] 
s&mmtlich  in  einem  Punkte  P*» 

Die  Polaren  q  eines  zweiten  Punktes  Q  schneiden  wA] 
gleichfalls  alle  in  einem  Punkte  Q*.  Die  beiden  Systeme  derd 
und  der  q  bilden  nun  ein  Paar  geradlinige  Strahlenbflschel»  vrekklj 
B(p)  und  B(q)  heissen  niugen«  und  wenn  wir  immer  ^wel 
Strahlen  p  und  q  auf  einander  beziehen,  welche  za 
selben  Kegelschnitte  k'^  geboren,  so  folgt  aus  der  Eindeol 
des  Entsprechens  (d.  h.  weil  jedem  Strahl  p  nur  ein  einzi|ff{ 
Strahl  q  und  umgekehrt  entspricht),  dass  beide  BGschel  coilinaii 
(projectivisch)  sind.  Dieselben  befinden  sich  aber  nicht  io  ctl' 
nearer  (perspectivischer)  Lage;  denn  es  kann  P'Q'  nicht  selUl 
entsprechend  sein,  weil  sonst  in  Bezug  auf  denselben  Kegelschmtti 
sowol  P  als  Q  der  Pol  dieser  Geraden  sein  mflsste.  Da  sosack 
beide  Büschel  sich  in  schiefer  Lage  befinden,  so  crzeageBile 

einen  Kegelschnitt ,  d.  h.   die  Schnittpunkte  pq  von  je  zwei  dl' 
sprechenden  Strahlen  p  und  q  liegen  auf  einem   KegelscbsiHikj 

welcher  x^  heissen  muge.    Da  nun  aber  pq  Nichts  weiter  ist  di 
der  Pol  der  Geraden  PQ,  so  hat  man  den  Satz: 

Die  Pole  einer  willkürlichen  Geraden  in  Bezog  iif 
ein  Kegelschnittbfischel  B(k^)  liegen  auf  einem  Kegel- 
schnitte K^. 

Wendet  man  diesen  Satz  auf  die  unendlich  entfernte  GenAt 
an  und  beachtet,  dass  deren  Pol  in  Bezug  auf  einen  KegdBchoitt 
Xfl  mit  dem  Mittelpunkte  des  letzteren  identisch  ist,  so  eiUdl 
man  sofort  den  Satz: 

Die  Mittelpunkte  der  einzelnen  Curven  Ifl  einei 
Kegelschnittbüschels  B(k^)  liegen  auf  einem  Kegel' 
schnitte  k^* 

Sind  Ai,  A^i  A^,  A^  die  vier  Punkte,  in  deneo  fic^ 
die  Kegelschnitte  des  BOschels  B{U^)  schneiden,  st 
muss  der  Kegelschnitt  tfl  durch  die  Schnittpunkte  dt* 
Geraden 

Ai  A2  und  A^  A^,    Ai  A^  und  A^  A^    Ai  A^  xkikA  A%Ai 

gehen,  denn  Je  zwei  solche  Gerade  sind  als  eine  HjrperhA  n 
betrachten,  deren  Mittelpunkt  ihr  Schnittpunkt  ist  Debrigeio 
bestimmen  diese  drei  Punkte  ein  Dreieck,  in  welchem  jede  Ecke 


i 


auf  alle  k*   nur   eine   c^inzi^a    Pubr«  dal,   nämlich   ihre 


Irner  g«hl  der  KegeUchnif l  «>  darcli  die  Halbi- 
^nnbte  der  Strecken 

.    Ay  Ai,    A,  A^.    A^  At,    At  A^,    A,  A^i 

a  lässt  eich  imm^r  ein  Kegelschnitt  A"  finilen,  welcher  eine 
f  aecbs  Strecken  als  üitrctiniesscr  hat  und  der  durch  die 
iserhall)  dieser  Strecke  gelegenen  Punkte  A  hindurch- 
Icssen  Mittel|iankt  also  der  Halbirungspunkt  der  betreffen- 
recke  i«l. 


ichnet  man  die  HaUiir 
i  nach  mit 


die  (liei  (ifiradeu 
M  hkibtren  sich  je  zivei  derselben,  weit 


ngsjiunkte  der  genannten  Strecken 
,     .«.,.»,     Ja^-t.     It/i-i, 


;!/,  . 


Diagonalen  einee 
Pkralletogramnies  bilden;  so  sind  z.  B.  stf,  .,  lUft  und  Si,  .4^^^., 
die  Diagonalen  des  Parollelograiumes  iVi-^  ^'i-i  ^t-t  ^i-*» 
dtiten  Seiten  d«n  Geraden  AiA^  und  AfA^  parallel  und 
IbUi  m  lang  sind  als  dieselben.  Hieraus  folgt,  weil  jede  Ge- 
nh  nur  einen  einzigen  Halliirungspunkt  bat,  dasa  die  Geraden 


M.. 


M, 


Mii  M-i- 


1  'Wa. 


*^  ia  einem  Punkte  schneiden  und  dort  balbiren.  Nun  sind  aber 
dt*  cr«ihiiten  drei  Geraden  Sehnen  des  Kegelschnillea  x^;  bal- 
bLrtn  steh  ztret  Sehnen  eines  Kegelschnittes,  so  sind  sie  beide 
'^ncftraesser  und  ihr  Schnittpunkt  ist  der  Mittelpunkt  des  Kegel- 
•i^nille«.     Üiess  gibt  uns  den  Satz: 


Der  Mittelpunkt  des  Kegelscbn 
««ioscImdliGheSchnittpunktderd 
Mt  (Iftlbirungspunkta  von  je  zn-ei 
4*r  Punkte  A  rorbinden,  die  keine 
^■ben. 


r^  ifi  ist  der  ge- 
Geraden,  welche 
rbindungslinien 
ndpunkt  gemein 


Oft  jede  Gerade  von  den  Kegelschnitten  des  Btlscbels  B(k^ 
ta  f4n  Paar  involnlorischeu  Punkireihen  geschnitten  wird,  welche 
nit«r«der  zwei  oder  gar  keine  reelle  Doppelpunkte  haben,  so  gibt 
M  «otweder  zwei  Kegelschnitte  k'^,  welche  die  Gerade  berühren, 
keiner  dieser  Kegelschnitte  thut   diess.     Diese  Bemerkung 
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gilt  auch  von   der  unendlich   entfernten    Geraden,     üa  nm- 
Kegelschnitt«  welcher  die  unendlich  entfernte  Gerade  berChrt, 
mal  eine  Parabel  ist,  so  gibt  es  in  dem   Bflscbel  B{i'^  ei 
zwei  Parabeln  oder  gar  keine.    Das  letztere  tritt  ein«  wenn 
der  vier  Punkte  A  im  Innern  des  Dreieckes  liegt,  das  die 
andern  bilden;  man   erkennt   dann  auf  den  ersten  Blick»  dsM 
keine   aus   einem    stetigen  Zuge  bestehende  Curve  ohne  ai 
zeichnete  Punkte,  also  keine  Ellipse  oder  Parabel  geben  h 
die  durch  alle  vier  Punkte  geht«  und  das  Bflscbel  B(l^ 
alsdann  aus  lauter  Hyperbeln  bestehen. 

Enthält  nun  das  Bfischel  zwei  Parabeln«  so  gibt  es  sirei 
endlich  entfernte  Mittelpunkte  und  der  Ort  der  Mittelpunkte 
eine  Hyperbel  sein;  enthält  das  Bflscbel  keine  Parabeln«  lii 
alle  Mittelpunkte  der  k^  in  endlicher  Ferne«  so  ist  ihr  Ort  ehij 
Ellipse.    Also : 

Der  Kegelschnitt  x^ist  eine  Hyperbel«  wenn  keiierj 
der  vier  Punkte  A  im  Innern  des  Dreiecks  liegt,  wel^ 
ches    die    drei    anderen    bilden;    er   ist  eine    EllipiSf 
wenn  einer  der  vier  Punkte  innerhalb  des  von  desdril 
andern  gebildeten  Dreiecks  liegt. 


ir. 


Zwei  Flächen  zweiten  Grades  f^  schneiden  sich  io  daff 
Raumcurve  vierton  Grades  r*,  d.  h.  in  einer  Curve«  %Tclcfce  wb 
einer  Ebene  in  höchstens  vier  Punkten  geschnitten  wird.  Gib* 
willkürliche  Ebene  sehneidet  nämlich  die  beidefl  Flächen  /*  !■ 
ein  Paar  Kegelschnitten  k^,  welche  nicht  mehr  als  vier  Paikti 
gemein  haben. 

Alle  Flächen  zweiten  Grades«  die  sich  in  derselben  BanV* 
curve  H  schneiden«  bilden  ein  Flächenbflschel  iweitt> 
Grades  B(f^). 

Es  sei  nun  P  ein  beliebiger  Punkt,  n  sei  seine  Polarebe*' 
in  Bezug  auf  eine  der  Flachen  f^  des  Flächenbflschels.  Uia  » 
entscheiden«  was  für  ein  Gebilde  die  sämmtlichen  Polarebenw  * 
in  Bezug  auf  das  Büschel  erzeugen,  legen  wir  durch  Peine  gun 
willkürliche  Ebene.  Diese  schneidet  die  Raumcurve  r^  in  vitt 
Punkten,  das  Flächenbflschel  B(P)  also  in  einem  Kegetschoitt- 
bflschel  B  (A^),  und  jede  Polarebene  n  in  einer  Geraden  p,  wdcte 
Linien  die  Polaren  von  P  in  Bezug  auf  das  BOschel  B(k^)  siad. 
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Pnlarm  p  aclinfiden  «irh  ftber  in  einrm  Punkt«.  Uletaas 
Ugt,  das»  Jie  Palarebirneti  n  eich  all«  in  einer  GeradeD  scbnel- 
hti.     ttahff  ilcr  SnU: 

Die  Putarebenen  n  eines  beliebigen  Punktes  P  In 
Bfiag  anT  ein  Pllldicnbünchel  titelten  Grades  £(/*) 
•clintiilcD  sieb  in  einer  Geraden. 

EbCDso  »cbnctden  «ich  eltinmtlictie  Po1areb<!nen  9  eines  Pnnk- 
■■  U  in  einer  (ieraden  h  und  diu  Puhrebenen  o  eines  Pankles 
5  In  einer  (it-radi-n  i.  Beziehen  «ir  nun  jo  drei  Ebenen  n,  j,  ff, 
fc  ■«  iler«elben  FKlcbe  f^  f^ebürcn,  atif  cinan<)<-T,  so  folgt  aus 
4cT  Einilciilrt;kcit  dieser  Beziehung,  dnss  die  Ebenen  n.  f,  a  drei 
ctlUncatc  Cb<-nenbc»cliel  fi(.i},  B(e).  £{g)  bilden,  deren  Achsen 
f,  k,  i  aliid.  Wie  man  leicbt  sieht,  beGodoi  sieb  diese  drei  B{|* 
(cM  In  «cbieref  Lftgc.  Der  genmelridcbc  Ort  des  Scbnillpunktes 
m  je  drei  entsprechenden  Ebenen  n.  g.  a  \at  dnber  eine  Itouro- 
rarre  dridrti  Oradcs  r>.  ücuii  eine  beliebigo  EI>cno  sclincidet 
te  BtUchel  Bin)  in  einem  fitrableobOi^ebel  B(f,).  das  Büschel 
S(f)  in  einem  Slrablenbüscliel  B(ji  und  das  Itüschel  B(<l)  in 
fiM»  Slrablenbüscbel  tf(().  Die  Millelpunkle  dieser  drei  BUschol 
Mud  die  Punkte  £•',  //,  J.  in  denen  die  (Geraden  g,  li,  i  von  der 
tttne  itcschnittcn  werden.  Alle  drei  Büschel  sind  collinear  und 
b  sclüerer  Lage;  daher  erxctigen  Bip)  und  /J(r)  einen  durch  G 
wU  //  |;eheiiileii,  ß{p)  und  /;(>)  aber  einen  durch  G  tind  J  ge- 
lirndon  KeRelAclHillt  Dn  beide  Kegolschnille  den  Punkt  (i  f-e- 
■Min  katien,  «o  haben  sie  im  Allgemeinen  noch  drei  andere  Punkte 
ftmü»,  and  jeder  derselben  ist  der  Schnittpunkt  von  drei  ent- 
•fcecbeBdeii  Slrohlen  /i,  r,  t,  nUo  auch  von  drei  entsprechenden 
KMieti  s,  f,  a.  Also  let  der  Ort  der  Schnillpnnkte  von  n,  p,  « 
elfl*  tlavncurt'o  drillen  tirades.  Ein  solcher  Scbniltpunkt  dreier 
Uciro  X,  ^,  0  i»l  aber  der  Pol  der  Ebene  PHS.  Daher  haben 
•ir  de«  Sal/.: 

Die  Pole  einer  beliebigen  Ebene  in  Bezug  auT  ein 
I^UekeDbaBcbcl  xtveiteu  Crndrs  B(f^)  licpen  auf  einer 
BiBincDrve  dritten  firades  r'. 

Da  die  Pute  der  unendlich  entfernten  Ebene  irt  Oexug  auf 
Irt  Flüchen  f*  die  Mlllel)tunkle  dieser  Flächen  sind,  so  crhilt 
MM  Mforl  den  folgenden  Satz: 

Die  Miltelt>u>ik(c  aller  FlKcbcn  zivelten  Grades, 
«•lebe  cinemFIScbGnbtlschel  iweilen  Grades  £(/^  an- 
tiftVteM,  llegoaaareinerKaumcurve  dritten  tirodea  r^. 

Otts«  Corv*  r*  gehl  durch  dl«  Schelle!  der  vier 


■*a 
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Kegelflächen  zweiten  Grades»   welche  slcli   dorek 
legen  lassen,  oder,  was  dasselbe  Ist,   durch   dlejeoigea 
Pankte,  deren  jeder  in  Bezug  auf  säninitliche  FISchen /*  mir 
einzige  Polarebene  hat 

Dass  es  nicht  mehr  als  vier  solche  Punkte  geben  kan,  0^ 
hellt  daraus,  dass  zwei  in  polarer  Beziehung  stehende  SysteaV 
ein  Punktsystem  und  ein  Ebenensystem,  vollstSndig  bestimmt  no^j 
sobald  fünf  Punkte  des  ersten  und  die  entsprechenden 
des  zweiten  bekannt  sind.  Gfibe  es  also  fönf  Punkte,  die 
eine  einzige  Polarebene  besitzen,  so  würde  kein  Punkt  mehr 
eine  Polarebene  besitzen. 

Giebt  es  aber  einen  derartigen  Punkt,  welcher  T  beisMj 
möge,  so  schneidet  dessen  Polarebene  x  das  BOschel  B{P)  Üj 
einem  Kegelschnittbuschel  B{k^)\  es  gibt  also  in  der  Ebene  f  v 
Allgemeinen  drei  Punkte,  von  denen  wenigstens  einer  reell  M' 
welche  in  Bezug  auf  s&mmtliche  k^  dieselbe  Polare  besitseo.  i^ 
der  solcher  in  t  gelegener  Punkt  hat  aber  dieselbe  EigenseM!^ 
wie  7",  seine  Polarebene  ist*  nämlich  die  durch  seine  Polare  ii 
Bezug  auf  B(Jc^)  und  durch  T  zu  legende  Ebene. 

Man  sieht  hieraus,  dass  diese  vier  Punkte  ein  Tetraeder  \ft 
stimmen,  in  welchem  jede  Fläche  die  Polarebene  der  gegeotte^ 
liegenden  Ecke  ist. 

Wenn  eines  der  drei  Flächenbiischel,  welche  die  Corfe  f* 
erzeugen,  in  eine  einzige  Ebene  degenerirt,  so  geht  r'  in  eioeiii 
dieser  Ebene  liep;enden  Kegelschnitt  über.  Denn  jedes  der  beite 
anderen  Flächenbiischel  schneidet  diese  Ebene  in  einem  Strabki* 
buschel  und  diese  zwei  Strahlenbuschel  erzeugen  den  fraglidMi 
Kegf*l5(chnitt.  ' 

Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  r^  in  zwei  sich  schneidende  Ke- 
gelschnitte zcrföllt.  Ist  g  die  gemeinschaftliche  Sehne  beiderb' 
gelschnitte,  so  hat  jeder  Punkt  dieser  Geraden  In  Bezog  H 
säromfliche  Flächen  des  Büschels  nur  eine  Polarebene.  Man  er 
hält  dieselbe  leicht,  wenn  man  durch  diesen  Punkt,  er  möge  1 
heissen,  eine  Ebene  legt,  die  den  einen  Kegelschnitt  in  Mi  w 
3/2,  den  andern  in  ill/3  und  J/4  schneidet.  Dann  schneiden  A 
die  jederzeit  reellen  Linien  Mi  M2  uifd  3/,  ilf 4  in  Ä;  A  bit  i 
Bezug  auf  das  Kegelschnittbuschel,  welches  in  der  Scbnitteh« 
liegt,  nur  eine  einzige  Polare  r.  Legt  man  nun  durch  r  und  dar 
denjenigen  Punkt  Ä',  welcher  die  gemeinschaftliche  Sehne  < 
beiden  gegebenen  Kegelschnitte   mit  R   harmonisch  theilt,  e 
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f,  Ml  Ul  dlrsetb«  die  Resudiie  PDlaretiene  des  Pugiiles  R 
it  Beute  auf  das  BJUcbel  li{/*).    Man  erliBll  also  Ata  SaU: 

Die  Pnle  einer  belier>igen  Ebene  \n  B«xag  »aT 
fluml  liebe  FiSrhcB  xtvetleoGTades.  tvelcbe  sirel  sieb 
acboeideiide  Kegelschnilte  gemein  haben,  liegvn  auf 
»ipan  Kegriscbnille,  und  biemns  fotgl: 

Oar  Orl  der  MÜtelpunkle  aller  Flächen  sweiten 
Cndca.  welche  xwei  »ich  schneidende  Kegelscbntlte 
{«■eiR  haben,  ist  ein  Kegelschnitt  x*. 

Dieser  KetteldchiMtlx^  niuss  »olhwcndlg  in  der  Ebene 
liefen,  irelche  durch  di«  AI  i  I  teliiiinkle  der  mei  gege* 
ienvn  Kegelschnitte  und  durch  den  Halbirangspiinkt 
Ikrer  genieinscbaniiclien  Sehne  geht,  denn  diese  Ebene 
in  Ar  alle  diirrh  die  gegebenen  z"vi  Koj^clschnille  zu  legenden 
Ebeneti  eine  Diametral  ebene.  Sind  A^  und  A^,  A^  und  A^  die 
iwei  Puare  lon  Punkten,  in  denen  diese  Ebene  die  zivei  gege- 
bnen Kepelacbnitle  sebneidel,  so  ist  dln  Frage  nach  dem  Orte 
4h  Itlilielpunkle  aller  Flächen  xtveiten  Vradea,  die  sich  durch 
fc  gegebenen  xivei  Kegelschnitte  legen  lassen,  identisch  mit  der 
Pra^  nach  dem  Orle  der  Mitlel[iunkl»  aller  Kegelscbnille,  nelche 
ihrth  W|,  Ai,  A^.  A^  gehen.  Wir  triiitien  ober,  dass  dieses  ein 
KefriaHmitl  i»t,  der  n.  a.  durch  die  llulbiruni^spunkte  vnn 
Ji  Jt  loif  A^At,  »an-ie  durch  den  Sehnilt|)unl:t  von  Ai  A^  mit 
ii4t  getil:  d.  h. 

Der  Kegelscbnill  tfl  gehl  durch  die  Mittelpunkte 
'et  gegebenen  (Jurrcn  incileii  (iradeB  und  durch  den 
BalblfsnitHpunkl  ihrer  geineinscha  ftl  iiben  Sehne. 

Wfe  irir  uiKSen,  erhSlt  man  den  Mlltel]iunkt  der  fräglicheo 
ihnv,  «ettii  man  die  UaMiiriin;:9iiunkle  v«n  Ai  A^  und  A^A^ 
ntUnilct  und  die  Verbindungslinie  hatbirt;  d.  b. 

UerM)ttelt>unkl  von  x>  ixt  der  H  albirungspunkt  dor 
Vcfblndungalinie  der  i\l  iltolpii  nble  der  beiden  gege- 
biiea  Kegelschnitte. 

Ans  diesem  Salze  Tnlgl  neiler,  dasa  x'  eine  Ellipse  uder  Hy- 
ImWI  tat  (d.  h.  einen  in  eudlicher  Ferne  liegenden  Mittelpunkt 
ku),  sobald  die  beiden  gegebenen  Kegelschnitte  Ellipsen  oder 
Bjyetbela  sind.  Ob  x*  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  ist,  das  hKngt 
^M  ab,  ol>  es  tauglich  ist,  durch  die  zwei  gegebenen  Kegel- 
«fcnilla  ein  (elliptisches  oder  hvperbuliechcu)  Paraboloid  zu  legen- 
Im  fltetin  ■»Sglidi.  so  ist  h*  eine  Uyperbel,  und  da  diese  iwei 
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■DOndUch  Hthrnfe  Psokto  bat,  eo  muss  an  dann  immer  cwH 
PanÜMloIds  g«b«n,  deren  iiavndlich  entfernte  Mittelpunkte  eben 
die  inieDdlicb  eDtfenilen  Paukte  der  Hyperbel  x'  sinil.  Dieser 
Fan  kano  aber  dann  nicht  etnireten,  tvenn  der  eine  der  gegebenen 
KegelScbnitte  «Ina  Ellifwe,  der  andere  eine  Hyperbel  ist,  denn 
daa  byperl»liacbfl  Paraboloid  hat  keine  l£llipscn  und  das  cilip- 
Uadi«  Paraboloid  bat  keine  hy|ierbcln  als  ebene  Sclmiltc.  Dann 
lat  also  m*  eine  Etiipae.  Pflr'tlf^n  Fall,  dass  beide  Ke^icIschmKe 
TOD  gleicher  Art  alnd,  ninae  aber  die  Curre  x^  eine  Hyiicrbel 
•eto,  denn  es  liMt  rieb  lelclit  zeigen,  dass  die  vier  Punkte  A„ 
Af,  Ax,  A^  (l"  denen  die  Ebene  von  x^  die  beiden  gegebenen 
Kcgelaehnitta  trifll)  dann  nie  so  liefen  kSnnen,  dass  sich  der 
eine  innerhalb  des  von  den  andern  gebildeten  Drdecka  betndd; 
eorem  e«  fiberbaapt  mOgllcb  adn  soll,  darcb  die  gegdwnen  b^ 
den  Cnrren  Fliehen  twälten  Grades  an  legen.  Lige  nlmllch  dar 
«ine  der  vier  Punkte  A  Im  Innern  des  Dreieckes,  welehes  tob 
den  drei  abrigea  gebildet  wird,  so  (vOrde  die  DareliicbnittllUe 
der  Ebenen  der  swe)  gegebenen  Kegelschnitte  den  dnes  der 
letsteren  In  swel  reellen,  den  anderen  ober  bi  swd  lieitgUfcie 
Penkleo,  die  dnrch  beide  Kegelschnitte  zn  Inende  FUebe  cirai- 
ten  Grndes  also  in  rier  Punkten  echnelden,  «ras  nicht  mBgllct  l*t 

bt  der  eine  der  gegebenen  Kegelschnitte  eine  Panbel,  ee 
nass  anch  «^  eine  Parabel  sein,  weil  nach  der  angegehMn 

Cnnstntctioo  der  Mittelpunkt  von  x*  in  unendliche  Ferne  nUlt 

Sind  endlich  die  beiden  gegebenen  Kegelscbnitte  Parabeln, 
so  ist  tfl  eine  gerade  Linie,  welche  durch  den  Halbirungs- 
punkt  der  gcmeinschartlichen  Sehne  beider  Parabeln  geht  Ist 
nSmlicb  B  der  Halbirungspunkt  der  gcmeinach alllichen  Sehne  und 
sind  At  und  A^  diejenigen  Punkte  der  beiden  Parabeln,  frdche 
in  der  Ebene  von  x^  Hegen ,  trährend  Aj  und  A^  in  nnendlicbe 
Ferne  fallen,  so  handelt  es  sich  um  den  Ort  der  Mittelpunkte 
aller  Kegelschnitte,  die  durch  v4,  und  A^  und  die  unendlich  tnt- 
lernten  Punkte  von  BAi  und  BA^  gehen.  Dieser  Ort  ist  ein 
durch  B  und  den  Halbirungspunkt  C  von  A^A^  gehender  Kegel- 
schnitt x'  (nach  dem  allgemeinen  Theorem  in  No.  I.);  da  man 
aber  zwei  durch  (4,  und  A^  gehende  und  reep.  zu  BA^aaA BAi 
parallele  Gerade,  die  sich  in  einem  Punkte  D  der  £C  scboeideo, 
auch  als  einen  solchen  Kegelschnitt  und  D  als  dessen  Hiffei- 
pnnkt  betrachten  kann,  so  muss  x^  mit  der  Geraden  BC  drei 
Punkte  B,  C  und  D  gemein  haben,  d.  b.  x*  mnss  mit  BC  colo> 
cidiren. 

Was  schliesslich    noch  deo  speziellen  Fall  betrifft,   dese  die 
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^UHm  g^ebenen  Kegelschnttte  in  parallelen  Ebenen  liegen ,  eo 
Mmo  die  beiden  Kegelschnitte  alsdann  ähnlich  and  ähnlich 
IqmkI  sein,  wenn  sich  Flächen  zweiten  Grades  durch  sie  sollen 
igen  fauseo.  Verbindet  man  die  Mittelpankte  beider  Linien,  so 
pki  die  Verbindangslinie  dorch  die  Mittelpunkte  aller  durch  sie 
m  legenden  Flächen  zweiten  Grades.    Daher  der  Satz  : 

Sind  in  zwei  parallelen  Ebenen  zwei  ähnliche  und 
ihalicb  liegende  Kegelschnitte  gegeben,  so  liegen  die 
littelpunkte  aller  Flächen  zweiten  Grades,  welche 
jiese  Curven  enthalten,  auf  derjenigen  Geraden, 
welche  den  Mittelpunkt  der  beiden  gegebenen  Kegel- 
lebaltte  verbindet 


Heber  die  Näherungswerthe  der  periodischen  Ketten- 
briicbe  und  ihre  Anwendung  auf  Darstellung  der 

Quadratwurzeln. 

Von 

Herrn  Dr.  L.  Oettingerj 

^Ntthersoglich    Badivchen|  Ilofratho   und    ordentlichem    Professor   der 
Mathematilr  an  der  UniTeraitat  cii  Freibnrg  i.B, 


8.1. 

Bezeichnet  man  der  Kürze  wegen  die  periodischen  Ketten- 
"Nkiie  der  einfachsten  Form  durch 


'  -»  « 
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] 


a  +  1 

-  a , 


2)  .   .   .     K{a,  6;  a,  6;  ....)=  ^-rrj 


a+1 
6 

3)  Ar(0| » a^, . . .  o«;  Of »  n^, . . .  on; . . .)  =  — r-r 

«1+  * 


» 


!•••• 


l 

fl»  +  l_ 

80  ergeben  sich  folgende  Gleichungen  zur  Bestiinniung  des  rten  Pi 
tialbraches  von  Nro.  1): 

^) Kr{a»  a,a, . .. .)  =j=^ 

_  gr-i-f  ^-2)0»-»  + (r- 3)^0»--»+ (r— 4)50»'--^  -f  ..^. 
~  ar  +  {r  —  \)  ar-^  +  (r~2)aa'-4  +  (r~3)8a'-ö  +  .../ 

Die  Näherungswerthe  für  Nro.  2)  zerfallen  in  zwei  Forrai 
je  nachdem  der  Partialbruch  gerade  oder  ungerade  ist,  und  m 
erhält: 

5) ATar-i  (a,Ä;  fl,  6 ;...)=  2y^^f-^ 

__  (aby-^  +  (2r--3)  (aby-^  -f  (2r— 4)^  jaby-^ 

■"  aliaby-i  +  i^r'-'I) (aby-^  +  (2r -  3« (a6)'-»....]  ' 

6) K2r(a,b;a,b; ^  ~  ivä" 

bKaby-^  -f  (2r-2)  (a6)'-»  -f  (2r-3)a  (aby-^  -f ] 

"        (aby  +  (2^-1)  {aby-^  +  {'lr  — 2)  (aby-'^  + * 

Hierin  bedeutet  (a:)j,  =  | — ^ — 0^ ^ ^^ -'     För 

1*  z.  <i.  •..•.  p 

Icannjede  ganze  Zahl  gesetzt  werden.    Je  grosser  r  augenommen  win 
desto  genauer  ist  der  Näherungswerth. 
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.  Fdr  KetteDbrüche  Fon  folgender  Form: 

y  ^  Ar(a»  —  fl,  fl,  —  a»  . . . .) 

a — 1 

a-1 

n.... 

Ä( — a,  6;  — II,  6;  ....)=  —  Äf(a,  —  6;  a,  — 6; ....) 
getten  folgende  Gleichangen: 

7) Aff<+a, —o, +o, —a,  ....)=  2V 

8) if2r-i(a,  — 65  a,"  — 6;  ....)  =  ^^^^^ 

(aby-i — (2r — 3) (06)^-«  +  (2r — 4)^ (q^)»-»  -  - -» ■ 
-*  a[(aA)'-*  -  (2r— 2){a6)'-*  +  (2r— Sj.Coft)'-»  —....]' 

AKufe)»--^— (2r--2)  {abr"'^  +  (2r--3)a(q6)'-»— . . . .] 
■    —       (a6)'--(2r— l)(a6)'-i  +  (2r-2)4(aAy-a— ....     ' 

Die  Reihen  in  Nro.  4)— 9)  brechen  ab,  %o  oft  ein  Glied  in  0 
Obergeht  oder  einen  negativen  Exponenten  erhalten  sollte. 

Der  periodische  Kettenbrach  Nro.  3),  dessen  Periode  aus  n 
GliederD  besteht,  lässt  sich  auf  folgende  Weise  in  einen  ein- 
gliedrigen periodischen  Kettenbrach  umwandeln: 

10)  r  .  .  .   .  Ar(ii|,  <i9, ....  Oll»  0| ,  a^, ....  Uli;  ■•••) 

Er  lässt  sich  sofort  selbst  wieder  nach  Nro.  7)  und  4)  behandeln, 
S®  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist. 

Für  ein  gerades  n  gilt: 
L  II) !?(«!,  Oj, ....  er»;  ffi,  o«,  ••••  o«;.-.) 


^ 


S04  0«ftl»g*ri  IM.  ^Xä/Kriingswemf  a.  ptriotl.  AeUe/tSnicit 
fUr  fliD  oBgeradas  nt 
M) *(«^.«« 4m.i%.»«|..-)  , 

worin  S=s  JV.-fZa-i  der  Kflne  weg»  gewItt  bt  Blerh  be> 
telcbnet  Za-i  and  JVa-i  Zlbler  and  Nenner  des  (m— Ijten  (m> 
letzten)  Partlalbmcb»  und  tfm  den  Nenner  des  nteo  (letit«)Pv 
tfaihracbe  der  bollrt  gedaebten  Periode,  alee  ree  K{*i,a^...aJi. 
Flirr  kann  jede  ganseZabI  0,  1,  3,  3....  eiageeetxt  trcrdea;  Ib- 
r  =  0  ftllt  das  iwoite  Glied  In  Nro.  11}  nnd  13)  trag  nnd  m  Mt- 
■teht  der  (n— l)to  Partialbmcht  f&r  r  =  1  entetebt  der  (an— l)te; 
(Or  r  =a  2  der  ^— l)te  Partlalbmcb  dee  obigen  Kettenbracbs, 
n.  •.  w.  Bei  der  Anwendang  aaf  bceondere  Fllle  Boae  X^, 
/Vb-£  and  An  aas  dar  ieollrten  Periode  K{ßi ,0^,  ....a^  aaf  du 
geir9hnl)che  Weine  d^teatellt  werden. 

.  Glanaen  bat  Im  3ten  Bande  &S8.  von  Crello'a  Joaraal 
Tolgenden  Anndrnck  IBr  den'  rten  Partlalbrooh  rfnea  ^glMrigm 
periodleebeo  Kettenbmebe  Nre.  1}  gegabeai 

13) 

_  GWM=i-V?Tö' 


aw^-r-G- 


Hieran  bnQprt  Herr  DIrector  und  Proressor  ür.  Sirebike 
im  3ten  Uerie  S.  343.  d.  428ten  Bandes  dieses  Archivs  die  Be- 
merkung, dass  er  schon  „vor  längerer  Zeit"  einen  andern  Aus- 
druck für  den  ein  periodischen  Kettenbrucb  Nro.  I)  und  einen 
zweiten  ISr  den  2rten  Partialbriich  des  zweigliedrigen  periodic 
■eben  Keltenbruchs  Nro.  2)  gefunden  habe,  tind  gibt  beide  an. 
Dabei  ist  jedoch  eine  Lücke  gelassen,  denn  es  fehlt  der  Ana. 
druclc  für  den  (2r— l)ten  Partialhrnch  dieses  KeltenbrocbSt  der 
oben  angegeben  ist. 

Diese  Lücke  findet  eich  gleichfalls  ausgeüBllt  In  meiner  Ah- 
handlung  über  Kettenbrfiche  nebst  ihrer  Anwendung  auf  die  Be- 
rechnung der  Quadratwursetn  und  diophantiscben  Gleichungen, 
welche  im  49sten  Bde.  von  Crelle's  Journal  schon  Im  Jabre 
I85S  erschienen  ist,  und  die  der  Herr  Prof.  Strebike  nicht  gekannt 
CD  haben  scheint. 

Ton  einem  PriorHktsatreite  kann  Im   vorliegenden  Fall«  wobi 
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Kede  sein,  ila  die  Sache  bei  ilem  vorimndenen  That- 
hd  flieh  von  sellist  entsclieitlcl.  Wenn  aber  durch  die  Worte 
1  Iniigtrer  Zeil"  ein  l'rioriliilsrecht  meiner  Atihnndlung  gegen- 
t\a  An6[iruch  genommen  werden  sollle,  so  dürfte  eine  Wah- 
vda^et'eo  um  so  gereclilferligter  erstheiiicn,  da  der  Uruck 
f  AbhnndluDg  durch  ein  ticeonderes  Misiigcscliick  (das  ein- 
bdele  ManuEcripl  galt  lür  Terloreii)  ilurcfa  eiue  lange  Reih» 
Uafarcn  TerzSgerl  ivurüe. 

|)ie  nhcn  mitgelheillcn  Gleichungen  aind  vieler  Anwendung 
^  and  halten  den  Vorzug,  dass  sie  zur  BerecliQung  nnd  Ana- 
i^rlbung  im  fi[ieciel]en  Falle  sehr  bequem  sind,  »as  ich  auch 
(clign  in  der  (;coaiin(ou  Abhandlung  atigedeulct.  aber  nicht  naher 
■Qsgefubtt  habe.  Sie  verhandeln  bEtspieUtvcise  die  Ausziehung 
der  (fuadratiTurzeln  bekanntlich  in  eine  einfache  Division,  und 
fci'fincn  tu  jedem  Grade  der  Genauigkeit  ohne  besondere  Mühe 
gesteigert  »erden. 

Auch  Herr  Ür.  Simon  hat  auf  die  Wichtigkeit  der  periodi- 
*cben  Kctteobrfiche  und  ihre  Annendung  in  einem,  mit  eben  so 
Heier  Sachkeniiintss  als  Scharfsinn  geschriebenen,  und  mit  »ei- 
tern interessanten  Folgerungen  bereicherten  Aufsätze  im  33iiten 
ßd«.  S,  dJö,  n.  ff.  dieses  Archivs  aufmerksam  gemacht,  Horaaf  ich 

^^^^Die  ron    Clauaen  gegebene  Gleichung  Nro.  13)  erscheint  in 

^^^^L  und  geschlossenem   Ausdrucke.    Aber   nicht  jeder  kurzs 

^^^^nck   ist  eben  d^snegen   zur  Anivendung  bequem.     Nnmeiit- 

^^Hkbt  er  an  Brauchbarkeil  und  Kcquemlichkeit  dem  in  I\'ro.4) 

^^^^■eneii  weit  nach.     Soll  er   zur  Ausiverthung  benutzt  »erden, 

^^^^Hitsst  er  die  Darstellung  eines  WurzeUverlhcs  nnd  dann  dea- 

^^W^oten*Iriins  in  sich,    "as  immer   eine  mühevolle   f\rbeil  ver- 

*"bbcJj1.     Man    kann    ihn   aber    zur    Anwendung    bequemer  durch 

•^niformung   machen,    »as    im    Folgenden   geschehen    soll.     Aber 

AUcb  dann  steht  er  noch  immer  an  Bequemlichkeit  dcni  in  Nro.  4) 

Scgebcncn  nach. 

I  Folgenden    soll  nun   die    Brauchharbeit  der  vorstehenden 
I  für  die  Anwendung  nliher  nachgewiesen   nnd  daran 
I  Erörterungen    Qber    die    Eigenschaften    der    {leriodischen 
ibrüche  geknüpft  werden. 

§.2. 

Ber  Ausdruck  Nro.  13)  j.  ).  ISsst  sich  dadurch  einfacher  dar- 
dass    man   i  aus    Zahler    und    Nenner  wegschafft.      Man 
■  dann: 


■  er:  Veb.  ille  Nätierungsverlhed.  perlod.  KetlenArach» 

"G+v^^'r-G-V"^')"" 

(n+  Va'Vi)'*'  -  (o  -  V<i»+  4)'+<' 

Setzt  man  nun  d«r  Kürze  wegen  Va^  +  4=  v<l,  eo  erhält  man, 
wenn  man  die  Binoralen  entKickell: 

(g  +  Vt)'— (a-Vy)' 
(n  +  V»)r+r— (o- V»)'+' 
_       2rar-iyi-|-2(r)^n.^y|4.g(f)^ar-ay*-f.... 
-  2(r  t  IJoji  +  2(r+  l),o'-',lt2(r+l)jn'-«9'+..-' 

D«  in  dieser  Darstellung  2r/i  aus  dem  ZShler  iregßllt,  so  erbXH 
man,   wenn  sofort  9  =  n'+4  gesetzt  wird: 


ÜXo.a )  = 


G^V^t')'-G-Vf^)' 

G.v?..r-G-v^^'r  ^ 


„       2(r«--'  +  (r),a^'(a«  +  4)-f(r),o--»(a«-f4)«+.-) 
-(r+l)a'  +  (r+lJ,a'^(««  +  4)  +  Cr  +  l),a'-*(a»+4)»  +  ....* 

Die  RMhen  brechen  ab,  wenn  ein  Glied  In  0  flbei^fat 

Wie  schon  oben  angegeben  »nrde,  hat  man: 

'  =  *  =K{a    ~a  a   ~u       )■ 

a  —  —^   ^         a  +  — --J 

a y  -a+ j- 

a 0  +  ^—.... 


G+v?-ir-G-v^r 

nndbleraas  erhSltman  nach  dem  angegebenenEotwlckehuigsgmiig« : 
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,     8(rf-l-Hr),a'-'(»'-j)  -f  (r).n'-'(.'-4)«+  ....) 
^+l).f  +  (r  +  l),o'-«(«'-4)  +  (r  +  l),»'-'(.,»^=4j5  +  .... 


I  Nrci.  1)  UDd  Nra.  3)  erblill 
\  aml  ^ra,  7)  j.  1. : 


BOfort  mit  HückBichl   anf 

■'^'-f(r— 2)«i'-»+(r— 3),n'^4(r— 4),a^-'.... 

Unr-'  +  (r). «'-■(»' +  4)  4-  (r).<.r-'(a«+4)'  -f ....) 
y+l)o'  +  (r  +  l;,a'->(o'+4)f(r  +  l).o'-'(a'  +  4)«  )-.... 


(o  +  V>+4)'t'-(. 
-(r-ä)n-'+(r-3),..' 


-V^i*+4>+'' 
-fr-4),  »'-'+— 


.'—(r-l)o'-«  +  (r-2),o—'-(r-3),  «'-•  +  .... 

ijra-'  t  (r).  n^'Co'  -  4)  +  (r).a— (a'-4)'4- .... 
E(r+l)o'  +  (r+l),o'-'(«'-4)+(,.  +  l),o'-«(o>-4)«+.,:. 

(ii4-V";ii3:4)'— (g— V>^)r 


^2 ^: . 

(o+  V"o«— 4)'*'  — (o- V^'— 4>+' 

Vm  hann  hiernach  in  Nrn.  4)  um)  Nro.  5)  die  eine  Darstellung 

i  ditt  anderen  ersetzen.    Man  erkennt  aber  jelr.t  sehn»,  rl.ass 

■  ante  Form  in  heiJen  Darstellungen   bei  weitem  die  bürxere 

4  bequemere  ist;    die  zweite  Form  schreibt  bei  weitem  mehr 

CmWle  vor,  und  die  dritte  die  meisten  und  milbevolleren.   Die 

I  Fnrroeo    haben    den   Vortheil    vor  den  dritten,   dass  die 

ulrticke  entiernt  sind. 

idet  man  diese  tileichnuKen  auf  den  Kettenbrnch 


«(3.3,....)  = 


äf+l 
■TTi 


ibt  sich  für  den  8ten  Partialbrueh  dircct  folgender  Werth 
>•  4}  {.  I.  und  Nro.  1)  dieses  Paragraphen: 

,  „  ,      ,  3'  +  ».3'+10.3't4.3 

*•<•'•''•■'-  3'  +  7.3«  +  Ij.Ss  +  lO.SäTI 
ai87  +  l458  +  !i70  +  lä  31127 

"6»I+5I03+I2HI  +  1IO+|— läiiTB' 
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7) 

^^«  2f8.y  +  56.3M3  +  66.3».13«-f8,3,13«) 

Kg{ö,  ö,..^)  —  9.38  4.^.a«.|34.i.26.3«.13<-f36.3>.13*+J 

_         2(17496+176904+255528  +  52728) 

""  59049  +796068  + 1724814  +  711828  +  2^61 

1005312  _  3927 
"  3320320  ""  12970' 

1 
För  ir(3,  -3,  3,  -3....)  =  j^3|  ergibt  dch  ans  Nro.  7)  io 

3^ 

Um— 

$.  1.  and  Nro.  3)  dieses  Paragraphen : 
R^     jrr^      2^      3  3^^6,3«  + 10,3»-4.3 

2187—1458  +  270—12  987 


-"  6561 -5103+ 1215  — 90+1 ""  2584' 

ox  r  .-i      q      ._     2(8.3^+56.3^6  +  56.3»,5»+8.3.5») 
y;  Ä«^'>»-^>--^-9.38+84.3«.5^.126.3*.5*+36.3».6»+5« 

_      2(17496  +  68040+37800+3000) 
^  59049  +  306180+255)50  +  40500+625 

_  252672  _  987 
""  661504  —  2584* 

Diese  Darstellungen  zeigen  deatlich,  und  deswegen  wmien 
sie  etfvas  ausfübrlicher  angegeben,  die  Vorzuge»  welche  die  Aus- 
drücke in  Nro.  6)  und  8)  vor  denen  in  Nro.  7)  und  9)  haben.  Der 
▼on  Claus en  gegebene  Ausdruck  ist  auch  nach  der  UmformaDg 
für  die  Anwendung  weit  unbequemer«    denn  er  häuft  eine  Menge 
Geschäfte  und  grosse  Zahlen  zusammen,   die  in  Nro.  6)  und  ^ 
nicht    gothig    werden.      Die    Ausdrucke   Nro.   6)   und   8)    gebe^ 
die  Zablenwertbe  in   kleinster  Form   und    haben    den    Vorth^ 
dass  diese    in   beiden  Ausdrücken  wiederholt  vorkommen»  x^^ 
rend  die  Aasdrücke    in  Nro.  7)  and  9)  verschiedene  Zahlen  f^^ 
Ten,  also  doppelte  Arbeit  veranlassen. 

Die  vorstehenden  Ausdrücke  haben  ins  Besondere  den  Vi 
theil,  dass  man  den  Werth  eines  einzelnen  Partialbruches  dtn 
and  unabhängig  darstellen  kann,  während  nach  der  gewöhnliche  ^ 
Methode  alle  vorhergehenden  Partialbrüche  aufgefunden  werd#>^ 
müssen,  um  einen  bestimmten  Partialbruch  geben  zu  können, 
bei  sich  ein  einmal  begangener  Fehler  durch  alle  spftftern 
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Ibriehe  fortschleppt.  Beide  Methoden  können  zur  gegenseitigen 
•troie  dienen.  Die  Partialbrüche  des  Kettenbruchs  Jr(3,3, ....) 
I  Bim  8ten  sind  der  Reihe  nach: 

360 

'^  -  3927 ' 

3927 
^•~i2WÖ 

ie  de»  Kettenbrnchs  £(3,  —3.  3,  — 3....)  sind: 

n-  144' 

144 

•~377' 

'^-987' 

p  --987 
'^  ~  2584" 

Für  eingliedrige  periodische  Kettenbruche,  deren  Element  eine 
,«nde  Zahl  ist,  gehen  die  AusdrOcke  in  Nro.  1)  and  3)  in  ein- 
icbcre  Formen  Aber  und  man  erhSit  nach  den  nothigen  Rednctionen ; 

-        ro^*  +  (r)3  a'^-»(a«+ 1)  +  (r)fta'-»(a»  ±i)!.+  i::^_ 
"'(r+l)o'  +  (r+l),a'-«(a«+l)+(r  +  l)7^-*(«Hl)'+"' 


/»l 

-3' 

/». 

3 

-lö' 

/». 

10 
-33* 

^»4 

33 
-10« 

kfl     ET/' 

Drac 

Pt 

ns  A(t 

I 

=  3* 

p* 

3 

-8' 

p. 

8 
=  21' 

p* 

21 

«(Sf.  —2a,  2a,  —2a....)  = 


II) 

(^  -f  V  q>„  i)r ,  (fl  ^  \^;nri)r 

(a  +  V'i^^r+i  —  (a  —  Vil*^=n)'-4^> 


T.a^^  +  (r)^ar-^(a*^l)  +  (r)afl'-»(ii»— 1)»  -|- .... 
■"  (r +  !)«'• +  (r  +  I)3a'-«(a«-l)+(r+ 1)5  a'--»(fl«-I)«  f....' 


§.3. 

Besondere  Brauchbarkeit  zeigen  die  Gleichungen  Nro.  4)'(>) 
L  bei  Darstellung  der  Zahlenwerthe  der  Quadratwurzeln. 

TUUXLin.  21 
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Siebt  man  von  der  gewubniichen  Methode,  die  Quadratwur- 
zeln durch  Kettenbrfiche  zu  entvvickeln,  vorerst  ah,  so  ist  su  be- 
merken, dass  sich  die  Quadratwurzeln  aller  Zahlen  auf  ein-  and 
zweigliedrige  periodische  Kettenbruche  von  bestimmter  Form  zu- 
ruckführen  lassen,  wie  ich  schon  in  der  oben  angeführten  Ab- 
handlung gezeigt  habe. 

Jede  Quadratwurzel  lässt  sich  unter  der  allgemeinen  Form 

darstellen,  worin  m  die  nächst  niedere  Quadratwurzel,  /7<2m-|-I 
ist  und  m  und  p  ganze  Zahlen  sind.  Verwandelt  man  nun  den 
vorstehenden  Wurzelausdruck  in  dieser  allgemeinen  Form  in  einen 
K«ttenbruch,  so  ist: 

1 — =-  =  ?/i. 

Der  Rest  ist  V^wi*+p— iw.  Wird  mit  diesem  Rest  in  den  vori- 
gen Divisor  getheilt,  so  hat  man: 

l Hym^-S-p  +  m)  _  2m 

V^m2~+~jp  —  m  ~"  P  ~P' 

Dieser  Quotient   ist    das  erste   Element    des    fraglichen   Ketten- 

briiclis.  Der  entstehende  Rest  ist  Vm*+/?  —  m.  Wird  hiemit 
in  den  vorigen  Divisor  {p)  dividirt,   so  entsteht: 

P piSTni^-lp^-in)  _  ^ 

STvi^  +  />  —  w*  P 

Dieser  Quotient  ist  das  zweite  Element  des  gesuchten  Ketten- 
bruchs. Setzt  man  dieses  Verfahren  fort,  so  kehren  die  gefunde- 
nen zwei  Quotienten  wieder.     Es  ist  daher  allgemein : 

1) 
V  ///*  +  y>  =  m  +  4-^  =w  \k(  --,  2//I ;  —*,  2w ; ...  Y 

'Im  +  \^ 

7+   ^ 


2;/i 


Durch    Anwendung    desselben    Verfahrens    erhält    man    folgende 
Darstellunij: 


I 
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27/1  +       J 


2m"" 
=  m-\r  Ky—^,  427/1 ;  -  ^*,  +i>//i;  ...J 

Wird    V/w^dbJ  auf  dieselbe  Weise  behandelt,  oder  was  dasselbe 
ist.,    wird    p  =  ]   gesetzt,   so  entsteht: 

3)  .     .  Vm«+~l  =  w  +  27"|  .    1        =//i  +  A'(2///,2///,2/ii,....), 

2//t.... 

4) 
V^m*— I  =»w  +  ~ip  ,    I  =//i+/f(-2///,27/«,— 2///,2/ii...,) 

2^+     1 

—2m  +  2 

2/w 

=  m—  K(2m,  —  2wi,  2//i,  —2///, ....). 

Da  in  Nro.  1) — 4)  alle  Quadratuurzeln  begriffen  sind,  so  ist 
die  obige  Behauptung  gerechtfertigt,  dass  sich  die  Quadrat- 
wurzeln aller  Zahlen  durch  ein-  oder  zweig  liedrii»  e 
periodische  Kettenbrüche  darstellen  lassen. 

Wendet  man  nun  die  Gleichungen  Nro.  4) — 6)  §.  1.  auf  die 
Darstellungen  in  Nro.  1) — 4)  an,  so  zeigt  sich,  dass  die  Formen 
Nro.  5)  und  6)  §.  1.  nach  den  gehörigen  Reductionen  in  eine  zu- 
sammenfallen und  dass  man  nicht  nüthig  hat,  zwischen  geraden 
and  ungeraden  Partialbrfichen  zu  unterscheiden,  und  es  folgt: 

5) 

^-^^r— _     ,  p  [(2m)r-i  -Kr~2)  (2///)»--«  ./^+(r->3)^  (2//i)r-g.  p^  f....  | 
Vm  +/>—!»+  (2,|,)r^.(,._|)(C2w)'-^.;?  +  (r— 2)a(27/i)'^-»./>2  +  ....  ' 

5 _       y[(2ro)''-*~  (r-2)  (2yw)^-».p+(r~3)^(27//y-^/>^-....J 

"  — p  — m      (2m)''  — (r-J)(2wi)'-*.;?-f(r-2)4(2//iy-*.;y^-.... 
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Auf  diese  Gleichnnp^en  lässt  sich  der  von  Clausen  gßgthm 
Ausdruck  vorerst  nicht  anwenden.  Dagegen  erhält  man  m 
Nro.  4)  und  7)  §.  1.  und  Nro.  10)  und  11)  $.  2.: 

7) 

ym  ±1— iii±  (2/ii)'-db(r-1)(2m)''-«+(r— 2),(2m)'-*±....  ' 

8) 

^  »*  ±'=^±(r+i)mr+(r+l)8m''-»(m*±I)+(r+l)5m'-*(m«J:0H. 

Die  Gleichungen  5) — 7)  bieten  den  Vortheil,  dass  sie  durc 
die  gleichen  Zahlenwertbe  zwei  correspondirende  Wurzelwertb 
geben ,  was  bei  Nro.  8)  nicht  der  Fall  ist.  Wendet  man  nuu  dh 
vorstehenden  Gleichungen,  um  ihre  Brauchbarkeit  zu  zeigen,  aoi 
einen  besonderen  Fall  an,  so  hat  man  zur  Darstellung  voo  V2? 
und  V23  m=5  und  p'=2  zu  setzen,  und  man  erhSit«  weou  r=;5 
gesetzt  wird,  aus  Nro.  5): 

0) 
V27_5  +  io»  +  4.10».2  +  3.10.4-^  +  13515  =  8.19615W232. 

auf  8  Decimalstellen  richtig,  die  9te  Zahl  ist  um  die  Cioiieit  a 
gross.     Aus  Nro.  6)  vrird : 

10) 
«/oq_K       2(10*-3.10«.2+4)  2351        .,,>««„«.      ' 

auf  8  Stellen  richtig.  Die  9te  Ziffer  ist  um  eine  Einheit  n 
gross.  Wendet  man  nun  die  Gleichung  7)  auf  Darstellang  <** 
V20  und  V24  an,  so  hat  man  m  ^  5  zu  setzen.  Nimmt  *** 
dann  r  =  6  an,  so  entsteht  der  6te  Partialbruch,  und  man  erUK'- 

II) 
./Oft     K  .      10» +  4. 10»  +  3. 10         ^  .    104030     ,  „,^,„,,«m 

auf  II  Stellen  richtig.    Die  12te  Ziffer  ist  um  die  Einheit  lokle**' 

12) 
wo^_K         10»- 4. 10» +  3. 10        „      96030        „^^„-«sö 
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«nf  10  Slcllen  ri«lili|!.     Uiti  llle  ist  nni  3  zu  klein.     Aus  iNro.  8) 
»fUll   Diao   far   i>=ff: 

fTS«  +  K .  5* .  -20  +  'i  1 . 5« .  26«  +  26» 
i7M)-f(HO00  f  202M0 


13).   .    V20  =  5  + 
=  5  + 


1(W375  f568750+354WOf  17576 
10J(ßü 
lÖSWiOl ' 


li^  ^J-K  (i.8'+20.S».gJ  +  6.5.24' 

"' •  ■    v-M  — o     7.5«  +  35.5'».24  +  2l.5'.24«  +  24» 


18750 +  00000  i  17-280 


=  5— 


100375,+ 525000  +  3Ö-J4Ö0  f  1 3824 
(^KtO 

östöyy 


Di»  Ausdrficbe   in   Nro.   13)  und   14)   fuhreii    auf  die    gteicben 
KeeulUte  wie  ll)uiid  12),  und  diesü  bestätigt  die  Richtiglieil  dor 
i0  Mra.i^)  aufgutitelKen  (ileichunßen.     Die  Auaiverthung  gesthiehl 
I  nil  pfisnercr  Mi1he  und  auf  zieitilichein  Umweg. 

•  Gleich n II );«ii  5) — 8)  liabon  d«a  Vorxug  vor  der  gewi'ihnlicIiL'n 

,  daas  die  (Jm Handlung  der  Wurzcigrüsac  in  einen  Kelten- 

,  di«  bei  jener  iiumet  »üthtg  ivird,   ganz  ivegl^llt. 


I»  «ro.  S) 

HKde. 
tSmeb,  dii 


Vm  grosser  Hrancbbariceit  «ind  die  Gleichungen  Nro.  10)— 12}  ] 
$.  J.  rineni«ita  für  sich  selbst,  und  andererseits  dadurch,  dass 
Ihrer  Hülfe    d)e   bUhrr    nufgefandenrn  Darstellungen  noch  be<|u«- 
tnet  aiid  cdnvvrgvuter  gemacht  werden  hSniien. 

tat   nSmik'h  die  Wurzel  einer  heslimralen  Zahl  A  na<;li   der 
getfüho liehen  Methode   durch  einen  periodischen  Kellenbruih 

\'A  —  irt  +/f(«| ,  «, R.;  fl, ,  (I,, ....  a«; ....) 

dargeatellt ,  so  hat  man  nach  den  Erilrlerungon  von  f.  I.  und  Q.  2. 
fa^eitdea  Ausdruck,  je  nachdem  die  <>liederauzahl  dci  Perlode 
(k)  gerade  oder  ungerade  ist: 

I)..     v/J  =  »if  j^JZ.-iTÄ(5.TÄ.  S.  f  »■..-. ,i 

-""»■Sr;'  -'^  (s+ Vs*T^^'^■-(Ä-VSST4)'^»'■ 

m«  oberen  Zeichen  gelten  für  «In  gerades,  die  unteiim  fi 
da  ■Bgeradaa  n,    —  bedeutet  die  nXcbsl  niedere   Wurtel    vt 


"'^  ; 

-    j 
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A,  Zn-i,  iVn-i,  Nn,  Zähler  und  Nenner  der  »wei  letzten  Pur-J 
tialbriiche  des  isoljrten  Kettenbruchs  K{tti,a^  ....  a»),  ferner  Itij 
S  =  ]Vn  +  Zn-i  ■  Hieraus  ergeben  sich  nun  nach  den  bisbeiM 
»en  Entuickeluugen  folgende  Darstellungen  zur  weitem  Benutzniig] 
für  einen  periodischen  Kettenbruch  von   gerader  Gliederansahl: 

2) 

,._     ^     ^    XI  .S»--'  -(r-2)  »-»  +  (r-3)«5'-»-...., 

VA  -  m  \  ^^^  l^„_i  -  5r  _  (,. _  I)  Sr-a  +  (^r-1)^  »-*  — .  J 

-  "^  +  iV«-i '  ^"-'  ~  Ur  +  I) -S'  H;  (r  +  I)s  S'-»(S«- 4)  ^  i' 

/  +  (r  +  I)» «'-■»(««— 4)«....  ( 

für  einen  mit  ungerader  Gliederaniahl : 

3) 

.^_     ^     »    r^  5r-'  +  (rl-2)Sr-»  +  (r-3),^-»  +  ... 

V.^-Tf«  +iV;,_i'^    ""'  +  Ä'  +  (r— 1)Ä'-«  +  (r— '2)«S'-*  +  ....J 

j.  J-ry        .  2(r5^-H(r),S^«(.SH-4)-Kr)5S^-»(.S'+4)«...). 
- '"  +  iV„_,  ^'^»-'  +    I  (r  + 1)  Sr  +  (r+ 1)3  Sr-a(Ä«  ^.  4)  .  J- 

f  +(r  +  l)5S'--»(S«  +  4)«„..  t 

Wendet  man  die  gewonnenen  Resultate  auf  die  Darstellung 
von  VI3  an,  so  hat  man: 

VIS  =  3  +  K{\,  1,  1. 1.  6;  1. 1. 1, 1, 6; .. .  .)• 

Hierin  ist  fi  =  5,  m  =  3,  und  aus  K(l,  1, 1,  1,  6)  erb&lt  man 
sofort  Z4  =  3,  N^  =  5.  iVj  =  33  und  Ä  =  36.  Es  kommt  daher  die 
Gleichung  Nro.  3)  zur  Anwendung  und  es  ergeben  sich,  wenn 
r=l,-2,  3,4  gesetzt  wird,  der  9te,  Ute,  19te  und  248tc  Partial- 
briicii  für   V'13 : 

V/|3  =  3  f  l  (3+j^)  =  3  +  {^  =  3,6055550. 

V^  13  =  3  f  i  (3  f  3ßTqri )  =  3  +  g^g  =  3,60555124 , 

Vl3  =  3f' .(3  F;},53+^j{ß)  =  3  +23364Ö  =  3.605551275464; 

VI3  =  3  +  U3^J5^J4~,)  =  3+^^^|^|=3.6055512 

Die  letzte  Zahl  ist  wohl  auf  14  his  15  Stellen  richtig.  Die 
aus  der  zweiten  Form  in  Nro.  3)  fliessenden  Ausdrucke  sind  nicht 


rv 
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^•Rliirt  Sie  geben  die  gleichen  Werthe.  Ihre  Auswerthung 
cht  aber  mehr  MQhe.  Für  den  24sten  Partialbruch  (r=4)  er- 
11  man: 

,.,o      ,r>>  ,         2(4,36» +  4.36(3ffl +4))  5097243 

^"—  '^'^^  5. 364  +  10. 36«(36«  +  4)+(36H4)^"''*"*"  8417525* 

Die  PartialbrQche  von  Vl3  ^sollen  der  Vcrgleichung  wegen 
r  stehen  : 

_  _2378 

)••••      "i   —  *»  '18  —  3927' 

p    -?  p    ^259J0 

.      »  —3'  ^>*      42837' 

p    -3  p    «29867 

'^*  ""5*  ^"""49322* 

_20  _  55807 

^»  —33'  ^*'^"~"  92159' 

23  _  85674 

^ö  —  38'  ^"  —  141481' 

_  43  «    _  ^4*481 

/^r  —71»  ^1«^  233840' 

_66^  934560 

/'s  —  109 •  /ao  -  1543321 ' 

_109  1076041 

^«  —  180'  .    *'  ""  1776961  * 

_  720  _  2010601 

^*«  "  1189'  ^  ""  3320282 ' 

o    —  ?29  _  3086642 

^"  ""  1369'  ^^  ~  5097243' 

_1549  5097-243 

**~2558'  ^*4  —  8417525* 

Hieraus  bestätigt  sich  die  Richtigkeit  der  mitgetheilten  Glei- 
iDgen.  Bei  Benutzung  der  Gleichungen  von  Nro.  2)  und  3)  wird 
»  Schrift:  Canon  Pellianus  auct.  C.  F.  Degen.  Hafn.  1817, 
>  die  periodischen  KettenbrQche  von  V2  bis  VIOOO  angegeben 
id,  gute  Dienste  thun,^ 

Ganz  leicht  und  ohne  u*eitere  Vorbereitung  lassen  sich  die 
ticbaogen  jVro.  2)  und  3)  auf  eingliedrige  periodische  Kettcn- 
Icbe  von  der  Form: 


t 
I 


'•'""■■  Veö.  die  yak  "^^ 

aiiH^enden.    p.  ^.  ,  "*  '*^^^'^  +  «(2m  2..    > 
Bed.-«        *  ff*'*en  dann  «^    "»gerade  r?  1*'"'  «" 

.  -^-  +  ^^,.  ''      +^«-2).(2«;,^ 

»•«"»  «.od  far  «  rf,    , 
2»'  Dar«f«,,  ^  ^«We»  3.  «    , 

v2^,      I  ^>         "•  ^^ -«^'e..  r.,  . 

=  1^80782  •^^TT?^ — 

"•"^  9  Decin.  .  '^^  "  ''<«2i35623 

»•  3.  gefundenen  ß.    , 
und  '^^'"*^f*J'.2«...2,« 

*•*'  feü^^e    '?*  "««'•  dem  •  '  ^'"'  -2«.      , 

"'^''«  «"«landein,   Z.^^^^^'^  ^orori'^tL  \  '^^'  «  ^«^ 


j 
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GleichangeD  Nro.  2)  §.  4.  in  Anwenduog  kommen.    Da  aber  für 

Vm^-hp  nud   yfm^-'p  verschiedene  Gesetze  gelten,  so  bat  man 
beide  Formen  lu  trennen. 

Die  Form  STm^+p  ordnet  sich  unmittelbar    dem  in   Mro.  t2) 
}.  4.  liegenden  Gesetze  unter,   daher  bat  man : 

3) 

AT-Trr-     „j.     *    rz  5^-' - (r-2) »-»-Kr-3), 5^»—.. . 


_..  _1_  r T  2(rg'-'+(r),5^-»(S«-4)t  (r)»»-»(S«-4)«...) , 

=  "•  +  iV.-i  l^-»-  j  (r  + 1)  Ä>  +  (r  +  l)s  S'-«'(S«-4)  j  ' 

.}  +(r+l),Sr-*(S«-4)«....  I 

unter  folgenden  Bedingungen: 

■ 

4)  ^ 

_  (2m)-«  (2m)-*  (2m)-« 

^•-1  =  — j^^-  +  («— o)  — iZ4-  +(»— 4)a — -::^  + ...., 

p  t  p  t  fT- 

(2m)-i  9xC2«)-»      .       Qx  (2»")-* 

iV;ii-i= s — -f  (n— 2)--^j^— -f  (it— 3)a     ,,4     +...., 

(2m)"  ix(?lü)!l!.,„_2^  (?!ü)-* 

-w«    =  — j-  +(it  —  1;      jjz«—  +  (»— ^)«  — S^r^—  +  ••••» 

fi*  p  *  p  ■ 

für  ein  gerades  n,  nie  die  Voraussetzung  verlangt.     Die  Bedin- 

gvngs- Gleichungen  Nro.  4)  ergeben  sich    aus  Nro.  5)  und  6)  §.  1., 

2m 
wenn  a  ^ — •  6=  2m  gesetzt  wird,  nach  den  nuthigen  Reduc- 

tionen.  Ist  p  ein  Tbeiler  von  2m,  so  fallt  p  weg.  Ist  aber  p 
kein  Theiler,  oder  nur  theilweise  ein  Tlieiler,  so  entstehen  Uruch- 
fernen,  die  als  solche  bei  der  Einfahrung  beibehalten  werden 
■fisecn. 

Soll  hiernach  Vl3  =  3-f  ir(%,  6;  ^«»O;"--)  umgeformt  wer- 
den, so  erhält  man  aus  Nro.  4),  wenn  n=:4  gesetzt,  also  vier 
Gfieder  als  eine  Periode  betrachtet  werden : 

'w       ^  ^^      lix      nj      6'      2.6      33 

6^     3  6* 
iV4=ji  +  -Y  +1  =  109    und    S=1I9, 


i 

i 
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und  man  hat  für  r  =  1,  2  aus  Nro.  3): 

5) 

Diese  Wertbe  fallen  mit  dem  ISteo  und   19ten  Partialbradie 
von  Vl3  zusammen,  wie  sich  aus  Nro.  5)  §.  4.  ergibt. 

Man  kann  übrigens,  wenn  p  kein  Theiler  von  Im  ist,  /in' 
folgende  Art  entfernen.     Aus  Nro.  4)  ist: 

Zn-i  =  -^[(2m)"-V  +  (n-3)(2i»)«-*.p«  +  (n-4)8(2m)-«;i'+-: 

iV._,  =  i  [(2i»)»-»  +  (tt - 2) (2m)"-» . p  +  (« - 3),  C2»i)»-« .p*  + ...] 

pi 

1^»=  -^  [(2«0"  +  (m— 1)  (2m)»-«.;>+(n— 2)t  (2m)«-4./>«+...]=-i^"'' 
P»  ;^ 

S  =  iV,  +  Z,-i=  i(Ar„'  +  Zn-i')  =  -„Si. 

Werden  diese  Werthe  in  die  erste  Form  Nro.  2)  §.  4.  einge^ 
so  entsteht: 


n 

3 


6).    .    .    V^  =  V^m^  +  7>  =  m  +  £^,p^-gJ 


Hier  hat  P  folgende  Form: 
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wenn  die  Potenzen  von  p  geordnet  und  die  gemeinsehartlichen 
Factoren  ausgeschieden  werden.  Für  Q  entsteht  auf  gleiche  Weise: 

Werden  diese  Werthe  in  Nro.  6)  eingeführt,  so  ergibt  sich: 

Schreibt  man  nun  statt  P'  und  Q'  die  durch  sie  angezeigten 
Werthe  ein,  ebenso  die  aus  Nro.  5)  für  Nn^i\  Zn^i',  Nn  und  iS^ 
geltenden,  so  erhält  man  dann  folgenden  sehr  bequemen  Aus- 
druck, da  mau  die  Striche  weglassen  kann, 

7)  .   .   . VA  =  wi 

unter  folgenden  Bedingungen : 

8) 
Z.-1  =  |i[(2i/i)«-«  +  (ii-3)(2m)»-*.;;  +(w-4)2(2m)«-«.;>«....J, 
iV,-i  =  Oim)--i  +  (n  -  2)  (2/11)"-».  ;j  +  (m — 3)«  (2wi)--»./i«.... 
«n     =  (2m)«  +  (w  - 1)  (2w0-*./>  +  (M-2),(2//i)'-*.p«+ .... 
S       =  AT«  +  Z„-i 

bei  geradem  ii.  Dieser  Ausdruck  bringt  jeden  Kettenbruch  auf 
zwei  Glieder  zurück  und  gibt  den  Werth  der  fraglichen  Partial- 
brfidie  in  jeder  beliebigen  Genauigkeit. 

Das  ganz  gleiche  Verfahren  ist  bei  der  Umwandlung  der 
zweiten  Form  in  Nro.  2)  §.4.  anzuwenden,  wobei  jedoch  die  die 
■filteren  Glieder  begleitenden  Ausdrücke: 

wm  berücksichtigen  sind,  die  in  folgende  übergehen: 

.S,«-4^«       (*\*— 4;i")« 
~;)l*"       '  7;i^"~''  •• 

Seilt  man  sofort  diese  Werthe  ein  und  macht  die  «\citcr 
■«(Mgen  Reductionco,  so  erhalt  man  aus  Nro.  2.  §.  4): 
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9) VA  =  m 

^  +(r+l)5S^-«(S«— 4;i«)«....  1      i 

unter  den  in  Nro.  8)  angegebenen  Bedingungen. 

Wendet  man,  um  die  Brauchbarkeit  dieser  Gleichaogen  in 
zeigen,  sie  auf  DarBtelluog  von  V28  an,  so  hat  man  m=5»  /)=3 
zu  setzen.  Nimmt  man  dann  n  =  4  und  r=l  an^  so  ist  ans 
Nro.  8)  Z3=309,  ^^3  =  1060,  iV^ss  10909  und  ^  =  11218  und 
man  erhSlt: 

^28=5+i^(309-jj^)  =  5+  ^^  =  5,29150262213. 
auf  10  Decimalstellen  richtig.    Die  Ute  ist  um  die  Einheit  zu  gross. 

■§.6. 
*  Um  die  Gleichungen  Nro.  2)  §.  4.  auf  die  AusdrQcke 

a/ — s .  M,^     2w  _  2m   ^ 

1)  .   .   .  Vm* — p=zm  +  K( —  —  ,2/ii;  — — ,  2m; ....) 

=  m — Kl  — ,  — 2m;    — ,  — 2m;...,  ) 
\P  P  / 

anwenden  zu  können,  hat  man  den  Einfluss,  welchen  dieZeicfceo 
auf  Zähler  und  Nenner  der  einzelnen  Partialbruche  Oben,  aoza- 
gebcn.    Man  kann  hiebei  die  entwickelte  Darstellung  der  Pariuil' 
bruche  eines  Kettenbruches  /^(ax,  02»  .•.*  an): 

p,  =  '-. 

'       «iff«ff3  +  ai +  «s' 

^4  — 


Oia^a^a^  +  «1(12  +  «104  +  «s«4  +  1 

u.  s.  w,  zu   Grunde  legen  und  dann   die  Zeichen  einführen,  ^^ 
man  kann  die  Gleichungen  Nro.  5)   und  6)  §.  1.   hiefOr  benu^'^' 

Für  die  Partialbröche  des  Kettenbruches  /r(-  — ,  2m;  -  — ,2i^i"^ 

p  p 

ergeben  sich  folgende  Formen: 
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weoD  II  ungerade  ist  und 

wcDn  N  gerade  ist.  Für  die  Partialbruche  des  Kettenbruchs 
XI — ,  —am;  — ,  — 3m ;....)  entsteht 

frenn  n  ungerade  ist  und 

-j^  —  Z211.1       j    »1        +  &« 

wenn  ii  gerade  ist.  In  beiden  Fällen  ergibt  sich  für  die  Zeichen 
der  Zähler  und  Nenner  ein  Cyclus  von  vier  Formen  und  zwar  für 
den  ersten  Kettenbruch  in  folgender  Weise: 

+  ,     +,    -,     -, 
— ,    -,     +,     +, 
f&r  den  avreiten  in  folgender: 

+  .    -,    -,     +, 

Hieraus  entnimmt  sich  folgende  Bemerkung: 

8)  der  Nenner  eines  geraden  und  der  Zähler  des  unmittel- 
bar vorhergehenden  ungeraden  Partialbruches  haben  ungleiche 
Zeichen,  und  es  ist  ^Nn-it^n-x  ^r  c>n  gerades  it,  wo  gleich- 
leitig  die  obem  oder  untern  Zeichen  gelten. 

Die  Gleichungen  Nro.  2)  §.  4.  gelten  unter  der  Voraussetzung, 
das»  beide  Werthe  iV«  und  Zn—x  das  positive  Zeichen  flfihren. 
Bei  ihrer  Anwendung  auf  die  Kettenbruche  Nro.  1)  muss  die  in 
Kro.2)  gemachte  Bemerkung  in  den  Caicul  aufgenommen  iverden. 
Man  erhilt  daher«  wenn  man  die  drei  Grossen  Nn,  Nn-x,  Zn-i 
■It  den  zugehörigen  Zeichen  einfGhrt : 

V^?=^  =  m-  j^^  I  Z,_,  -f  Jj  I . 
worin 


322  0  ellin  ff  er:  üeb.dte  Näherungsieerthed.per1od.Kettetiti 

/'=(iV,-Z«_jr-»-(r-2)(A«-Z,_i)'-»+(r-3)«(iV»-ZiH-i)'-»-- 
Q = {Tf^Zn-xY  -  (r-1)  {Nn-Zn-xY-*  +(f— 2),(Ä«-Z— l)^-. 

bedeutet.    Schreibt  man  nun  der  Kfirze   wegen   N»  —  Z«_i  =:  I 
80  ergeben  sieb  aus  Mro.  2)  §.  4.  folgende  Gleichungen : 

3) 

1    ,„  iy-^—{r—1)D'-H{r—9)tiy-*—.~ 


_Lrv       .  2(rP^-^  +  (r)3/)^-'(D«-4)  +  ....) 
-  "•  -  iV„_, l'^»-'  +  (r  +  l)Z>r  +  (r+l), ß'-«(D«- 4)+..  J 

unter  folgenden  Bedingungen: 

4) 

_  (2m)"-*     ,       „,  (Sm)"--»  (2w)»-« 

^»-*  =  p4(S"-«r  ■"  ^"  ~  ^'  '^i:^^  +  ^"  ~  *«  ^i(S^"«)'  —  •  •  •  • 

_(2m)»-i  0/2«.)"-»  ..       „.  (2"»)-» 

D      =iV,— Z„_i. 

Durch  Ausscheidung  der  p  formen  sich  diese  Gleichungen  nach  den 
im  vorigen  Paragraphen  angegebenen  Verfahren  in  folgende  did; 

5) 

._ I     ^_,         ,       pn{Dr-X  -  (r  -  2)  Or-».yn  ^  ....)_^ 

_  _Lr7        ,  2p»(rZ>r-i  ^.  (r)3Z>r-3(/)»_4^.)  ■f....j, 

-  '"~iV„_i  1"^"-*  +  (r+  l)/>'+(r  +  I)a  />-«(/>«-4p») +....' 

unter  folgenden  Bedingungen: 

6) 
Z„_i  =  (2m)«-«.p— (w— 3)  (2m)«-4.;>«  +  (m  — 4)2  (2m)«-«. />'-•-' 

iV„-i  =  (2in)«-i  —  (n-2)  (2m)"-8./>  +  (w  — 8)2  (2m)«-*./?«-..-' 

iV„     =  (2m)'«  —  (n— 1)  (2m)'-«.;?  +  (w— 2)^ (2m)«-*./?« » 

D         =A^n— Z„-i. 

Aas  beiden  folgt: 
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'       .  7) 

-  ^      JL  r y        .    2(rD^->  Kr), /)^-3(X>2_4)  4.  _)  ^ 

mler  folgenden  Bediogangen: 

«) 
Z„-i  =  (2m)" -2  -  (w  -  3)  (2/«)»-*  +  («— 4)a  (2m)«-«  —  ...., 

iVn^i  =  (2m)«- 1  —  (ii  -  2)  (2m)"- >  +  (w —3)a  (2m)—»  -...., 

A«     =  (2m)«     -  (w—  I)  (2m)«-«  +  (n-2)a(2m)«-4— ...., 

/>      =  iV,  -  Z„-i. 

In  Nro.  3) — 8)  bedeutet  n  eine  gerade  Zahl,  die  nach  Belie- 
»en  gewählt  werden  kann,  und  ivodurch  die  Kürze  des  sich  er- 
gebenden Ausdrucks  und  dessen  Genauigkeit  bestimmt  wird. 

\Vill  man  die  Partialbrüche  för  den  Kettenbruch 

V"ro*— p  =  nt  —  A^r  —  ,  —2m ;  — ,  —  2m;....J 

nach  der  gewöhnlichen  zurücklaufenden  Methode  bilden,  so  gilt 
folgendes  Ableitungsgesetz : 

worin  Oa  das  Element  bezeichnet,  welches  zu  dem  Partialbruch 
P%  gehurt« 

Uro  die  Brauchbarkeit  dieser  Gleichungen   zu  zeigen,   sollen 

einige    Anwendungen    hier    stehen.      Zur  Darstellung   von   V^23 

=  V'26— 2  bat  man  m  =  5,  und  p  =  2.  Setzt  man  nun  n  =  4, 
r=l,  so  entsteht  aus  Nro.  6)  Za  =  196,  iVa=960,  ^4  =  9404, 
1>  =  9208  und  hieraus  durch  Einföhrung  in  Nro.  5): 

^=3-9SÖ<»96  +  9-|^)  =  '»  +  S=4.79583I5233l2881, 

^f  wenigstens  13  Stellen  richtig,  womit  §.3.  zu  vergleichen  ist. 

Für   V22  ist  7/1  =  5,    />=:3  und  man   erhält  aus  denselben 
;  Öeichungen  für  «  =  4  und  r=l,  23  =  291,  ^3  =  940,  iV4=9109, 

[  *=5  8818: 


[ 
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m 

auf  10  Stellen  richtig. 

Behandelt  man  gleichzeitig   zwei    correspondirende  Wuridi 

V  m*J:  1,  80  vereinfacht  sich  die  Arbeit,  denn  man  kann  ans  dei- 
selben  Zahlen  die  erforderlichen  Werthe  fär  Zn^i,  Nu-i,  Nn,  S 
und  D  ableiten.  So  erhält  mau  fiir  V5  ans  Nro. 7}— 9)  §.&, 
wenn  n  =  6  und  r  =  1  gesetzt  wird,  Z^  =  305,  iVg  =1292; 
iV«  =  Ö473  und  5  =  5778. 

V5  =  2  +  j^2(^-5m)  =  ^  +  7i65l7g=^'^^ 

auf  wenigstens  13  Stellen  richtig.  Ans  Nro.  7)  und  8)  dieses  Pa- 
ragraphen ist 

Z5  =  209,    ^5  =  780,    iV«  =  2911.    Z>=2702, 

^^  =  ^-m^"^^  +  27*^^  =  *  +ItS  =  ''73205080756804, 
auf  wenigstens  13  Stellen  richtig. 

Man  sieht,  auf  welch  kurze  Ausdrücke  sich  die  Wurzelvrertte 
nach  der  angegebenen  Methode  zurückbringen  und  mit  wcMer 
Genauigkeit  sie  sich  bestimmen  lassen. 


§.7. 
In  jedem  periodischen  Kettenbruche  von  der  Form; 

gehören  jeder  Periode  so  viele  Partialbrüche  (7a)  an,  als  die  Pe- 
riode Glieder  oder  Elemente  hat.  Es  entstehen  daher  io  jeder 
Periode  n  gleich  liegende  oder  correspondirende  Partialbrücbe, 
deren  Zahl,  wie  die  Periode  selbst  unendlich  ist.  Man  hat  efl  da- 
her mit  n  Arten  oder  Classen  gleichliegender  Partialbrücbe  i>i 
thun,  die  sich  auf  folgende  Art  bezeichnen  lassen: 

2)   .  .    A4  (r+l)«,      ft  +  (r+l)n....  i^p  +  (r+l)n....  Pn-Kr+l)«, 

ivorin  r  alle  Werthe  von  0,  1,  %  3 00    durchlaufen  kann. 

Eine  Art  oder  Classe  dieser  correspondirenden  Partialbnicbe» 
die  (n— J)te,  findet  sich  in  den  Gleichungen  Nro.  9)— II)  §.l.^^ 
handelt  und  auf  einen  eingliedrigen  periodischen  Kettenbrncb  ao* 
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rflckgtbracbt,  woraos  in  §.  4) — 6)  mehrfache  Anwendungen  gemacht 
wnrdeD. 

Es  bleibt  nun  noch  fibrig  za  zeigen,  dass  sieb  alle  in  Nro.  2) 
bexeicbncten  Classen  correspondirender  Partialbruche  <;leichralls 
anf  eingliedrige  periodische  Kettenbrfiche  zurGcIchringen  und  sich 
aofort  direct  und  unabhängig  von  den  vorhergehenden  darstellen 
lassen.  Hiezu  bieten  die  in  §.  9.  meiner  angeführten  Abhandlung 
aofgeatellten  Resultate  die  Mittel  in  folgender  Weise: 

Trennt  man  die  ersten  p  Glieder  der  ersten  Periode  von  den 
flbrigen,  so  theilen  sich  die  folgenden  Glieder  des  Kettcnhruchs 
Nro.  I)  selbst  wieder  in  Perioden  von  n  Gliedern,  jedoch  in  an- 
derer Ordnung  und  in  nachstehender  Weise : 

3) 

K(ai,  ff^  ....  Op;  iip^i ,  ap.f2> ....  fl«,  Oi,  a^ Op; 

cip-f-i , .  • . .  a«  y  Ol  >  iij . . . .  iip ; .  •  • .)  • 

In  beiden  Darstellungen  Nro.  1)  und  3)  nimmt  jedes  Element 
die  gleiche  Stelle  oder  den  gleichen  Rang  (an  die  ute)  ein,  wenn 
man  vom  ersten  Elemente  aus  nach  der  Rechten  zählt.  Trennt 
man  aber  den  Kettenbruch  Nro.  3)  in  die  isolirten  Bruche 

K{ai,a^,...ap)  und   AC(rip-fi ,  ap-f5i»....  On»  af*.  cip), 

so  ändert  sich  die  Stellung  oder  der  Rang,  in  welchem  die  Ele« 
■ente  unter  einander  erscheinen.  Beide  Darstellungen  werden  im 
Folgenden  benutzt  werden. 

Fflr  die  PartialbrGcbe  der  pten  Classe  erhält  man  nach  dem 
Gesagten  folgende  Gleichung  hei  gerader  Gliederanzahl  (n): 

K(9t,  Ob  ....  a«;  <ip4-i ....  flu,  Ol  ....  0»;  Oa-i-i  >•••)  ^  ' 
=  —.  [Z*  (-)P i^ ] 

Pl" 

Lr7*  t—\p pj»> 1 

p  p+»     p+" '    p    p^»'    »•       ^    f 

Btüin  bedeutet  wie  frGher; 

3) 
Jfr_y-'-(r-2)»-H  (r-3)aS^-»-  ■.._2(r  S^-H  (r)»  y-  »( S*-  iH^ . ) 
Q,-»^(jr- l)S'-»+(r-'2), »-* - ...~(r  + 1 ) Ä>4  (r  |  l),.V-«('.S«-4).." 

ThtU  XI.III.  Zi 
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Bei  einer  angeraden  GUederanifcahl  («)  gilt: 

Hierin  bedeutet: 

Vr_  gr-i  -t-  (r--2)»-»+  (r-3),S^»  +  .... 
7;  •   •   •  p,-     Sr+(r-|)Sr-«^.(r_2),Sr-*+,... 

2  (rSr-i  +  (r),  -Sr-»  (S«  +  4)  + ....) 
-  (r+1)  S'+(r+l),S^-»(S«-M)+....* 

Zu  Nro.4)— 7)  gebSren  folgende  Bedingangen: 

8) Z;.    iV;  und  N*^^ 

bezeichnen   Zähler  und  Nenner  der  Partialbriiche  aus  den  obes 
und  unten  angeschriebenen  Anfangs-  und  Scbluss-Elemeotm  » 
dem  Kettenbrnche  Nro.  1),  wenn  die  Elemente  vom  ersten  asitdb 
rechts  gezählt  werden,  oder:    Zähler  und  Nenner  des  Torlefi- 
ten  und  Nenner  des  letzten  Partialbruchs  in  dem  Isolirten Kel- 
tenbrache K(aif  a2>""**^P'  ^r-fO* 
Qx  ^p+«      ;vP+«      ;vP+* 

^^ p+n'  P+«'  P+«+l 

bezeichnen  gleichfalls  Zähler  und  Nenner  der  Partialbräche  dm 
den  oben  und  unten  angeschriebenen  Anfangs-  und  Scbloss-El«' 
menten  in  Nro.  1),  vom  ersten  Element  an  gerechnet,  oder  Zib* 
ler  und  Nenner  des  vorletzten  und  Nenner  des  letzten  Partial- 
bruchs aus  dem  isolirten  Kettenbruche 

Die  Werthe  der  Z  und  N  in  Nro.  7) -10)  sind  nach  der  genuktt- 
liehen  Methode  zu  bilden. 

Die  genannten  Gleichungen  gelten  för  die  Ableitung  der  Par- 
tialbruche aller  Classen  ohne  Unterschied.     Bei  der  Anwendung 
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auf  dis  der  iwei  letxteu,  Jm  (m  -  l)ten  und  »teo,  ainil  «ie  jetlucli 
ulchl  »efir  [irukliscli,  Uaber  sind  die  in  Nro.  Ü)-!!) }.  I.  angf^«-- 
lionen  filr  die  Bildung  iler  Parlialbrüche  der  (n  —  l)len  vnrziuit'licd. 
Usji  AlpteilungegeseU  liQr  die  PsrlialbrGcfae  der  ntcn  Classe 
erfsibi  Bl<.'b  am  dnracbslen,  nenn  man  in  Nro.  4)  und  6)  p  =  0 
■etat  Dann  nird  liolannllich  Z  =0  und  ^' =  I  und  man  er- 
hSU  fOt  rinen  periudiscben  kellenbrucb  mit  gerader  (ilicder- 
a«Mbt  (h)  au»!  Nro.  4): 

ll>  .  .  .  jrCa, ,  ff|,  ....a»;  a,,  a, a,i....)  =  P 


\ 


y\Qr 


GUederanzabl  (»;: 
"i."« a„:....)=^P 

ir+ll. 
JV".  Fr 


ffir  «inen  mit  ongemd 
13)  .  .  ,  *(«,.«, 


^l+j^(^-  + 


)        (iV|-\'+Z')>'r   +   Vr 


For  #„  Qr  gellen  die  in  A'ro.  5);  für  l,.  f,  die  in  Nro.  7) 
u)gB|;ebcn«n  Werlhe.  S  ,  Z,  ?/^  nml  ^^,,  «<"<1  ""s  ilem  iso- 
lirUn  Kelienbrucbe   K(at,af a..  a^f,)   zu  l)itden  und   es  ist 

Bei  Ermllteluiii;  der  Werlbe  der  in  Nro.  4)~l'2)  an^repb^nen 
Glricbiins>n  trird  man  dadurch  sehr  geordert,  das*  man  die  Vor- 
cables  der  ,V,  ff.  V  und  V  nur  einmal  anzugeben  bat,  denn  aie 
Mdbm  (Ot  die  «ptlloren  Pnrtiaihrüche  immer  die  ([leiebcii,  und 
dum  dadurch.  Atise  man  fulgenden  nicht  uninterestianten  Satx 
amm  der  Lehre  der  Ketleobriicbe  lu  Hälfe  nimral,  der  sich  leicht 
41»  der  entwickelten  Dnrstetlung  der  Pnrtiittbrüche  bd^lAlijtt. 

13)  I/ie  Summe  dee  Zählern  den  vorlelxten  und  det> 
Üenner«  des   letiten   Parlialbruchi  int  die   gteicbe,    in  wel- 

eh*t  Otdiiun(>  auch  die  R<;iirder  desKeltenhnichs  A'(a,  .a^ n.}, 

•r  nag  prrindiHch  sein  mler  nicht,  van  irgend  einem  Elemenlc 
Ml  «an  dvr  Linken  lur  Rechten,  genommen  uerden. 

Die«)  drilekt  Klch  in  Zeichen  sa  aua:    In  den  Kcltenhrflchen 


*(«,.•,,. ..0.):  «(»,.o,....o.,  »,):  «(o,,., 0..0, 

»,)..., 

^•'{•m.  «fH «.."1 «rti)"  ■  *(•..«,.«,. 

..    OA-li 

■■*.      T.,1 
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erzeugt  der  Zfthler  des  vorletzten  aod  der  Nenner  di 
letzten  Partialbmches  immer  die  gleiche  8omme.  Es  int  dah 
in  Beziehung  auf  Nro.  1): 

n  ■       II— 1  «4-1   ■       *  p-|-"+*  P-H» 

Die  Bedingungsgleichung  in  Nro.  10)  iSset  sich  daher  a« 
so  angeben : 

14)  ...   .     S  =  N^^^,  +  ^^  =zr^  ^Z^  ,. 

Man  hat  daher  den  Werth  für  iS  nur  einmal  aus  den  n  Glk 
dern  der  ersten  Periode  zu  bilden.  Der  so  gefundene  Werth  gi 
für  alle  übrigen  Classen  der  Partialbrüche.  Dasselbe  gilt  vo 
den  Werthen  der  M,  Q,  ü  und  V,  denn  sie  bleiben  in  alle 
Classen  die  gleichen.    Bei  der  Anwendung  des  Symbols  P 

kann  n  auch  0  in  Nro.  4)  und  6)  bedeuten,  wodurch  der  pie  Pai 
tialbruch  der  ersten  Periode  (P  )  bezeichnet  wird. 

§.8. 

• 

Wir  machen  nun,  um  die  Brauchbarkeit  der  in  §.  7.  gefande 
nen  Gleichungen  zu  zeigen ,  eine  Anwendung ,  und  wählen  bleu 
die  Bildung  der  Partialbruche  von  Vl3,  die  oben  §.  4.  Nro.  5)  aa- 
gegeben  sind,  und  somit  zur  Vergleichung  dienen.    Man  bat: 

1).    .   .    vl3  =  3+iS:(l,l,l, 1,6;  1,1,1,1,6;....). 

Die  Gliederanzahl  der  Periode  ist  ungerade.  Daher  konunt 
Nro.  6)  und  7)  §.  7.  zur  Anwendung.     Aus  Nro.  5)  §.  4.  ist 

Ä  =  iV*+Z*=33  +  3  =  36. 

6  4  ■ 

Wird  nun  r=0,  1 , 2,  3,....  in  Nro.  7)  §.  7.  gesetzt,  so  erhSlt  nuui: 

üg_0.     Vi_L>    t/a         36 36^      t/g        36»+l  _1297 

Fo"!'     Fl  ""36'    Fa~36a+l""1297'    F,  ^  36»+2.36"46728' 

Ist  nun  p=l,  so  erhSit  man  für  die  Partialbruche  der  ersten  Classe:  ; 

K(l;  1,1,1,6,1;  1,1,1,6,1;....). 

Zj  =  l,  iV|  =  l,  iV^  =  2;iVg^  =  15,    Zß  =  8,     und    hieraus  dnrcfc 
Einführung  in  Nro.  6)  §.  7. : 

„    _  i_        181 ,      15       23 

'^»   ~  '     2.15+1.8— '~38  — 38' 


•  -■ 


M    ■ 


•1      - 
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15.36  629 


Pn  =  l- 


38.36 -f  1.1  —  1369* 
15.1297  29867 


P\t  —  ^— 38.1297+1.36  "-49322' 

_  15.46728  1076Q41 

Kii  -  *— 38.46728  +  1.1297"  1776961' 

Für  die  zweite  Clafise  p=2  wird: 

*(1,1;  1,1,6,1,1;  1,1,6,1,1;....). 

Bd    hieraus    zj=l,     iV*  =  2,     N\  =  ^,     ZJ=13,     iV*=15. 
Nreh  EinführuDg  euUteht: 

3)  .    .   .    Z',  =  4. 

Pr  -*Cl+3.i5^.2.13^-*(' +71^-71' 

p         ,,,  .     15.36         1549 
^1«  -  *^*  +  71.36+2^--2558' 

P    -1/1  ._iß:.l297  55807 

^ir  —  4(A  +71.1297+2.36^     92159 ' 

15.46728  2010601 

n«  —  t(^  +71. 40728  +  2.1297^""  3320282' 

Ffir   die   dritte   Classe  p  =  3   wird : 

/f(l,l,l;  1,6,1,1,1;  1,6,1,1,1;....), 

und  Wcraa«  Zg  =  2,   ^3  =  3,   aJ  =  5,    Z^  =  3,  iVQ=:20.    Durch 
Einßrlirang  in  Nro.  6)  §.  7.  entsteht : 

4) .  .   .   i^3  =  S, 

^  20 g      20       66 

P^  —  4(2— 5  20  +  3:3^""*^^""W~109' 

p    «w2 20,36_      2378 

^18 -i(^      109.36  +  3. r"- 3927' 

o    -.lA-)  20.1297  58674 

ns  —  iC^— 109  1297 +3.36>-T4l38l' 

_  ^l^^Z^S  3086642 

^»  —  *(^^109.46728  +  3;  1297^"- 5097243' 

Die  Partialbrfiche  der  vierten  Classe  sind   in  Nro.  4)  §.  4.  an- 
Segeben. 

Zur  Bestimmung  der  Partialbrüche  der   5ten  Classe  kommt 

Sw».  12)  §.  7.    zur    Anwendung.      Hieför    ist     ^J  =  J ,     Z^  =  13, 

^5^20,  und  man  erhält  durch  Einführung  für 


■^t 
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Ä(l,l,l,l,6;  1,1,1,1,6;....): 

20  20 

^^ '^  —  1.20  +  13~33' 

20.36        720 
^"'- 33.36+1  "~nS9' 

20.1297  28940 

'^'«  ~  33. 1297 + 1 . 36 ~  42837 ' 

20.46728        _  934S60 
^*>  ~  33.46728+1.1297"  1543321' 

Ein  zweites  Beispiel  sei: 

6).   .V2I=4  +  lf(l,  1,2. 1,1,8;  1,1,2.1,1,8;....), 

worin  eine  Periode  mit  gerader  Gliederanzabl  vorkommt  nni ' 
ffir  Nro.  4)  und  5)  §.  7.  zur  Anwendung  kommt  Ffir  die  ei 
Ciasse  p—i    ist : 

K(\;  1,2. 1, 1,8,1;  1.2,  1,1,8,  1;....) 
und 

Zj  =  l,    1S\  =  1.    iV*  =  2,     Zj=19,    Ay'  =  48,    aJ=91 

S  =  iV^  +  ;^  =  91  +  19  =  ^*  +  Zj  =  103  +  7  =  lIO. 

Aus  Nro.  S)  §.  7.  entsteht : 

Mo_0  Ä,_J_  ^«_  "0  _  110  JUa_  110*— 1  _  lag 
<?o~l'  (?r~HO'  Qa~110»-l~12099'  Q,~1I0»-2.I10~133(): 

und  man  erhält  durch  EinffihroDg: 

7)  .    .    .    .   JPi    s:s  I  * 

—  1  48.1  J8_  67 

'^^  —  *~2.48+1.19-*""llÖ-n5' 

_  48.110  7369 

'""'"■115.110— 1.1""  12649' 

_  48.12099 810523 

'•»  —  *  ~11E».  12099 -1.110~1391275" 

FCir  die  zweite  Classe 

Ar(I.  I;2.1,I,8,1,1;2,1,1,8, 1,1;....) 

hatraanZj  =  l,     iV^J  =  2.     iV*  =  5,     zj  =  19,     ^8=36 
hieraus  durch  Einfdbrang: 
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8)  .  .   .  P,  =4, 

p         1(11         ^'       )-    ifl,   ^)     '^ 
''s  —  «V»+5,36^2.iy"-*^'  +  218'~2I8' 

''14  — *U +  218.110— 2. r~23978' 

_  . ,.  .  36. 12099        ,     1S364C3 

/V)  —  *U  +  218. 12099-2. 110'~2637362* 

Für  die  dritte  Classe 

if  (1,1,2;  1,1,8.1,1,2;  1,1,8,1,1.2;....) 

ist  Z^  =  3,  iV*=5,  ZVj  =  7,  Z^  =  43,  iV,'  =  48' und  es  entsteht: 

9)  .   .  .    P,  =  S, 

'      '^»  -»^'*     7.48  +  5.43^"-*^'*     551^—551' 

I»    -m        48.110    ,35307 
fu  -  *^*-MS1.110— 6^— 60605* 

_  48.12099        ,     38a3449 

»lii  -  »('»—551.12099- 5. 110' "6665999' 

Für  die  vierte  Classe 

J:(1,  1.2.1;  1,8,1.1,2.1;  1,8.1,1,2.1;....) 

istZ^  =  4,    W{  =  7.    iVj=I2,  Zjo  =  7,    A*„ =60  und  hieraus: 

I0>.  .  P4  =?. 

p    _..4._J0J_._,,..60      448 
*^»— '(*+  12.60  +  7. 7'~'^*'''7üy~7®9' 

p         ...  ,       60.110  49276 

»'is  -  »(4  +  760  II0_7. 1^-84583' 

_  60.12099        ,     5419912 

''ti  -  '(4  +  709.12099-7.110'— 93Ö336I" 

Für  die  fBnn«  Classe 

Ä(l,  1, 2, 1. 1 ;  8,  1, 1, 2, 1, 1 ;  8,  1, 1,  2,  1, 1 : ....) 

iMt    IMD    aus   Nro.  10)  9.  I.    Z*s=7,    ^,=  12,    i\^=:103    und 
S=  103  +  7  =  110,  und  hieraus  durch  Einführung: 

11)  ....  P,  s  A, 

''li  —  A  (7  —  j^jj)— 1320 ' 
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p    .  w7       110         84583 
i^ir  -  « ('  — 12099^  -  145188 ' 

__  12099  ,      9303361 

Pn  -  Tt  (7—1330780'  -  159693Ö0' 

Für  die  sechste  Classe 

^(1,1,2,1,1,8;  1,1,2,1,1,8;....) 

ist  aus  Nro.  11)  §.7.   ivj  =  l,     Z^  =  43,    2V^  =  60. 

60  60 

I.).    .    .     Pq   —  l.60  +  43""ia3' 

ÖOJIIO 6600 

^«^—103.110—1^13329' 

60.12099  725940 

"«  ~  103.12099  — 110""  1246087' 

60.1330780        _  79846800 
^2*  —  103. 1330780  -  12099  ""137058241" 

Von  der  Richtigkeit  der  hier  aufgefundenen  Partialbrfidia 
kann  man  sich  überzeugen,  wenn  man  sich  die  Muhe  gibt,  null 
der  gewöhnlichen  zurücklaufenden  Methode  die  24  ersten  Partiii- 
brüche  zu  bilden.  Es  zeigt  sich  aber  aus  den  angegebenen  itc' 
sultaten  die  Brauchbarkeit  dieser  Gleichungen. 

Die  («leichungon  des  §.  7.  sind  nicht  in  der  Absicht  mitge- 
theilt,  um  sie  zur  Aus^verthung  der  Wurzeln  zu  empfehlen.  B^ 
für  ist  ihre  Convergenz  nicht  rasch  genug.  Die  Partiaihriiehe 
der  ersten  Periode  geben  nur  wenise  Decimalstellen  und  mm 
muss  auf  spatere  Brüche  zurückgreifen,  um  eine  grossere  Ge- 
nauigkeit zu  erhalten.  Will  man  sie  dennoch  zu  diesem  Zwecke 
benutzen,  so  wird  es  am  besten  sein,  hiezu  die  Gleichungen  der 
letzten  oder  vorletzten  Classe,  also  Nro.  2)  und  »3)  §.4.  und  Nro. 
II)  und  12)  $.7.  zu  wählen,  da  sie  hiezu  am  bequemsten  sind. 
In  allen  diesen  Fällen  werden  die  Gleichungen  von  §.5.  und 6. 
viel  bessere  Dienste  leisten,  da  sie  die  geringste  Vorarbeit  be- 
dürfen. 

Der  Grund,  warum  die  Gleichungen  des  §.7.  mitgetheiltsiodf 
liegt  in  der  grossen  Brauchbarkeit,  welche  sie  in  der  Anwendung 
auf  die  Zahlenlelire  und  unbestimmte  Analytik  haben,  denn  »^^ 
lösen  dort  auf  eine  ganz  einfache  und  bequeme  Weise  Probleffl«' 
die  auf  anderem  Wege  nur  mit  vieler  Müne  gelöst  werden.  Sie 
verdienen  dort  besondere  Beachtung.  Auf  diesen  Gegenstand  g^ 
denke  ich  bei  einer  anderen  Gelegenheit  zurückzukommen. 

Um  aber  den  Vorzug,  welchen  die  Gleichungen  der  {j'j* 
und  6.  vor  denen  des  §.  7.  bei  der  Auswerthung  der  Warx^o 
haben,    zu  zeigen,    wird    ein  Fall    genügen.      Wendet    man  ^ 

Gleichung  Nro.  3)  §.  0.  u.  ff.  auf  die  Berechnung  von  V2I  =  V^26'"^ 
an  und  setzt  n  ~  6,   r  — 1,  so  wird: 


uail  ort  »HUfUdunt  auf  Dcttieihms  ätr  (/uai/rtiitnii-tc/n-    3iVl 
Zi  =  6Öl.    A,  =  1320.    A-,=  12649   and    ö  =  I30i)8 


UDii  bieratu: 

<J30336I 


=  4+i 


15960300 

anl'  13  Stellen  Menigstens  lichtif;.     Du 
mit  dem  '2>t«ten  Parlialliruche  v» 


15961060 
4.582375694955840.... 


2 


Seblieiialicli  snll  noch  ein  Schemn  hier  stehen ,  ivelcbe«  sei};!, 
ivia  auf  Kohr  einfnutte  und  bequeme  und  zugleich  gegen  Unrich- 
lifticell«»  schützende  Weiae  die  periodischen  Kellenbrnchc  TSr 
WptBelgriisscn ; 

.  yA  =  w  +  K(a,,  ot n«;  w, ,  ir, 0«; ), 

die  nSchsl  niedere  Wnrzel  von  A  bedeutet,  gefunden 
kSnnen.  Es  beruht  durauf,  Ana»  die  einzelnen  Glieder 
rEI«ment«  einen  Kettenhnichs  durch  Uivi«ion  des  «rhallenen 
In  den  vorigen  Divisor  dargestellt  werden  und  dnsH  da- 
WegschafTirng  des  Wurzelzeichens  Tcrhuiiden  wird.  Be- 
■ücknel  man  der  Iteihe   nach  die  hiefael   enlstehendcü  Divisoren 

6nrcb  d^,  i^.  tlj die  hieraus  sich  ableitenden  Quotienten  oder 

Elemente   durch  «i,  <>(,  n,,....  Ot,    die   zugehörigen  Keste  durch 
1>  T»!  't B"  ergibt  sich  Tolgendes  Schema: 

Vi      il— m"  =  (/,  — ^ — -  =  n,  d,.a,- 


^^^=1/, 


ildiN  = 


«•■"»— ri  =  ra 


Man  hat  nach  Angabe  dieses  Schcnia's  die  Hortzontal  reihen 
4er  drei  Colonnen  von  der  Linken  zur  Rechten  zu  durchlaufen, 
TOB  der  ersten    zur  meiten,   von  dieser  zur  drillen   überzugehen 

u.«.».,  ivodurch  der  Reihe  nach  die  Klcmenle  u, .  n,,  a^ ge- 

landen  nerden.      l^rsrheint  'um   nie    Quotient,   so  ist  die  Periode 

Sttftcliloitiieci  und  die  Glieder  erscheinen  \on  da  nn  in  dergleichen 
[«iheufulge.  Der  Worth  von  irgend  einem  (iliede  der  mittleren 
Oila«oe  VA-Vtf  liegt  swiscbe»  den  x»ei  ganzen  Zahlen  »i  ^r^ 
Bd  m  \rf\\,  da  VA'>  m  und   <  r«  -|  I  iat. 
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Bemerkt  man^  dass  aas  diesem  Grande  der  Kettenbmdi  im 
abbrechen  kann,  ivenn  auch  der  Divisor  in  den  ganzen  Zthlei 
des  Dividenden  ohne  Rest  theiibar  ist  und  dass  bei  Bildung  du 
Quotienten  in  der  zvpeiten  Colonne  immer  nur  die  saazen  ZaUmi 
im  Zähler  bei  der  Division  maassgebend  sind»  so  kann  man  dai 
vorstehende  Schema  noch  einfacher  in  folgender  Weise  darsteUeo: 

m-\rfn 


3)        A—m^  —  di 

—dT"^ 


d^ 


d, 
m  +  Ti 

w»H-ra     . 
m  +  r4 


rf* 


=  «6 


d|.a|— m  =  fi 

da-Oa— r»  =  r3 
^4.04— ra  =  r4 
^5 .  05  —  r 4  =  fft 


•    •    • 


Hieraus  erhält  man  fär  V31  Folgendes,  da  ^=31  and  m=5  i^: 

5H-5 


4) 


•   •   • 


31—25=6 
31-1 


ß 
31—16 

5 
31—25 
~T~ 
31—25 

2 
31  —  16 


3 

31-1 
5 

31—25 


=6 
=3 
=2 
=3 
=5 


6 


=6 
=  1 


6 

5 

6  +  4 

3 
6  +  5 

2 
6  +  5 

3 
5  +  4 

5 
5  +  1 

6 
5  +  5 


=  1 
=  1 
=  3 
=  5 
=  3 
=  1 
=  1 


=  10 


6.1  —5  =  1 
5.1  —1  =  4 

3.3  —4  =  5 
2.5  -5  =  5 
3.3  —5  =  4 
5.1  —4=1 
6.1  —1  =  5 
1.10—5  =  5 


Hiernach  ist  in  Rücksicht  auf  Nro.  1)  und  3)  durch  Einfuhroog* 

V31=5  +  /f(l.  1,3.6,3. 1,1,10;  1,1,....) 

In  der  ersten  und  dritten  Colonne  erscheinen  alle  Zahlen  ^' 
sichtlich,  deren  Kenntniss  ausser  den  Elementen  für  die  w<i'^^ 
Anwendung  Bedeutung  hat.  Degen  hat  in  dem  oben  ange0]['' 
ten  Werke  8.  13.  d.  Vorr.  ein  anderes,  vier  Colonnen  umfassend^ 
und  ziemlich  zusammengesetztes  Schema  zur  Darstellung  der  P^ 
ibdischen  Kettenbrfiche  angegeben,     was   man    hiemit   und  ^* 


rio 


Legendre  Thöor.  d.  Nomb.  §.  V.  11.  Ed.  vergleichen  kann. 
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Zur    Berechnung  der   Monddistanzen. 

Von 

Herrn  Doctor  fV.  Ligowski, 

ProfcMor  der  Mathematik  an  der  Tereinif^en  Artillerie-  und  Ingenieur- 
Schnle  und  am  See -Cadetten- Institut  in  Berlin. 


Es  sei 

d  die  wahre  und  d'  die  scheinbare  Distanz  zwischen  dem  Monde 

und  einem  Stern, 

k  „  h'  M  Höhe  des  Sterns, 

M  ff  JH'  f,  Hohe  des  Mondes»  and 

/  der  Winkel  zwischen  den  Scheitelkreisen  des  Sterns  und  des 
Mondes»  so  ist  bekanntlich: 

1)  .  .   .   .   coad  =  sin£f  sinA  -f  cos/f  cosA  cosy 
und 

2)  .   .  .   .  cos€{'=  sin^'slnA'H-cos£f^cosA' cos/. 
Aos  Nro.  1)  und  2)  ergiebt  sich:  . 

3).   .«sin'ijrrr      ^^^^^^^        -        cos£f'cosA' 

ond  hieraus,  wenn 

cos  ^  cos  A  

cos£f'  cosA' 
gesetzt  wird: 

4)   .  .    cosr^  =  cos(ff— A)-|-m(co8(/'  — cos(//' — A')), 

wdcbes  die  nach  Dunthorn  benannte  Formel  ist. 
Setzt  man  zur  Abkflrzung: 

//— A  =  J  und  £f'— A'  =  J', 

weldie  Differenzen,  wie  man  aus  Nro.  4)  ersieht,  stets  positiv  ge- 
werden können,  so  erhält  man: 


*.??' 
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5) cosc?  =:  cos^ -|- m(co8<{' — cos^O* 

Subtrahirt  man  beide  Seiten  der  vorstehenden  Gleiehong  toi 
Qosd*,  dann  entsteht: 

6)  .   .  cosc^'  —  cosd  =  cosd'— cos^  — m  (coscf^— cos^% 

oder  wenn  man   die    Differenzen  der  Cosinus    in  Produkte  ver- 
wandelt: 

7) sin4(d'  +  rf)8"Di(d'-rf) 

=  sin4(d'+zOs»n4(<^'— -^-»*8»n4(rf'  +  ^')«ini(rf'--^0 
oder  auch: 
8) 8in4(<i'+d)8ini(rf'— «0 

.    i/^.^>A  •    if^i     aJ\      msinKrf^H-  ^Osint(d--^0\ 
=:s.ni(c^-H-.08»nKci--^)(l-       sini(rf-  +  ./)sini(rf--^^/ 

Der  Quotient  auf  der  rechten  Seite  in  Nro.  8)  ist  stets  sehr 
nahe  an  ],  daher  ist,  wenn: 

9). .  ■  cotg(4504y)="';°tij::fir^';y-/:> 

gesetzt  wird,  9  ein  sehr  kleiner  Winkel. 

Da  nun: 

,^«n.    V       sin(45<>  +  g))  — 8in(450— <p)     2 cos  45^  sin 9 
1  -cotg(45o+g,)  = -r(-45Ö-+^j =  sin(45H^* 

so  ergiebt  sich  Dach  Nro.  8) : 

10) 

si„i(d'  +  rf)  sini(rf'-rf)  =  ^''°-^^"-'"^^!^i;t't1""'^'— ■ 

sin  (45"  H-  qp) 

Wenn  der  Unterschied  d*—il  gleich  x  gesetzt  wird,  so  iß* 
d  =  a' — ar  und  — ^ —  =  a  —  -ö* 

Da  nun  ^  und  97  sehr  kleine  Winkel  sind,  so  kann  für  ^^% 

IT 

und  sin9>  beziehungsweise   ösinT'   und   ^sinl'^  gesetzt  wer<l^' 
wodurch  sich  aus  Nro.  10)  ergiebt: 


1 


1)    X sin(rf--i^)  =  ^^^^^''' cpsini(rf_4^^ 

sin  (4o"-|-g)) 


« 
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Wenn  4go845^  durch  a  beieichnet  wird,    dann  ist: 

log  a  =  0,451545 


vod 


'^^ *""     8in(45o+9)8in(i/'-4^)    ' 

Weil  \x  sehr  klein  ist,  so  erhfilt  man  für  x  einen  NSherungs- 
werth  Xi  9  H-enn  im  Nenner  von  Nro.  12)  \x  ausser  Acht  gelassen 
wird.    Demnach : 

^^' ^*~  sin  (450 +  g,)  Sinei' 

und  daher  genauer: 

_  gy  sin  i  {tV  f  ^/)  sin  j  {d' — d) 
**^ ^^    sln(45«  +  g?)siii(i/'— 4jr,)  • 

Durch  Division  von  Nro.  14)  und  13)  entsteht: 

x^ Bind' 

^^' ar,  -  8in(rf'-Ja:i)' 

nithin : 

16).   .   .  logj:  =  log:rl-^(logsi^€£' — log8in(f/'— i^Ti)) 

=  log  Xx  -f  (log  cose  (d' — \xi)  —  log  cose  d*). 

Zur  Vergleichung  der  Rechnung  nach  den  vorstehenden  For- 
bmId  mit  der  nach  den  von  mir  im  40sten  Bande  des  Archivs  S.  250. 
f^egcbenen  Formeln ,  lasse  ich  die  Berechnung  des  daselbst  mit- 
Zahlenbeispiels  folgen: 


Es  war  gegeben: 

EP    =   650  41Mr     rf'  =  74«42'3"  //     =    eJ6^»    5' 34" 

A^    =   27    32  42  h     =    27    31     5 

^'     =   38      8"59"  ^/     ="38    34  29 

d'     =   74    42    3  *_  =    74    42    3 

fi'+^  =  112    51    2  f/'  +  z/=ll3    16  32 

^Y^=  »ö    25  31  ^-f^=    So    38  16 

if— ^'s  36    33     4  d'—J=z  ■3<i"^~34 

^^-y^  =  18    16  32  ^-^  =    18     3  47. 
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log  cos  A=  0,607730—1 

log8ecA'=  0,385527 

log  cos  A=  0,947857  —  1 

log  sec  k'  —  0,052249 
log  sin  4(d' +  //')=  0,920731-1    Iogsioj(c2'-|-^=0,l 
Iog8in4(rf^-z^0=  0,496359-1    Iog8ipi(d^-i^=0,^ 

0,410453-1  5    ==0,^lj 
g    =  0,413246-1 

Iogcotg(4öo  +  9)=  0,997207  —  1 

9=    11' 3,33" =663,33" 
log  9=    2,821730 
log  a  =    0,451545 
iS    =    0,413246—1 

log  cose  (45o+g>)  =    0,149123 

logco8erf'=:    0,015670    

log  xi  =     2,851314 

ari  =       710,09"=  11' 50,  09 
JoTi  =  5'  55 

d/  =        740  42'   3" 


I  w,wy" 


i/'— Jari  =  0,015875 

log  cose(d'-ij:i)-logcoserf'= +0,000205 

loga;=    2,851519 
X  =      710,43" 
=  11' 50,  43" 
rf=  74O30'l2,57". 

Der  in  Band  XL.  für  d  gefundene  Werth  war: 

rf=  740  30' 12,6". 

Ich  füge  noch  ein  zweites  Beispiel  aus  der  Astronomie  ^®' 
Del  ambro  bei,  in  welchem  das  x  ziemlich  gross  wird. 

Gegeben: 

H'    =    170  47' 27"  rf'  =  10P46'43"  H    =    18*>  3*^' ^ 

A'   =    56  16  50  Ä     =    56   \6^ 


A'    =    380  29' 
d'     =  101  46 

23" 
43 

rf'+^/'=  140  16 
"-'X^'-    70    8 

6 
3 

ä    ^    ZI  ^7 

d'     =  101  4g 

rf'  +  z^  =  139  24- 

^^^  =    69  42^ 


rf'—zf'  =s     630 17' 20"  d'  —  A—    64     9 

"2 


?^^'  =    31  38  40  ^1=^  =   32    4 


'Ji* 
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logco«£r  =  0,976587— 1 

log8ecj»'=0»021282 

logcos  h  =  0,744493  —  1 

iocsecA'  =0,255608 
t  (rf'  +  ^')  =  0,973354  —  1      log  sin  \  (rf' + z^)  =  0,972158—  1 
^(if  ^^^)  =  0,719867  — 1      logsini(rf^—z/)==  0.725131  —  1 

0.691191  —  1  ^  S    =0.697289  —  1 

Ä    =0,697289—1 


// 


*/ 


tg(45o  +  q>)  =0,993902—  I 

g>=    24' 8,1"  =1448,1 

log  <p=  3,160799 

log  a  =0,451545 

5=0,697289-1 

se(45<>  +  g?)  =0,147487 

log  cose<^^=  0,009242 

log:r|  =  3,466362 

x^  =  2926,6"  =  48'  46,6 
ix,  =         24'  23,3" 

d'  =  lOlQ  46'  43 ' 
d'-iar,  =10P22'  19,7" 

ie(d'— 4^1  )=  0,008611 

^  ''[  =-0,000631 
cose  d*  \ 

loga:=  3,465731 
a:=  2922,34" 

=  48'  42,34" 
d  =  lOP  58'    0,66". 


A  der  Formel  von  Borda  ergiebt  sich: 


d  =  lOF  58'. 


entwickelten  Formeln  werden  bei  Anwendung  von  funf- 
I  Logaritbmen  bedeutend  bequemer  fOr  die  Berechnung, 
spiel  hierzu  wählen  wir  dasjenige,  welches  W.  von  Fre- 
seinem  Handbuche  der  Nautik  S.  323.  nach  verschie- 
dethoden  berechnet  hat. 
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Gegeben : 

H'     =  680  45,5', 
h       =  62«  44,5', 


d'  =  51«  33,4' 


z/' 

d' 

II  II 

3«  59' 
510  33,4* 

d'  +  J' 

d'+J' 

2 

II-     II 

55«  32,4' 
27«  46,2' 

H 

h 

=  590  26,6' 
=  62»  44' 

d- 

=    3»  18,4' 
=  51»  33,4' 

d'+J 

d'  +  J 

2 

=  64»  61,8' 
=  27»  25,9' 

d'-J 
d'  —  J 

=  48»  15' 

—  9^0  7  S' 

2 


logsiniCrf'  +  J)=z 0,66341  -  I 
log8lnj^(rf'—^f)  =0,61144  — 1 

Ä    =0,27485  —  1 


d'—J'   =  47«  34,4' 
^^^Y^    =  23«  47,2' 

logcos^  =0,70641  —  1 

log  sec  ^'=0,28513 

log  cos  A  =0,66099—1 

logsecA' =0,33913 
\o^8\niid'+^')  =0,66832—1 
log8ini(rf'  —J')  =0,60566—1 

0,26564—1 
S    =0,27485-1 

log  eotg  (45« + 9?)  =  0,99079  —  1 

g?  =  36'  25,4''  =  2185,4" 

log  9  =  3,33953 

log  a  =0,45154 

S  =0,27485—1 

log  cose  (45*' +  9))  =0,14000 

logcoser/^  =  OJOöll 

"log  xi  =  3,31803 

:vi  =  2079,0"  =  34'  31),!»" 
4a:i  ==        17'  20" 

r/'  =  5^>33'24" 

d^^ix^  =  Sr»  10'    4" 

logcose(f/'-i.ri)  =  0,10780 

''     =0,00175 
—  log  coserf'    ) 

log  .c  =  3,31978 

x=   2088"  =34' 48" 
d  =       50*^  58'  30". 

von  Freden  findet  nach  der  Formel  von  Bor  da  für  d  den- 
selben Wertb. 
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xxir. 

EJerDentare  Bchandlutig  des  ballistischen  Probleme» 
UDicr  Voraussclziing  ciues  der  ersten  Potenz  der  Ge- 
Ktmindigkeit  direct  proportionalen   Luftniderstandes. 


Herrn    tieinrieh  Gretsehet, 

Lrhrcr  ä*t  Mntlicninlik   aa  der  Han^eUlatiriiotBlt  iti  Leipiif;. 


Im  %  HeTle  liUse«  Tbetlss  de»  Archivs  ist  das  in  der 

n^^dtrid  genannte  Prnlitem  von  dem  Herrn  Herausgeber  mit 

^^^^■Bbailldn  der  Inßniteatmalrcchiiung  uasrühtlich  behandelt  wor- 

^^^HnUleicbl  bt  eine  elementare  EiilH'irlirlun^  der  nichtigsten 

^^^^Hprt  getundcncn   Formeln    l^r   Zivecko  des  Cnlerrichls    nicht 

«  «b*«  Interesse,  und  es  findet  deshalb  uuhl  Ents^huldtgung, 

wma  die  nai-bftlehenden  Betracht iini^n,  »piche  allerdings  sacbllch 

idcfcl*  Pievc«  bieten,  ein  PIMlickon  im  Archive  beansprucheo. 


Eb«    nir    das   gestellte   Problem    selbst    in    Angriff  nebmen, 
waOcn  wir  erst  die  fal|tendo  votberellenile  Aufgabe  Ißscn. 

Ein  Punkt   benege  sich   unter  dem   Einflüsse   zweier  KrSße, 

micb«  der    Richtung   seiner   IteMeguiig  gerade    eufttegennirifen. 

I>ip  rrit^  dieser  KrSfte  sei  constant;   die  Verminderung   der  Ge- 

'     '         '     ,   igt    dann  der  Zeit   ]iri>iiorl!unal    und    ihr  Itotrog  In 

"rl    Bei  n.      Itie   iweito  Kraft  sei   direct    pro|»orllunal 

I     (weschiriodigkeit    e    und    iwar    werde  der  auf  die 


J' 
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Masseneinheit  wirkende  Theii  dieser  Kraft  durch  das  ProiMi 
fit)  aasgedruckt,  wo  [l  eine  Constante  ist;  d.h.  wenn  die KnI 
während  einer  Zeiteinheit  constant  wirkte,  so  wQrde  sie  die  Ge- 
schwindigkeit um  fio  vermindern.  —  Es  soll  nun  die  Geschwii- 
digkeit  o  des  bewegten  Punktes  zu  einer  beliebigen  Zeit  i  xsA 
der  während  dieser  Zeit  zurückgelegte  Weg  t  gefunden  werdeoi 
Torausgesetzt,  dass  die  Geschwindigkeit  zur  Zeit  <=0  denWeitt 
c  hat. 

Um  diese  Aufgabe  zu  lösen,  theilen  wir  die  Zeit  I  in  n  gleick* 
grosse  Theile  r  und  denken  uns  die  wirkliche  Bewegung  so  ab- 
geändert, dass  die  während  eines  jeden  Zeitth eilchens  t  sfitt- 
findende  Verminderung  der  Geschwindigkeit  auf  das  Ende  diesei 
Theilchens  verlegt  wird,  die  Bewegung  während  eines  8oIehci 
Zeittheiichens  aber  eine  gleichfurmige  ist. 

Bedeutet  dann  v^  die  Geschwindigkeit  während  des  ittenZ«!- 
theilchens,  so  wird  diese  am  Ende  desselben  vermindert 

wegen  der  ersten  widerstehenden  Kraft  um  ax  und 
„         „    zweiten  „  „       „    ftü^x; 

so    dass    die    Geschwindigkeit   im    (A:-fl)ten    Zei ttbeilchen  daa 
Werth  hat 

(1)  .    .   .   .  ©^^^  =  tj^-aT-fitJ^T=:ü^(l-^r)— OT. 


Demnach  ist  die  Geschwindigkeit: 
zur  Zeit  0      Vo  =  c 


a 
—  -f 


»9  t» 


*9  >» 


It    t^i  =  ro(l  — fiT) — ar  ==  — (1 

2t    »j  =  t>i(I— ^T)^aT  =  ^^5J^(l 


— f)  - 


-»*»)• 


>j 


„     kr    v^  = 


— -— (1— f*T)*-„' 


Schreiben  wir  in   der  letzten  Formel  -  statt  r  und  IM^  ' 

91  ■ 
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alle  Grensen  wachsen,  so  erhalten  wir  den  genao  richtigen 
Wvtfc  fir  die  Geecbivindigkeit  e  zur  Zeit  ii 

,  =  £fLt?ji„(,_»LV_?,    „  =  00; 

L L  wegen  lini(l  —  -)»  =  «-*,     n  =  ao  : 
(Z) p  = -^- e-^« . 


Zar  Berechnung  des  Weges  i ^  welcher  in  der  Zelt  t  lurück- 
griqSt  worden  ist,  dient  die  Gleichung: 

f  =  liniT(oo-f  Of-f  Oi-f  ••••  +  fii-i)»    n  ^00. 
Nu  i«t  aber 

^o+*^i  +  r^  +  ...•  -|-  r«— 1 

gf*+a   I— (1— fiT)»         a 
= . ...  II  ~  » 

f»  fiT  ff 

■nd  eonach  ist 

,  =  lini|?«!ji^[l-(l«,.T)-]-nT?j,    n  =  OD. 

Seist  OMB  T  s=  -  nnd  iässt  n  über  alle  Grensen  wachsen,  so  er- 

n 

UUt  nao  sofort: 

(3) '=-^5-0-«-''0--- 


II. 

Wir  wenden  ons  jetzt  sa  unserer  Hauptaufgabe.    Ein  schwe- 
rer KOrper  werde  mit  einer  Anfangsgeschwindigkeit  V  unter  ei- 
aoii  gegebenen  Elevationswinkel  t  fortgeworfen.    Auf  denselben 
■     wirkt  die  Schwerkraft,  welche  ihm  in  der  Secunde  die  Beschleu- 


L* 


SC  nach  nnten  ertheilt,  und  der  Luftwiderstand,  von  dem 
Teraosaetsen,  er  sei  der  Geschi^indigkeit  t^  proportional,  also 

le. 

Die  wirkliche  Bewegung  dieses  KOrpers  zerlegen  wir  nnn  in 

2S* 
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eine  horizontale  und  eine  verticale  Compooent^  welche  wir  en- 
zeln  ins  Auge  fassen.  -) 

Für  die   horizontale  Bewegung   gelten  die  Formeln    unserer   ' 
Nr.  1.9  wenn  wir 

c  =:  Fcost    und    a  =  0 

setzen.    E&  ist  daher  die  horizontale  Componente  der  Geschwin- 
digkeit zur  Zeit  t  (vergl.  Formel  (2)): 

(4) rj=  Fcosi.e-/*« 

und  der  in  der  Zeit  i  in  horizontaler  Richtung  zurückgelegte  Weg 
beträgt  zufolge  Gleichung  (3): 

Fcosi'  , 

Wenn  also  zur  Zeit  /  :=  0  der  bewegte  Kurper   die  horizontale 
Abscisse  a  hat^  so  ist  seine  Abscissc  zur  Zeit  ii 

(5) x  =  a+—-—(l-e-i^. 

Ffir  die  verticale  Bewegung  muss  in  den  Formeln  der  Nr.  L 

c  =  Fsin  i    und    a  =  2G 

gesetzt  werden.    Es  ergiebt  sich  dann  aus  Gleichung  (2)  die  ver- 
ticale Geschwindigkeit  zur  Zeit  t: 

und  aus  (3)  erhält  man  den  in  der  Zeit  t  in  verticaler  Richtang 
zurückgelegten  Weg: 

^Fs.n.^+2(;  2Ce 

hat  also  zur  Zeit  if=0  der  bew'egte  Körper  die  verticale  Ordi- 
nate b,  so  ist  seine  Ordinate  zur  Zeit  t: 

IL  .  fi Fsin  1  +  26?,,  ^     2Gt 

Die  Formeln  (4),  (5),  (6)  und  (7)  sind  identisch  mit  (16),  (lU 
(18)  und  (19)  in  der  Abhandlung  des  Herrn  Herausgebers  des 
Archivs. 

Der  Körper  h5rt  auf  zu  steigen ,  wenn  Oy  =  0  wird ;  dieses 


j 


1.    I 
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y  giebC  inr  Bestiromang  der  dazu  nöthigen  Zeit,  welche  T  heissen 
nfige«  xafolge  (6)  die  Gleichung: 


waraos 


£A*T  = 


f*Fslni-f  2G 
26' 


«Dd  also 


'=->  +  'tb-) 


folgt,  übereinstimmend  mit  (29)  der  citirten  Abhandlung.    Hiermit 
sind  die  Grundformein  fiir  die  weitere  Entwickelung  gewonnen. 


Beweis  einiger  geometrischen  Sätze. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  F.  König, 

Oberlehrer  am  Kiieipböfschen  Gytnnasio  zu  Königsberg  i.  Pr. 


ThI.  XLH.  8.  229.  ist  von  dem  Herausgeber  des  Archivs 
der  Sats: 

Wenn  in  dem  Dreieck  ABC  der  Winkel  A  dop- 
pelt so  gross  ist,  als  der  Winkel  B,  so  ist  immer 
a«=6(*  +  c), 

n«lMit  der  Richtigkeit  seiner  Umkehrung  bewiesen. 
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Auch  wenn  .-1=30,  =  iB  u.e.w.  ist,  lassen  »ich  letctit 
Relationen  zwischen  den  Seilen  a,  h,  c  attr«lelleD,  was  sogleich 
aus  dem  folgenden  Beweise  des  angeTtihrten  Satzes  erhellt.  Be- 
schreibt mall  nämlich  um  AÜC  einen  Kreis  und  legt  an  densel- 
ben in  C  eine  Tangente  bis  sie  die  verengerte  BA  in  D  schnei- 
det, so  ist  /LD=Z.B,  also,  wenn  man  AD  mit  d,  CD  mit  ( 
bezeichnet,  (  =  n  und  d  =  b,  und  da  (^=d(rf  +  c),  sn  ist  nuch 

rt»  =  6(/,  +  c). 

Lässl  man,  um  die  Uiltigkeit  der  Unikehrung  dieses  Salzes 
zu  zeigen,  dieselbe  Corislruclion,  dann  ist  aus 


1=  -r-,  welches,  in  (*  =  d(d-\-c)  gesetzt,  giebt: 

da'^  =  bHd-¥c). 
und  da  a*  =  6(A  +  c).  so  fulgt: 

d  =  b, 
d.h.  ^D  =  ^B  und  A=2B. 


m 


Ist  /(  =  3ß,  «0  ..itd  D 

=  2Z?,  also  nach  dem 

vorigen  Satie: 

*' 

=  d(d  +  0, 

und  nenn  mao 

d  nnd  I  mit  Hilfe  der  Ansdtflcke: 

od  =  6! 

and    P=d(rf  +  c) 

elinlnirl: 

»c«  = 

(„«-6')(o-6). 

Dmgeliehrt 

i.t  A  =  3n, 

wenn  diene  Relation 

stattfindet. 

Setzt  man 

nimlirh   für 

a  nnd  c  die  Werthe 

«1 
d 

ond-j-. 

ao  entatefat: 

4< 

=  d(<i  +  (). 

d.h.    nach    der   Umbehrimg   des   ersten  Sattes  ^D^^B   md 

A  =  ;iB. 


Für  A  =  iB  ist  D  =  SB.  also  im  ^ADC: 


-       Jt  ■-■ 


W9uip:    Bewein  eitUffcr  peome/risckem  Sä/^e.  S4" 

wmuu  Buui  i7  ond  f  eliminirt : 

Aneli  hier  kst  die  Unkehroni;  des  Satze«  richtig:  denn  «ub< 
nun  nir  a  ond  e  obifre  Werthe,  tto  erh&lt  man 


ii4  Barb  dfv  Umkehruni;  des  vorigen  Satze«  «^l>  =  3i?  and 

Ofcnbar  kann  man  auf  dieselbe  Weise  zi^iscben  «,  h.  c  Re* 
UfiMieB  ableiten  für  A  =  5B  u  a.  w.^). 


II. 

Fir  den  viel  besprochenen  Satx: 

Wenn  in  dem  Dreieck  ABC(T^t.\,  Fig.  6.)**)  die 
Linien  AD  und  BE^  von  denen  die  Winkel  A  und 
B  halbirt  trerden»  gleich  sind»  so  ist  das  Dreieck 
gleichschenklig,  nümlich  .4  =  0, 

der  noch  Tbl.  X LH.  S.  233.  zuletzt  beniesen   ist,   gebe  Ich  die 
folgeadew  Beweise: 

Beweis  1.    Setzt  man  BD=  :r,   AE  z=i  jr\  so  darf  nur  ge- 
seigt  »erden,  dass  .r  =  x'  sein  muss. 

1)  Liegen  D  und  E  in  BC  und  AC,  so  bat  man  6.r  =  r(fi-.r) 
und  cjr'^c(6 — :r'),  woraus 

cx(c  +  x')                      rx'(c  +  J-)  . 
a=     -- —  und     0  =:     ^ ,• 

No«  ist  aber  auch: 

AD^  =  6c-ar(a— j-)  =  BE*  --:=  ca-^CA- j:'). 
md  fttr  a  und  6  obige  Werthe  substituirt: 

I  c»  +  ^«'(<?  +  a:  +  x')  I  (a:  —  x')  =  0. 


*)  Diese   intercManlen  Resultate   weiten  anf  ein  allf^rmflnc«  fteNeU 
,  dessen  Aaffindang  verdienstlich  sein  wdrde.  Cl. 

**)  Dies«  Figur  hat  leider  auf  den  Tafeln  diesem  Hefts  nirbl  niebr 
finden  kösnea;  sie  wird   im   nächsten   Hefte   niif  Tiif.  X.  narbfcr- 

r;. 
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welcher   Gleichung   nur  idurch  a;  =  x'    genügt  frerdeo  kaMi>  tu 
negative  und  imaginäre  Werthe  für  or  und  x'  hier  nobraiiehbar  md 

2)  Liegen  D  und  E  in  den  Verlängerungen  von  CB  and  Ci 
d.  h.  sind  die  Nebenwinkel  von  A  und  B  halbirt,  und  die  Hai 
birungslinien  schneiden  die  iiber  A  und  B  verlängerten  Seitoi 
dann  heissen  die  enttsprechenden  Gleichungen: 

öx  =  c{a  +  x)    und     ax'  =  c(ö  +  x') , 

also 

cx{c  +  x')       ,       cx'{c  4-  x) 

xx'  —  c*  a:a:  —  c* 

.4/)«  =  ar(a  +a:)  — 6c  =  BE^  =  a:'(6  +  ar')  -ac, 

endlich : 

I  c»  +  a-.T'(c  +  a:  +  o:')  1  (a:  -  a;')  =  0, 

also  wieder  x  =  j:'. 

3)  Liegen  D  und  £^  in  den  Verlängerungen  von  i^C  ondJC 
dann  ist: 

bx  =  c(a:  —  a)    und    aar'  =  c(a:' — 6), 

^  ""  XX' —  c^  '       ^  "-    xx'-c"^  ' 

i4Z>a  =  a:(a:— a)  —  Äc  =  Äf:*  =  a:'(a:'— 6)  -  ac, 

folglich : 

\c^'-xx'{x-\-x'  —  c)\{x^x')  =0, 

d.  h.  X  =  x' , 

Dem  anderen  Factor,  =0  gesetzt,  kann  durch  positive  Wertw 
von  X  und  x'  hiebt  genügt  werden,  denn  da  ar,  auch  a;'>c,  »o  '** 

a:a:'  >  c* 
x  +  x'  —  c^  c 


also    a:a:'(a:  +x'  —  c)  >  c'. 
4)  Geht  AD\\BC,  BE\\AC,  dann  ist: 


also  il  =  Ä  und,  wegen  A  =  90^— i^l,  J  =  ^  =  GQo,  d. b«  * 
Dreieck  ist  gleichseitig. 


S/vzr 


^.    I      J      -«itr?-   -r     1":=!.     ::.---T    i    J^^ti'. 


J<5li»      i  ^  *f »    Ä.    *• 


lr*T.-. 


*-     Zts—^ 


eu»  &i3»  ? 


-m   L    1.*     -i-m^      r   "*■..  IL-II.    ^  Jir. 


die  Par»jiriiii<ifa  nir  J^   2-£      J^ 


Tinr  i-r 


_  .11 


>     •■••!       -     Ulli 

_  .1  r  Ulli 


^CLIi-  ^^LLz.  =_x^_  =_  :^1 


iLk  Jf  Bes? 


n 


fibriiE,  £• 


D»r 


«^  1» 


ITit*» 


T'*       ••«     lii-ili'    WM'    lii»i:l 

^<  ^   UM    h*^ 3   fjiici:ri'«" tfiwi. 


^JtCA-  _  V£?€  =_C£fr=  _£?^.^ 
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De  Iocis  geometricis  punclorum  in  piano  trianguli,  qoie 
singularia  vocantur,  annotaüones  factae 


D**'.  Christiano  Fr.  Lindman, 

Lect.  Strengnesenti. 


Inter  omoes  constat,  puncta  illa  in  plaiio  trianguli,  qaae  ro- 
cantur  singularia,  esse  ceiitra  circuli  circumscripti  et  inscripü,  cen- 
trum  gravitatis  et  id  punctum,  ubi  altitudines  concurrunt.  De  bis 
pnnctis  Eulerus  jam  abhinc  centum  annis  disputavit  et  proprie- 
tates  qiiasdam  eoruni  atteutione  dignissimas  iuvenit.  Viaa  fb 
eo,  ut  saepissinic ,  nionstratani  et  praemuuitaro  niulti  sunt  secati, 
nee  fere  quisquam  ,,oleuni  et  operam  perdidit'^  Multae  igitur  i 
multis  repertae  sunt  propositiones,  de  quibus  Lexicon  Klagelia- 
num  cum  suppiementis  locupletissimis  Cel.  editoris  hiijus  Arcbiri 
(Art.  Dreyeck)  videre  licet.  Nemo  tarnen,  quantum  sciam,  in  loca 
horum  punctorum  geometrica,  quibusdam  lateribus  et  angulis 
trianguli  variantibus,  inquisivit,*)  quod  igitur  neque  injucundus 
nee  inutile  fore  mibi  visum  est.  Itaque  aliquot  ex  bis  Iocis  af- 
ferre  mihi  liceat,  etiamsi  omnia  accuratc  expossuisse  et  enaID^ 
rasse  mihi  sumere  non  possim. 


•)  Das  neuerlich  erschienene  Programm :  ücber  einige  geometrische 
Ocrtcr  der  merkwürdigen  Punkte  des  ebenen  Dreiecks  tob  Df- 
am  Ende.  Langensalza.  1863.  ist  dem  Herrn  Vf.  unbekannt  gcblie^ 
wie  dies  mit  solchen  Gelegcnheitsschriften  sehr  häufig  der  Fall  ist ,  namentUcb  ^ 
das  Ausland  bctri£ft.  Jedenfalls  ist  aber  sowohl  die  Darstellung  als  aocb  ^ 
Inhalt  des  vorliegenden  sehr  schönen  Aufsatzes  des  Herrn  Dr.  Lindman^ 
Herrn  Verfasser  so  vollkommen  eigenthümlich,  dass  es  mir  Diir  S*^ 
besondere  Freude  machen  kann,  denselben  mit  dem  freundlichsten  Diok0  '"' 
dessen  Einsendung  hier  mitzntheilen.  6* 


j 


Ftf  9  =::. 


I »-  •»••  • 


♦*:'•-    f-;- 


t  •    -. 


tl  *< 


•   « 


A« 
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basin  et  latera  producta  tanguiit.  Rectae  (5),  axi  ordinataram  p^ 
ralleiae^  locus  sunt  centri  circulorum,  quorum  circamferentiae  qdm 
latus  et  produetam  basin  alterumque  latus  prodaetom  tangooL 

II.  Probl.  In  venire  locuro  geometricum  puncti»  ubialti- 

tudines  coneurrunt 

Si  o:  et  ^  sunt  coordinatae  hujus  pancti,  aequationes  aitilodiora 
per  A  et  ß  transeuntium  erunt 

y  =(c  +  a;)CotÄ,    y  =  (c—x)CotA (8) 

Exterminatis  A  et  B  ope  aequationum  (2)  et  (8)  inveniontor 

^  =  x.    ri=    — — ; (9) 

quae  in  (1)  substitutae  dabunt 

a«(c2— a:«)2=(a«-c«)(a«— a:«)^^«     .   .  .  .  (10) 

quae  est  aequatio  loci  quaesiti.  Locus  ille  est  curva  quarti  or< 
dinis;  cujus  aequatio  soluta  dat 

unde  liquef,  curvam,  quae  quattuor  habet  ranios  in  infinitan  ex- 
currentes ,  rcspectu  axiuni  symmetricara  esse.  Praeterea  patett 
curvam  transire  per  focos  Eilipsis,  qui  sunt  puncta  duplicia»  easqoc 
lineas,  quae  Ellipsin  in  verticibus  tangunt,  asymptotas  curvaeesse. 
Ea  curvac  pars,  cujus  vertex  supra  axein  abscissarum  cadit,  El- 
lipsin in  quattuor  punctls  secat,  quorum  coordinatae  sunt: 


a    r a*  — ^* 


^«  =  ±  aa.>  o     o*    .y«  = "~ 


C.1  pars,  cujus  vertex  sub  axi  abscissarum  jacet,  Ellipsin  qaoqQ^ 
secat  in  quattuor  punctis; 

ar3  =  ±  -y^lc^-a^   y^= ; 

"^^ ""  *  v^2^*  -";^'  y4  —  +  ^^^^^— _. 

Puncta  (a:,,  y,)  et  (0:3,  ^3)  non  saepius  exsistuut,  quam  «*'  ^^ 
2c*  ll  a*,  et  Sita  sunt  in  circumferentia  circuli 


^ 


I«  '-'  —  ^ 


Ito  piano  ttlanguUy  quae  singularia  rocaniur,  353 

tera  pancta  jacent  10  hyperbola  aequilatera 

y«  —  o;«  =  c». 

irva  illa  axem   ordinataruni   secat,  quando  est  ^  =  J:  -, 

V  a*  —  c* 

M  puncta,  81  est  2e*=  a^,  eadem  sunt  ac  puncta  extrema  axia 
noris.    Circulus  nuper  nominatus  inter  curvam  et  Ellipsin  cadit. 

Solito    modo    invenitur   superficies    (=  A)    supra    abscissam 

^  c  esse: 

Posito  a  =  cV2,  evadit: 

^«"-  V2' 

Itidem   reperitur   superficies   (finita)  intra   axem  abscissarum^ 
ram  et  asymptotam: 


Si  est  a  =  cV2,  invenitur 


c« 


III*  Probl.    Invenire  locum  geometricura  centri 

gravitatis. 

SI  X  et  f/  sunt  coordinatae  hujus  puncti,   habebirous  propter 
iitnni  situm  ejus: 

V  =  3y,     J=:3a:; (11) 

s  in  (1)  substitntae  suppeditant: 

„a^j      &%«       a»6« 

~9~  +  ""9"  =  ""ST' ^'''^ 

»  est  aeqnatio  Eilipsis  Eliipsi  (1)  simills. 
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5.  2. 

Basis  (=2c)  et  diff  erentia  laterum  (=:2a)  sint 

constantes. 

Origine  et  axibas  non  mntatis»  patet,  locon  Terticis  angoB, 
basi  oppositi«  esse  hyperbolam 

a«i?*— 6«S«=— a*6«, (I?) 

quae  aequatio  prodit»  si  6t  pro  6  in  (1)  ponitar.   Cetera  reperioB- 
tur,  81  a*-f  6*  pro  c*  sabstituitur.    Itaqae  altera  rectamm 

x=±a (14) 

locus  est  centri  circuloruni  inscriptorum,  altera  locus  centri  cirei- 
lorara,  quorum  circamferentiae  basin  et  latera  producta  tangont 

Hyperbolae 

^         c — a  c  —  a         ^         a-t-c  a+c 

(c«=a*+6«) 

sunt  loci   centri  circulorum,  qui  nnum  latus  et  productaio  ImbIb 
alterumque  latus  productum  tangunt    ^ 

Eodem  modo  invenimus  ex  aequatione  (lO),  curvam 

a«(c2— Ä«)«=(c«-a«)(ar*-o«)y« (K) 

esse  locum  punctoruro,  ubi  altitudines  coucurrunt,  nee  fieripoiMr 
ut  sit  X'^a. 

Curva  ilia  per  focos  transit  et  octo  habet  ramos  in  iofiDitoi* 
excurrentes  rectaeque  x=^±:a  sunt  asyroptotae  ejus. 

Posito  6t  pro  6  in  (12)  prodit: 

9     "^     9 ST' ^^^"^ 

quae  est  aequatio  loci  centri  gravitatis  et  hyperbolam  hyperinr^ 
(13)  simiiem  repraesentat. 

§.  3. 

Basis  (=2c)  et  angulus  ei  oppositus  (=C)  sint 

constantes. 

Tum  Vertex  angnli  situs  est  in  circumterentia  circuU,  enj^ 
aequatio  est 


in  piano  irianguU,  quae  iinguiaria  voeaniur,  355 

S*  +  1?*-  ^Cl^CotCrsC« (18) 

!•  Probl.    Invenire  1  ocam  centri  circnlorum 

inscriptorum. 

Si  coordinatae  pancti  qnaesiti  =z  x  ei  y  ponantur,  valores 
coordinataram  £  et  17  ex  aeqaatione  (4)  sumendi  sunt  et  in  (18) 
nbstifuendi,  quo  facto  invenitur: 

g«(ca - j:«4-yy -f 4ya(c«~:r«)^       icyjc^^x*)  ^  ,^        , 

qnie,  transrormationibus  quibusdam  factis,  dat: 

^*  +  3^«  +  ^2cjytg4C=c«, (19) 

a:«  +  y«— 2c^Cpt  4  C=c*; (20) 

nade  liqpet,  locum  quaesitum  esse  circulum. 

nie  circultts  problemati    ipsi   satisfacit;   circumferentia   hnjus 
imiiB  latus  et  cetera  latera  producta  tangit. 

II«  Pr«M.    Invenire  locum  geometricum  puncti,  ubi 

altitudines  concurrunt. 

SI  C  et  1}  ex  aequat.  (9)  substitunntur  in  (18),  prodit,  exstincto 
fadore  e*— o?*, 

a:* +  iy*  +  2cy  Cot  C=c«, (21) 

qaae  est  aequatio  circuli  circulo  (18)  aequalis,  sed  coordinatae  cen- 
tri ejus  sunt  x=0,  ^=  — cCotC 


•  Pr^bl.     I  nvenire  locum  geometricum  centri  gra- 

vitatis. 

Valoribus    coordinatarum  $  et  17  ex  (11)   sunitis    et    in  (18) 
MilMtitatis,  habebirous: 

a:«+y«-gcyCotC=^. (22) 

Itaqne  locus  quaesitus  est  circulus,  cujus  radius  est  =  •;^^; — 7^ 
^parti  tertiae  radii  circuli  (18)  et  coordinatae  centri  sunt  a:  =  0 

•lyssjeCotC. 
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§.  4. 

Basis  (=2c)  et  differentia  angulorom  ad  baiin 
(B  —  u4=i2a)  sint  constantes. 

I.Probl.  In  venire  locam  geometricum  centri  GircalorsD 

inscriptornm. 

Ex  aequationibus  (3)  inveniuntur 

quae  cum  aequatione  ^ — ^=2a  conjunetae  dabont 

^^  ^"  ■"  (c«— a:«)«  -  2^^«  (c*  +  ;r«)  +  y*  +  4^^*  (c« — or«) 

Aequatio  illa  in  bas  duas  facil^  disjungitur: 

y«  — 2a:yCota— a:«  +  c«=0 C?) 

y«  +  2xytga-a:2+c«=0; (24) 

quae  sunt  aequationes  duarum  byperbolaram  aequilateraroD» « 
quibus  illa  est  locus  centri  circulorum  iuscriptorum  eorumque,  q« 
basin  et  latera  producta  tangunt,  haec  est  locus  centri  circol«niin» 
qui  unum  latus  et  productam  basin  et  alterum  latus  prodocteD 
tangunt. 


lI*Probl«  Invenire  locum  geometricum  panctoram»  bi^' 

altitudines  concurrunt. 

Exterminatis  ^  et  ^  ex  aequationibus  (8)  et  A— ^=2a««- 
venitur 

y«— 2a:yCot2a-ara+ca=:0, (i^) 

quae  est  aequatio  hyperbolae  aequilaterae.    Haec  hyperbola  ^^ 
que  est  locus  verticis  anguli  C  basi  oppositi. 

111«  Probl*     Invenire  locum  geometricum  centri 

gravitatis. 

Ope  aequationum  (2)  et  (11)  et  ß-^A=^2a  variabiles  i|> 
A,  B  exterminantur,  quo  facto  invenitur: 

y«-2a:yCot2a-:r«  +  ^  =  0, (26^ 

quae  est  aequatio  hyperbolae  aequilaterae. 


tu  ptami  irlanuiiU,  yiiae  tingularla  rocaiilur. 


bislfl  (=2c)  el  oltiludo  (=:/()  stnt  con 
ko*  Terliei«  anguli,  basi  oppo!>iti,  est  recin 


.  (■») 


liiveniro  Incum  georoatricam  circuloruin 
inscriptoruin. 

ifaXus  I]  e  (4)  ■»  (^)  sabstitulus  dabil 

A,«={*-2j)  (<:«-*«) (28)    . 

l  ncqaatio   loci  quaesiti.    Sotula  illti  respeclu  vari&biliam 

[(-««  f  *«i:  V(c«  -  :r')  {c«  +  A'  -  j:').     ^  =  1^'««-^^^ 
E  |irii>re  perspicitiir  eise  ^  =  0,  si  est  j'^c,  et  necesse  eaae, 

•llc* :«•  aut  j'^_c'  +  A',  81  ficTi  {lolerit,  ut  y  sJt  reaüa.    llidem 

pttat,  cunram  rectae  i;  =  Ä  ODcuirer«,  si  est  :r  =  ±  V^c"+A'. 
PoBteiinr  a<quatio,  cui  forma  illa 

dtri  polest,  ilocet  maximam  ip«ius  tf  valoreni.  qai  qiiidem  sit 
<  a.  9MC  =  j  (VT*"TA*  -  c)-  Q'hhI  bi  est  j  >  i^.  variabilie 
X  «Mittiiiw  crcscll ,  et  crescenle  et  decre^cente  g  oacjue  ad 
y^stsbi  est  x  =  <c.  Ourva  «ccurrlt  axi  abscissarum ,  qaando 
c,  et  axi  ordinalarum.  quando  est  y  =t(— c^Vc'-f  A*). 
le  pat«t,  carvara  quattuor  habere  ramoa  in  infinituro  ez- 
qaonini  asymptola  est  recta  y  ^  ^,  praetereaqoe  par- 
■•am.  tantisper  dam    sit  j;^~^c*. 


ItrMitiaado  invenitur 


-fO 


w 


V(c«-««)(c«+  *•■ 


^> 


(vcl,  tani;eDtea  per  puncia  ;r=0,  y^if  — 


fHnct»^'"^ 
.ifit)  LI  ml  man:   rJe  Ucis  gemt"^''""  p»»«" 


6.  i- 

Basis  (=2c)  et  di  fferentis  ""ß         ,  ^ 

(B-^  =2«)  einte»"'  * 

I.Probl.  In  venire  locum  geofl'C^'^  ..^i:'/!-  -\  !• 

Ex  aequationibus  (3)   inveniuntur  ^^^ 

•ß  ^  -  (iJ=^)«-y«'  ..corrant. 

quae  cum  aequatione  Ä  — -rl=2«  C'  prodit 

=  v-.i  -^     '  foordinatae 


=  (,._.,    /Coordinatae 
Aequatio  illa  in  has  d«      ^^<»  baseos  extrema 


quac   sunt    aequationr       z*'^     ..^^  esse  rectani 

quibus  illa  est  locus   /.^^  1  .    .    •    -    •       "^ 

basin  et  latera  prod     ' ^r        y  ss=s=  3  '^^  '    '    '    ' 
qui  ununi  latus  et      '^ 
tangunt. 

Ö-      ^'  CS 

■I.Probl.  Inv  ^  ^  t«s  (=fc)  «i"^  ^'"'**"r  ^ 

.^""  orthogonahum     '"  eligatü' 

E^terniinr        H*"'  ^-1*«»'"'»^     ^  e   ipsa  axls  abscissaru 

quae  est  ae        "^  f^  ^             .^^vbX'^^  (31) 

que  est  lor        ^^J^"^"^  '^^  ^Ü  ^:=^6* 

III.  ^(((fnn»  ^    •^  — |)tg^.  .    •    •    ■    " 

„  '  ,   ^tricum  centri  circui 

^^"  in,crip«  aequationes   rectarum   P« 


MmpuU  quat  ttncularta  voeantttr.  359 

•^/»^  ""Vy=(c-a:)tgJÄ (33) 


^iti : 


'«* 


> 


'<«!>  .A^' (3*) 


(38) 


^^i>  ^1  P''^'  ^9  y  ponuntar. 

— 6)(a:— c) 


4y  a?(a:— 6)(ar— 


^m  ^  esse  iroaginariam,  si  o:  est  negativa,  nee 

e,    nisi  est  b-{-c^x'>b  aat  c>:r.    Ordinata  y 

;i  est  dr=6-^tf,  et  recta  a?=6-^c  est  ejas  asym- 

artlia  azem  abscissanim  in  tribus  panctis  ar^Oyd^sA, 

^Ea  pars  curvae,  in  qua  est  xK,c,  est  finita,  altera 

ifinitum  exGurrit. 

ione  (35)  soluta  invenimus 


,  axem  abscissarum  a  curra  In  pnnctis  ar=0,  x'szCf 
sari  et  abscissas  positivas  quantitate  c  minores  esse. 

it  negativa,  necesse  est,  sit  6  _ — a:  >  6  —  c.    Recta 
st  asymptota.    Si  est  6=c,  aeqaatio  (36)  traosit  in 

quatio  circuli  dati.    Curva  (34)  posita  6=g  transit  in 

ti^x 
**  +  »'=26-x      <36) 

Invenire  locum  geonietriciim  panctoraiD,  nbi 
aititudines  concurrunt. 

ones  altitudinum  sant 

y=(c—ar) Cetil,    y  —  xCoiB     ......  (37) 
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doctaa  axi  abscissaram   esse  parallelas  et  taogentes  per  pncli 
^=0,  a:=±c  «t  y^h,  a:=db  Vc*TÄ*  a»  ordinataron. 

Solito  modo  iovenitor  superficies  (=2!^  partis  praechuae. 

Posito  *«  =  ^j7pf  babebimas 


If*  Prolil.    Invenire  locum  geometricam   panctoron, 
*  ubi  altitudines  concorrunt. 

Si  fif  ex  (9)  sumta,  substitoitur  in  (27),  prodit 

a:«=c«— Äy, (29) 

qaae  est  aequatio  Parabolae,  cujus  parameter  est  =A  et  in  qu 
^•axis    est   axis    principalis.     Coordinatae    verticis   sunt  x=:ll 

^=-7-  et  Parabola  per  puncta  baseos  extrema  transit. 


IlI*Pro1»l.  Invenire  locum  geometricum  centrl  gravltttii. 
Facillime  patet«  bunc  locum  esse  rectam 

y=U m 


i.  6. 

Basis  (=c)  et  alterum  latus  (=fc)  sint  constantei* 

Nunc    origo    coordlnatarum   orthogonal! um    in   altero  baseo« 
puncto  extreme  collocetur  basisque  ipsa  axis  abscissarum  eligato* 

Praeterea  ponamus  b^c,  quod  semper  fieri  potest.    Locus  ^^ 

ticis  angull^  basi  oppositi,  est  circulus 

iy«+S«=6« (ßl) 

et  aequationes  laterum 

fl^'^igA,    i;  =  (c-ötgB (J^^ 

I»Probl.  Invenire  locum  geometricum  centri  circulo^ 

inscriptorum. 

Coordinatis  ejus=a:,^  positis,    aequationes  rectarum  pei^ 
punctum  et  A  atque  ß  transeuntium  sunt : 


-=J^*-ft,      t=:  U 


•r — ^-  •  .J* —  f* 


•S3 


San  i^' 


im  tSC    «oaatiiDXs  iirndfa  «^qoMIir 

■  •    ■  ^ 


L,  li  eft  x=A^r,  et  recf»  jrsA^r  ««t  ^i«»  *iiy«ii 
€«rra  9a  azoi  atbsctiwra  in  trihm  imttrtin  #=i:Ql  #  ^  A« 
r=c  wnf     Ea  pars  eorrae,  in  q»a  e«t  jr  vr,  Ml  tnUa«  alUr« 
»!■■  excorrit. 

Aefaafioae  (35)  aolata  iBTeainiiui 


liqaetv  azem  abacissarani  a  curva  In  panclia  j^      (1.  j^  v  f , 
s — 6  aecari  et  abacisaaa  poaitiva»  quanlilale  r  minore«  e»«<^ 


jr  eat  negativa,  necease  eat»  alt  A  _.—  ^r  ^  A  —  r.    H»««la 
jr:=A— c  eat  aaymptota.    Si  eat  6  =  r.  aequatlo  (M)  Iranalt  In 

qnae  eat  aeqaatio  circoli  dati.    Curva  (A4)  |ioaUa  h^r  tranall  In 


A«T 


^  +y  -*26- 


cm) 


•    Invenire  locum  geomotrirum  puncturum,  ukl 
altltudinea  concurrunt. 

Aeqoationea  altitodinum  sunt 

y=(c—«) Cetil,    y  =  .r Cot li     ....      Cl?) 


3tH)  l.inäman:  he  loett  genmeirlih  piinaorom  rlr. 

Ope  aequationum  (33)  et  (37)  inveniuDlur: 


5-^,    .;-        , 

' 

qui  valoiei  i 

1)  (31)  Substitut!  dabunt 

gnde 

-^•). 

(38) 


Patat,  (ieri  nun  posse,  ul  sit  x^b,  et  curvam,  quae,  sl  est  x=:c, 
asem  abacissaruni  secat  qaattuorque  habet  ramos  inGnitoe,  per 
ori»iiiem  transire.  Haud  difliculler  perfipicitur,  rectasx^±A  esse 
asymptotas  curvae. 

Si  est  l>=^e,  aequatio  (38)  transit  in 


(39) 

Ciirvai  quae  aequationo  (39)  coatinetot,  a  Francoeur*)  jatn  nomi- 
naiut  de  eaqae  disputavit  C"'  Boymann*').  Ad  ea,  qaac  atlu- 
lil,  nihil  liabeo,  quod  addam,  nisi  quod  superficies  partis  praedu- 

sae  aequalis  est  26^ ^'    Neqae  negligendum  videtur,   aequa- 

tioneni  (Sü),  si  6 — x  pro  x  substltuitur,  mulari  in 


vel  (39).    Itaque  curva  (36)  eadem  est  atque  (39),  sed  opposilam 
habet  sitom. 

lil.Probl.  In  venire  locum  geometricum  centrl  gravi  tatis. 

Facilliroe  invenimus 

i;=3^,     {=r3a:— c; 
qui  valores  in  (31)  substituti  dabunt 

ff«  +  {*-5)'=? (40) 

quae  -est  aequatio  circuli. 


*)  Vid.  Coara    compl.   de  MAtbänatiqne«   par«E.     Bmx.   1B3S.      Ton.  II. 
p>g.  S83. 

••)  Via.  Grnnert,  Archir  der  MstheniKlilc.     Tom.  XV.  pag.  aos. 
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XXVII. 

i    8    c    e    1    1    e    n. 


Noch  sa  der  Kugel  der  mittleren  Krümmung  des  Ellipsoids. 

%*0B  dem   Ueraatgeber. 

Fdr  den  Halbmesser  R  und  die  Coordinaten  Ä,  Ty  Z  des 
Hittalpunkts  der  Kugel  der  mittleren  Krümmung  des  drei- 
angen  Ellipsoids  sind  in  Tbl.XLll.  Nr.  XXVI.  die  folgenden  sehr 
bemerkeDswertbeD  Ausdrücke  gefunden  worden: 


ab /BinHy 


X^  (a  —  b  - — K)cos£cos}$f 
^  sm^ 

K=  (6  — a-r— 5)sinircos}J, 
^  sm^' 

^       ,       ab   sinB     ,  ^ 
c    sinii 

wo  man  über  die  Bedeutung  von  L,  B  und  £,  S  die  Abhandlung 
m.  XXXVl.  Nr.  VIU.  nachzusehen  hat. 

Nach  ThLXXXVI.  S.9?.  Nr.  26)  Ist  aber: 

also,  weil 

.  %«•  tangB*  _.  1 

ist»  wie  man  leicht  findet: 


* 

362  MUctUen. 


WBkH 


Vc^y+c^^r-»» 


CO« Ä«  +  c« < f  — ^  1  '*'V~6~/   v®*"^ 


CO«  15  = 


oder: 


«in»  = 


Vco«Ä«+c«^(s^)V(?i|-7^^ 
Vi_„-c.[(5=^y+(!^7],.i.«.' 


^  cosi? 

C08]p  = 


Folglich  Ist  nach  dem  Obigen: 


R= 


^\(c^'^m\ 


■-'■-«•[(^O'+m"]'-'-*-' 


wo  nach  TbI.XXXVL  8.91.  Nr.22)  bekanntlich 

tang£  =  TtangL 

ist. 

Für  das  Rotations -Ellipsoid  Ist  a=s6,  und  daher,  ireoD  wir 


c« 


c«=:l  — ^ 


a« 


setzen : 


^  — 1  — c«sinÄ«' 

jr=  o(l ; — ö)cOsLcos]0, 

^        sin^ 

sin]&     ,    _        ^ 

F  =  a(l r-ö)  sinL  cos  38 , 

sinx» 

^        c*  sin^ 


».— »* 

-S<»««4» 

k->«* 

-s— i*+B 

-.«                " 

.:'l-.=«^«-— S.  . 

r 

1= 


»«-»»-l^.-KI»t» 


_a.i«.»«-».»ii«-Hj; 


•r^cA«  «Kb  «;«■••  hei  if  tat- 
wldblliifc  <■<■!»  TfcpTTW  wEt*M  bat,  «ic  »■«.  ■■  kirdaa 
Arcfck*  »eifcat  i«  rerveiscs.  am  4er  Afcfc»»<laag  TU.  XDL 
!«T.  XXV.  S.  386.  des  Ben«  Prafcu«*  Uieager  «m^m  kaaa. 
A«cki.n.  Baaeattteb  ia  pnktiM&er  Rickaick:  Tkeorelisch- 
pr«l;(Ucltec  Uaadbacb  der  «baaea  and  «phiriacbsM 
Triitanonatrie.  Vna  Oi.  X  Oieagei.  Stattfail  ItfiS. 
S.  39.    bUa    wiN    die   dart  gcbmckm 


4w  FocaMla  dam  Mglekb  flbtoefcea. 

DeAfcen  *ir  luu  «nf  dem  RtfUtioss  •  EllifMof d  «n  Tnp«t, 
Taa  znei  ilan  L&ngea  L.^,  £>,  eoUprechenil««  Meridianen 
v4  Taa  gwei  dcii  Breiten  Ai,  B,  eDtapracbraden  pKrallalkrel- 
M»  ciagcacbloaMn  witd,  so  nasswi  wir,  um  die  Kogvl  der  wM- 
ItfC«  KrSnnnng  f&r  de«  durch  die  Lla(;e  ((£,„-f  X^)  aad  die 
BhUi  idfo'l'  ^t)  bcetimiBten  Puakl  dieitea  Trapeses  hi  baatint- 
■W.  b  den  obigen  ForiaelD  nir  L,  B  reapcelive  l(I«-f^)< 
MÜb-f  Bi)  wtsea,  ond  die  redocirte  BreHe  »  niltelri  der  Formel 


304  .Wicellen. 


oder 


tang»=^tangi(Äo  +  Äi) 


berechnen.  Die  den  Breiten  Bq,  Bi  entsprechenden  Normalen 
8ind  gegen  die  der  mittleren  Breite  i(^*f^i)  entsprechende 
Normale  gleich  geneigt. 

Schliesst  man  einzelne  Länder  oder  Landestheile  in  der  vor- 
hergehenden Weise  roüglichst  enge  in  Trapezien  ein«  so  kann 
man  im  obigen  Sinne  für  jedes  Land  oder  jeden  Landestlieil 
seine  Kugel  der  mittleren  Krüm-mung  oder  seine  mittlere 
Krumroungskugel  bestimmen.  Weiteres  hierOber  gehurt  jetit 
nicht  hierher. 


Unmittelbarer  und  elementarer  Beweis  des  Satzes  von  Bei* 

trami.     (Archiv  Tbl.  XLII.  S.  356.) 

Von  Herrn  Professor   Reuschle  in   Stuttgart. 

Es  sei  fOr  ein  Dreieck  ABC  O  der  Mittelpunkt  des  inneren, 
Oa^  Ob,  Of,  die  Mittelpunkte  der  äusseren  Beröhrkreise,  X  der 
Mittelpunkt  des  umbescbriebenen  Kreises,  M  derjenige  des  Krei- 
ses  der  9  Punkte  oder  des  ^  Mitten kreises 'S  X  der  Durcbsduiitt 
der  Hüben,  S  der  Schwerpunkt;  ferner  seien  K! ,  M',  Jät' ,  S^  ^ 
selben  Punkte  für  das  Dreieck  OaObOo.  Nach  der  bekannten 
Relation  zwischen  diesen  beiden  Dreiecken  ist  der  Punkt  Ht  oM 
A',  der  Punkt  X'  mit  O  identisch,  mithin,  da  die  drei  Punkte  J^p 
ilf',  K'  in  Gerader  {M'  in  der  Mitte  der  beiden  andern)  Hegen» 
ist  K'KO  eine  Gerade,  K'K=^KO.  Auf  derselben  Geraden  Hegt 
aber  auch  S',  und  zwar  so,  dass  K' S'  —  \K' H' =^  \KO ,  folgiidi 
S'Kz^K'K-^K'S'  =iKO,  Stellt  nun  S"  den  Schwerpunkt  der 
vier  gleichbelasteten  Punkte  Oa,  Ob,  Oc,  O  vor,  so  ist  S^  ancb 
Schwerpunkt  von  S'  (der  Schwerpunkt  der  drei  Punkte' Oa»  O»,  Oij 
und  von  O,  sofern  S'  als  dreifach  belastet  gedacht  wird,  roitM 
ist  S'S''  =  iS"0,  und  folglich  föllt  S"  mit  K  zusammen,  da  t<v- 
hin  auch  S'K=:iKO  war. 


Druck  fe  hier. 

Im  Literar.  Ber.  Nr.  CLXX.  (Tbl.  XLlll.  Hft.2.)  S.  20.  vorfettte 
Zeile  s.  m.  „Schönbein*'  statt  „SchOnlein.** 
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'••3    z:    r- •..«■r-T.-««. 

L    Die  aiir^mt  it  ^  *  *iii£    i.*«    :  •  *     «-i    l    ^t*.^ 
dem  Itfü^n   ^  «riiiit«'irau?i    r    mit    t    «vr:       v--'^    tMr 

■ 

GM  ia  f"  weit  Mir       wv  ii»*r  =in^-»r  ^%rwat^!Om>^ii    «^«-v^. 
ad)  aaf  die  Ftm 

1)  y«4äi^  +  i:r*->7-U.-.-=  l 

gekracht  werde«. 

Dm  alle  d^reh  £e»«  (r#e->.iiin-r  i.iM>is:trarsr*i>n  '^n»a^    -^  L-sv* 
taf  iwei    aBgeiiaai«e»e    «ferwiiA^Ur^    vr-wi»?!     st    •  '•:•*•:- fir»-i 
rerwandele  maa  diesefbe  ia  itHrei'V» 


Die  drei  CoDstaatea  ^,  k,J  W«^  wii«i  ««.«ji  i.m  t»^  Ir  «s^-'-vi^-t 
Thtil  XUII.  ;; 
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welche  erhalten  werden,  wenn  man  die  Gleichung  2)  enhrie 
und  die  Coefficienten  ihrer  Glieder  mit  jenen  der  gleichotni 
der  Gleichung  1)  identificirt.    Man  hat  sonach 

3)  ^  =  /3«-a,    A=^^^,    ^  =  c«-pA«-d. 

Die  Form  2)  wird  in  einem  einzigen  Falle  unmöglich, 
zwar  dann,  wenn  Q^=iß^  —  et  gleich  Null  wird,  d.  h.  wenn 
drei  Glieder  vom  zweiten  Grade  in  der  Gleichung  1) 

ein  vollständiges  Quadrat  bilden. 

In  diesem  Ausnahmsfalle  kann  nämlich  das  zweite  Qaa( 
gi^c-i-h)*  nicht  mehr  gebildet  werden,  weil  fiir  dasselbe  li 
Glied  in  x^  eriibrigt  wird.  Anstatt  der  Gleichung  2)  bekuo 
man  nunmehr 

4)  (y  +  ßx  +  c)^=:2la:  +  J, 

wobei  die  Constanten  l,  J  durch  die  Relationen 

ßcl—d,    c«— ^  =  Ö, 
d.  i. 

6)  l=:ßc-d,    J^zc^—e 

bestimmt  werden. 


I.    Allgemeiner  Fall.    ^  ^  0. 

2.    Betrachtet  man  zuerst  den  allgemeinen  Fall ,  wenn  q  y 

ist,   und    setzt  die  in    der  Gleichung  2)  vorkommenden  linear 
Ausdrucke 

so  verwandelt  sich  selbe  in 

Mao  construire  die  beiden  durch 

p  =0  und  9  =  0 

ausgedrückten  Geraden  (F)  und  (Q);   letztere  ist  zur  Achse 
y  parallel,    p  und   g  bedeuten   bekanntlich  die  beziehuogs«^ 


r» 
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der  y  and  x  genommenen  Abstände  PMnwA  QM  (Taf.  X' 
^des  beliebigen  Punktes  M{x,y)  von  den  beiden  Ge- 
I  and  (Q). 

\i  man  jetzt  die  beiden  Geraden  (P)  und  {Q)  zu  Coor- 
chsen  und  bezieht  auf  8ie  alle  Punkte  der  Ebene  mittelst 
linaten  p  und  q,  so  reducirt  sich  die  Untersuchung  und 
ion  der  Gleichung  !2)  auf  die  der  einfacheren  Gleichung  7). 

ch  die  Art  der  in  7)  enthaltenen  Linien  nach  dem  Vor- 
on  Q  und  danach  richtet,  ob  J  positiv,  negativ  oder  Null 
nd,  um  Nichts  ausser  Acht  zu  lassen,  sechs  Fälle  zu 
iden,  nämlich : 

p  <  0,  dabei     j  ^/  =.0, 

(^<0; 

p  >  0,  dabei    j  ^  ::=  0, 

W  <0. 

n  statt  der  absoluten  Werthe  von  q  und  ^  beziehungs- 
und    y^a^   gesetzt  wird,    so    enthält    die   Gleichung  7) 
folgende  besondere  Formen: 

p*=       y2(^«— a*). 

Gattung  A).     ^  <  0,  Ellipsen. 

[eichun  g:    p*  =  y^(a*— 7*)» 

elenp'  und  g'  irgend  zwei  Werthe  von  p  und  y,  welche 
lang  befriedigen.  Man  ziehe  die  beiden  zu  ^^  =  0  paral- 
aden 

q-q',     q  =  -q'; 

80  die  beiden  zu  p  =  0  parallelen 

P=P'f    P=-P'' 

25* 
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Sie  bilden  augenscheinlich  die  Gegenseiten  eines  PanlMo' 
grammes  ^f'ilf"il!f'"ill^''  (Taf.  X.  Fig.  2.),  dessen  Ecken  vierPonkte 
der  (zu  construirenden)  Curve  sind.  Das  erste  Paar  Gegenseitei 
wird  von  der  Geraden  p  =  0«  das  letzte  von  der  Geraden  q  =0 
halbirt;  die  beiden  Geraden 

p  =  0,    9  =  0 

bilden  somit  ein  Paar  conjungirter  Durchmesser  der  Cerre. 

Die  Diagonalen  M'M"',  M"M^^  des  Parallelogramms  gehet 
durch  den  Schnittpunkt  C  der  beiden  Geraden  (P),  (Q)^  und  ne^ 
den  in  diesem  halbirt;    C  ist  demnach  Mittelpunkt  der  Cor?»  ; 

Der  absolut  grosste  Werth,  den  q  annehmen  kann,  um  nodi 
reelle  Werthe  für  p  zu  liefern ,  ist  a ;  für  ihn  viird  /»  =  0.  Der 
gr5sste  Werth  für  p  dagegen  ist  ya,  und  diesem  entspricht  fst* 
Die  beiden  zu  9  =  0  parallelen  Geraden 

9  =  0,     gz=  —a, 
und  die  zu  p  =  0  parallelen 

p=ya,    p^z-^ya 

bilden  mithin  ein  Parallelogramm  JS'N"N"'1S^^,  das  die  Corre 
ganz  in  sich  einschliesst,  und  dessen  Seiten  die  Tangenten  io  dea 
Punkten  AtA'\  B,B'  sind,  in  welchen  die  Curve  die  beiden  Dorck 
messer  (P)  und  (Q)  schneidet. 

Die  Curve  ist  eine  Ellipse. 

4.  Es  ist  wiinschenswerth ,  die  Curve  in  einer  der  Figur  (Pif'^ 
sich  anpassenden  Weise  durch  Punkte  zu  construiren.  Htn 
erreicht  dies  durch  eine  entsprechende  Interpretation  ihrer  Glei- 
chung 

Bedeutet  k  eine  willkOrliche  Constante,  so  kann  die  Cor^* 
als  der  geometrische  Ort  des  Dnrchschnittspunktes  der  beidefl 
(mit  X)  gleichzeitig  veränderlichen  Geraden 

p-ky{a-\^q), 
und  lpz=zy{a — q) 

angesehen  werden.  Von  diesen  enthält  die  erste  den  Schoittpool^ 
A'  der  beiden  Geraden  p  =  0,  q  =z — o«  die  letzte  den  Scboitt' 
punkt  A  von  p  =  0,  9  =  0;  sie  sind  somit  Supplemeotar- 
sehnen  des  Durclftnessers  A' A» 

Die  erste  Sehne  schneidet  den  Dorchroesser  9^0  auf '^ 
EU  p  =  0  parallelen  Geraden  p  =A.  ya ;  die  zweite  trifft  die  G** 
rade  p  ^  yo  in  der  zu  9  =  0  parallelen  Geraden   ^— 0=--^'' 


ant  l\rfT  alläfinrinni  r.lftchiiaQ  Sijfl 

\Vi*i-t  lieidou  l'arolfeleii  besliniinen  berivhuii»8weiäP  auf  Hem  Seg* 
ment«  CB  =  ya,  nnil  ilem  ztviBchuii  9  — a  :=  0  und  g  —  0  gelege- 
nen  SegiDcnre  —a,   fulgüch  Bucb  auf  A^A.    [>rü|torli  onale  Ati- 

HivruuM  ergiebl  sich  eine  beknnnle  Conslructioii  der  Ellipse: 
Uan  ii«bf,  um  den  Innerhalb  des  Parnllelogrammes  CBIVA  lie- 
foad'D  Theil    der  Curve     zu    erliall^n.    Parallelen   //£',    D"E". 

D^'E" -aurOiasoniileCiV,  and  verliitMe  ihreSctinittponkleW. 

Df'.ty" &»[VBm\tA'.  ebenso  E'.E".  £"' aufJVßmit  A. 

DI«  Geraden  A' ti'  und  AE'.  A  D"  und  .4£",  u.  «.  w.  «chn«!- 
den  sieb  jedesmal  In  einem  Punkte  der  Ellipse. 

Wenn  endlich  in  den  Glciehungen  der  beiden  Supplenientar- 
■ehneii  des  tfnrvhmpssers  AA'  die  Urtisse  /i,  oder  9,  oder  beld* 
glelchx*il>K  n'iit  en(ge;;engeselx(en  Vorzeichen  genommen  werden, 
M>  entslebl  durch  Elimination  der  H'illkü'rlichen  Constanten  i  jedes- 
■al  «tiedcr  die  füeichunp  der  Curve.  Hieran«  fAtgfn  analog« 
Reaallnle  Uir  diu  Cousirucfion  der  in  den  PnrHllelogrBinmen 
CB-yA.  CB!V"A'  und  tB'lS-A-  geleijenen  Tlieile  der  Cure*. 

5.     Gleiubung:    p'  =  — xV- 

Sic  («rf^lll  in  svtei  Gleichungen  vom  ersten  Grade 
p=z  yS/  — 1.  t/  und  />=:  — /V^— I.9, 
■Ali  drOekl  snmit  ein    iraa^jiriltres  Paar  von    Geradtio  aus, 
d«r«ii  x""^'"'AoiB'  Punkt   reell  ist   und  mit   dem  Uurchschnitla- 
paiAle  V  der  Gerailen 

/j  =  0,    q  =  Q 
nMMBnenl^lll. 

«.    Clelchuni;:   /»"  = -^«(fl«  +  o») 

Da  «ie  von  keinem  einziijcn  reellen  (^oordinalenpaare  p,  f 
beM«<livl  «erden  kunn ,  so  dräckt  eie  eine  i  mtigi  nSre  Cur  ve 
(ElllfMe)  *ui 

Gattung   B).     p>0.  Hyperbeln. 
7.     Gl«icbang:   p*  =  f^q^. 

Si«  sernnt  In  zwei  GIcirhntig&n  rom  erM«»  Grad» 
p  =  yq  und  p  =:  -j-.^. 
■mI  drOckl    aoralt  ein  Paiir  Gerade  aua.    die  durch  deu  Schnllt- 
^makt  der  beiden  Geraden 
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p  =  0  und  ^  =  0 
gehen  und  mit  diesen  zwei  harmonische  Paare  bilden. 
8.     Gleichung:    p«  =  y*(9*+o*). 

Auf  dieselbe  Weise»  wie  in  3.»  folgt,  dass  die  beiden  Geraden 

ein  Paar  conjugirter  Durchmesser  bilden«  und  dass  ihr 
Schnittpunkt  C  der  Mittelpunkt  der  Curve  ist. 

Der  absolut  kleinste  Werth,  den  p  annehmen  kann,  uro  noch 
reelle  Werthe  für  q  zu  liefern,  ist  ya,  und  diesem  entspricht  ^=0. 
Die  beiden  zu  p  =iO  parallelen  Geraden 

p=ya,    p^'-ya 

enthalten  demnach  keinen  reellen  Punkt  der  Curve  zwischen  siek; 
sie  sind  Tangenten  in  den  beiden  Punkten  B,  B'  (Taf.  X.  Fif>[.  3.), 
wo  die  Curve  die  Gerade  (Q)  trifft.  Da  endlich  mit  unbegreoit 
wachsendem  ^auch  p  unbegrenzt  wSchst,  so  besteht  die  Corveass 
zwei  von  einander  getrennten,  in's  Unendliche  gehenden  Zweigeo. 

Sie  ist  eine  Hyperbel. 
9.     Die  beiden  durch 

ausgedrückten  Geraden  {M)  und  (ZV)  sind  die  Asymptoteo  der 
Hyperbel.  Denn  sind  p*  und  p'*  die  (in  dem  nämlichen  Sinne  ge- 
nommenen) Coordinaten  p,  welche  in  der  Geraden  q  ^=^  q*  Hegen, 
und  von  denen  sich  die  eine  auf  die  Hyperbel,  die  andere  aber 
auf  die  betreffende  Gerade  (M)  oder  (N)  bezieht,  so  ist 


d.  h. 


p'^—p"^  =  y«a2, 


P'^^P" 

Der  Unterschied  p'—p"  nimmt  bienach  unbegrenzt  ab,  wenn 
q\  also  auch  p'  und  p*' ,   unbegrenzt  zunehmen.    Daher  o.  8-  '"^* 

Da  ferner,  absolut  genommen,  p*">p*'  ist,  so  liegt  dieHyp*^' 
bei  in  den  beiden  Winkelräuraen  der  Asymptoten,  in  denen  der 
Durchmesser  (Q)  sich  beßndet. 

Die  Asymptoten  sind  die  .Diagonalen  des  ParallelograD'"!^ 
iViV"iV'"iV/r,  dessen  Gegenseiten  durch  die  zwei  Paare 

P  =  ya>    />=  -ya 
und 

q  =  ay     q  =  '-^a 


j 


i  =  '«r  miL  j  =  —  •!/. 


ttergtbc    Die  Ccrr«  i^t  Kn««4r  i«i  «Im»  betd^  (^erta«« 

s  =  0  cnd  «  =  0, 
die  ofeabv  ihre  Asvaptotea    .¥    und  v-V^  «in«^«  b^««>$^». 
Setzt  BAfl  fenier 

fi.  m  ^  t  nud  I .  N  =  H. 

wo   fi  ond  V  willkürliche   Coostanten  seien,  so  enlj&leht   aiü«  dei 
oUgen  GleidioBg  jedesmal 

8)  /.  M  =  con$t. 

Da  Dan,  bei  entsprechender  Bestinirauni:  ^on  u  und  •.  i  und 
«  die  Abstünde  jedes  Punktes  von  den  beiden  (lOrAden  yM\  und 
(N)  aoadrficken,  wobei  diese  Abstände  im  Sinne  irgend  »^«eioi 
festgesetzten  Richtungen  genommen  werden  können,  so  enthllll 
die  Gleichung  8)  den  bekannten  Satz:  Dnss  das  Produkt  di«r 
Abstinde  jedes  Punktes  der  Hyperbel  von  Ihren  boid««n 
Asymptoten  constant  ist. 

Nimmt  man  insbesondere  die  Abstünde  t  und  u  In  otnoi 
vod  demeiben  Richtung  und  berücksichtiget,  das»  jodoMutal. 
welchen  Werth  auch  const.  bekommen  mag. 

md 

/  =  — m',    m  =  — /' 

Werthepasre  sind,  die  gleichzeitig  die  (ileirhung  drr  rurvo 
befriedigen,  so  ergiebt  sich  daraus  der  allbekannte  Mal  y  von  der 
Gl^hheit  der  Segmente  zwischen   den  Asymptoten  und  der  t'urv«» 
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und    endlich    die    einfacliale  Construclion    der   Uyperbol    mil 
Hälfe  der  Asymplulen. 

II.     «leichung:    p»  ^  j^^fy'-o»). 


bilden  ein  Paar  conjugirter  Durchmesser,  und  ihr  Scfanitl- 
ponht  C  ist  der  Mittelpunkt  der  Curve. 

Die  beiden  lu  y  —  0  parallelen  Geraden 

enthai(ei)  lieinen  reellen  Punkt  der  Curve  zwischen  sieb,  und  bc 
rQhieo  diese  in  den  Endpunkten  A,  A'  des  Durchmessers  {Rf. 
Die  CurFe  ist  eine  Hyperbel,  deren  Asymptoten  (nie  oben)  durcb 

ausgedruckt  sind.  Da  jedoch  jetst  p' <,p"  ist,  so  befindet  sieh 
die  Curve  in  den  beiden  Winkelr&umen  der  Asymptoten,  welch« 
den  Durchmesser  {P)  enthalten.     U.  s.  f. 

II.    Besonderer  Fall.    0=0. 
12.    Gleichung:   p«  =  2/r.    Parabeln. 
Die  Gleichung  4)  kann,   so  lange  /  nicht  Null  wird,     auf  die 

gebracht,  und   abgeltGrzt  durch 

p«=2fr 
ausgedrQckt  tverden. 

Man  construire  die  beiden  durch 

p  =  0  und  r  =  0 

ausgedrückten  Geraden  (P)  und  (R). 

Jedem  Werthe  des  r  entsprechen  zwei  absolut  gleiche,  abtir 
entgegengesetzt  bezeichnete  Werthe  des  p.    Die  Gerade 

p  =  0 

ist  mithin   ein  Durchmesser  der  Curve.    p  wird   reell   ßr  alle 

Werthe,  die  mit  /  gleiches  Vorzeichen  besitzen,  sonst  imagiuSr. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Curve  ganz  auf  einer  Seite  der  Gemdea 

r  =  0 
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liegt»  aod  swar  auf  jener  der  positiven  oder  negativen  r  (d.  i.  im 
SiMie  der  nrspriingiicben  x),  jenacbdem  /  positiv  oder  nega- 
tiv ist 

Ffir  r  =  0  wird  p  =  0  and,  wenn  r  unbegrenzt  wächst,  thut 
es  aocb  p.  Die  Curve  wird  demnacb  von  der  Geraden  iß)  im 
DoTcbscbnitte  5  dieser  mit  der  Geraden  {P)  berObrt  und  geht 
n's  Dnendlicbe. 

Sie  ist  eine  Parabel. 

13.  Mittelst  der  beiden  Geraden  {P)  und  {R)  kann  die  Curve 
Mcht  constniirt  werden.  Sie  Icann  angesehen  werden  als  der 
Ort  des  Durchscbnittspunktes  M  der  beiden  gleichzeitig  verän- 
deriicfceD  Geraden 

ood 

▼OD  denen  die  erste,  bei  veränderlichem  1,  sich  um  den  Punkt  iS 
(Tsf.  X.  Fig.  4.)  dreht,  während  die  letzte  parallel  zur  Geraden  (P) 
fortrflekt. 

Die  uro  5  sich  drehende  Gerade  schneidet  irgend  eine  gege- 
bene t  so  p  =  0  parallele  Gerade  p^=^p*  auf  der  zu  r  :=  0  paral- 
leles Geraden 

kr  =  p\ 

FGr  diese  und  die  zu  (P)  parallele  Gerade 

ist  folglich  das  Verbältniss 

p 

'^  =  const. 

r 

SindpS  r'  die  Coordinaten  eiifes Punktes  ilf'  der  Parabel,  so  ist 

p*«  =  2/r', 

also 

,        2/      p' 

const.  =  -;  =  '-;. 

P  ^ 

Die  l>eiden  zuletzt  genannten  Parallelen  zu  (R)  und  (P)  thei- 
leo  mitbin  die  Seiten  SR  und  RM'  des  Ober  (R)  und  {P)  beschrie- 
kenen  Parallelogramms  SRM'P  proportional,  woraus  eine  be- 
kannte» einfache  Construction  der  Curve  hervorgeht. 
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14.    Gleichung:  p^  r=  const. 

Wenn  in  der  Gleichung  4)  der  CoefBcient  /  Null  wird,  so  t< 
ducirt  sich  dieselbe  auf 

9)  (y-\-ßj:  +  c)^  =  J, 
d.  i. 

und  bedeutet  somit  ein  Paar  zu 

p  =  0 

parallele  und  symmetrisch  liegende  Gerade. 

Wenn  J  =  0  wird,  so  vereinigen  sie  sich  in  der  Gend« 
p  =  0;  für  z^<0  werden  sie  imaginär. 

^VTeltere  FftUe. 

15.  Zur  vollständigen  Untersuchung  der  allgemeinen  Gleicbai 
des  zweiten  Grades  fehlt  noch  die  Betrachtung  derjenigen  F» 
hei  denen  das  Glied  in  y^  nicht  vorkommt.  Hier  sind  i^ 
Fälle  zu  unterscheiden: 

1.  Es  fehlt  das  Glied  in  j^y  nicht,  oder 

2.  es  fehlt. 

Im  ersten  Falle  kann  die  Gleichung  auf  die  Form 

10)  xy  +  ax^  +  by-i-ca:  +  Ö  =  0 
gebracht  werden,  im  zweiten  Falle  hingegen  auf 

11)  ar2  +  2ma:  +  2ny  +  ö  =  0. 

16.  Gleichung:   mn  =  const. 
Die  Gleichung  * 

:ry  +  ax^A-by  +  cor  +  ö  =  0 
kann  umgeformt  werden  in 

(a:  +6)  (iy  +  «o:  +  Ä)  =  const. 
wobei  die  Constanten  h  und  const.  durch 

A  -|-  o6  =  c,     M  —  const  =  ö, 
d.  i. 


■  *■, 


■•<*iS. 


\ 


r.   CJeititir     ■*=  - 
Die 


km  ai#  Ar  Fvsm 


ist 


M  eatslefct 


so  den  C«ordiBate«ac^«4a  ;Mml«^Mn  ^an»fien 

■  =4  uuc  •  ^ C 
besogeo  ist 

Wenn  die  CoDsUate  ■  SM    »yy^,  ^   ^^t^rutrr^    ^^  f  v't 
io  eio  Paar  aar  ^-Achse  paraAeier  <;«rWea 
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OeotnetrlBctarr  Satz. 

Wenn  sich  liie  Seiten  tines  verKnclerüchen  Vier- 
ecks um  vier  feste,  in  einer  Geraden  liegend« 
Punkte  drehen,  wäiirend  gleichzeitig  die  Uurclischnide- 
|> unkte  der  Gegenseiten  in  einer  anile reu  Geraden  furt- 
rilcken,  tt»  drehe u  sieb  die  beiden  Diagonalen  des  Vier- 
ecks ebenfalls  um  feste,  in  der  ersten  Geraden  liegende 
Punkte. 

Ben  eis.  Es  seien  (Taf.  X.  Fig.  5.)  in  der  Geraden  (Q)  vier 
feale  Punkte  A  und  A' ,  B  und  B',  um  welche  sich  die  Gegen- 
seiten .tfiV  und  M'N'.  laiS"  und  NM"  des  Vierecks  MISM'N' 
drehen;  lerner  sei  (/')  die  Gerade,  »eiche  die  tJcbnitIpunkte  P, 
P"  jener  enthält. 

Nimmt  man  vorerst  P  als  fest  an  und  lässt  P  auf  {P)  forl- 
rlicken,  so  bilden  Bt^  und  B' P  einander  entsprechende  Strahlen 
zweier  collinearen  Btischel.  fnlglich  (auf  ^/>  und  A' P)  M  und 
M',  jy  und  iV  einander  entsprechende  Punkte  Kweter  collinearen 
Punklereihen.  Im  Uurchschnille  P  der  beiden  Geraden  AP  und 
A'P  sind  ferner  jedesmal  zwei  einander  entsprechende  Punkte 
vereiniget,  folglich  geben  die  Geraden  AJAI'  und  /V/V'  durch  feste 
Punkte  C  und  C.  Diese  liegen  in  der  Geraden  (Q).  weil  AA' 
eine  besondere  Lage,  sowohl  von  IHM',  als  AA'  abgibt. 

Die  drei  Paare  A .  A' :  B.  B' ;  C.  C  bilden  (nach  einem 
allbekannten  Satze)  eine  Involution. 

HSlt  man  P  fest  und  lässl  P  die  Gerade  (/')  durchlaufen,  «o 
drehen  eich  die  Diagonalen  IHIS'  und  Ny  wieder  um  C  und  C*. 

Daher  u.  s.  w. 

Wenn  die  Gerade  (/^  in  unendlicher  Ferne  vorausgeceUl 
wird,  so  ist  MPiMTi'  ein  ParaUerogramm.     Also: 

Wenn  sich  die  Seiten  eines  Parallelogramms  um 
vier  feste,  in  einer  Geraden  liegende  Punkte  drehen, 
so  drehen  sich  auch  die  Diagonalen  um  feste  Ponkle 
in  derselben  Geraden. 

Es  lässt  eich  sehr  einfach  zeigen,  dass  die  Punkte  C  und  C 
die  Centr&lpunkte  der  zwei  Involutionen  sind,  welche  be- 
tiehungaweise  durch  die  Paare  A,  B;  A',  B'  und  A,  B'i  A',  B 
bestimmt  werden. 

(Vgl.  meine  Principlcn  der  neueren  Geometrie.  S.  119.) 

Wie  heidfil  der  rectproke  Satz? 


r 
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XJeber  die   allgemeine  Theorie  der  Centralbewegung. 


Von 

flem   Herausgeber 


Die  allgemeine  Theorie  der  Centralbewegung  wird  in  den 
Lebrbflcbern  der  Mechanik  meistens  nicht  mit  der  Sorgfalt  und 
'VoUstindigkeit  behandelt,  welche  dieselbe  ihrer  grossen  Wichtig- 
keit wegeo  rcir  sich  in  Anspruch  zu  nehmen  berechtigt  ist;  nament- 
lich werden  mehrere  weniger  bekannte  sehr  bemerkenswerthe  und 
•leganfe  allgemeine  Sfitze  und  Formeln,  welche  sehr  oft  zur  we- 
•eatliehen  Abkürzung  hierher  gehörender  Untersuchungen  dienen 
k&nnent  nur  selten  bewiesen.  Zur  Verrollständigung  der  gang- 
baren LehrbOcher  der  Mechanik  will  ich  daher  in  diesem  Auf- 
•ttlse  die  genannte  wichtige  allgemeine  Theorie  in  mSglicbst  voll- 
atiodiger  Weise  von  Neuem  entwickeln. 


§.  1. 

Wenn  die  Bewegung  eines  Punktes  A  durch  das  Zusammen- 
wirken einer  Momentankraft  F  und  einer  durch  die  Charakteristik 
Ft  ab  Function  der  Zeit  t  bestimmten  oder  wenigstens  ursprQng- 
licb  gedachten,  hier  stets  aU  positiv  betrachteten  Zeitkraft*) 
kerrorgebracht  wird,  und  die  Zeitkraft  Ft  der  Bedingung  unter- 
liegt» dans  die  gerade  Linie,  in  welcher  ihre  Richtung  liegt,  fort- 


*)  Wegen  dieser  Begriffe  ond  Benennungen  n.  m.    ThI.  \XI.  S.  432. 
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während,  nämlich  zu  jeder  beliebigen  Zeit  i  oder  in  jedem  Zaik- 
moroente,  durch  denselben  bestimmten  Punkt  O  geht;  so  wird 
diese  Bewegung  im  Allgemeinen  eine  Centralbeweguog  ge« 
nannte  und  der  Punkt  O  heisst  ihr  Centrum  oder  ihr  Mittel- 
punkt; die  Kraft  Ft  selbst  aber  wird  eineCen  trat  kraft  genaont 
Jede  von  dem  Mittelpunkte  O  nach  dem  sich  bewegenden  Pnokte 
A  in  irgend  einem  Punkte  seiner  Bahn  oder  Trajectoria  gezogene 
Gerade  heisst  ein  Vector. 

Die  Zeitkraft  Ft  ist  natürlich  wenigstens  ursprünglich  als  eine 
Function  der  Zeit  t  zu  denken  oder  zu  betrachten ;  indessen  wird 
die  Charakteristik  Ft  nicht  immer  ursprunglich  als  eine  ent- 
wickelte Function  der  Zeit  gegeben ,  sondern  das  Gesetz  dersel- 
ben wird  öfters  auf  andere  Weise  bestimmt,  was  namentlich  bei 
den  verschiedenen  besonderen  Arten  der  Centralbewegung,  die  in 
der  Mechanik  betrachtet  werden  und  in  der  Natur  vorkomnen, 
der  Fall  zu  sein  pflegt,  wo  Ft  gewöhnlich  als  eine  Function  der 
Entfernung  des  sich  bewegenden  Punktes  A  zu  jeder  beliebigen 
Zeit  t  von  dem  Mittelpunkte  O  der  Bewegung,  d.h.  als  ein« 
Function  des  von  dem  Mittelpunkte  O  der  Bewegung  zur  Zeit  i 
nach  dem  sich  bewegenden  Punkte  A  gezogenen  Vectors,  den 
wir  im  Folgenden  durch  Rt  bezeichnen  werden  *),  gegeben  t^ird. 
Dieser  Umstand  namentlich  macht  es  nothwendig  oder  wenigstens 
sehr  wfinschenswerth,  der  Behandlung  besonderer  Fälle  der  Cen- 
tralbewegung eine  ganz  allgemeine  Theorie  dieser  Bewegung  vor- 
ausgehen zu  lassen,  bei  welcher  die  Kraft  Fty  ganz  abgesehen 
von  dem  Gesetz  der  Veränderung  ihrer  Intensität,  bloss  der  ein- 
zigen Bedingung  unterworfen  wird,  dass  die  Geraden,  in  welcher 
ihre  Richtungen  liegen,  immer  durch  ein  und  denselben  Punkt 
O  gehen.  - 

§.  2. 

Der  Einfachheit   wegen   nehmen   wir  den  Mittelpunkt  O   ^^ 
Bewegung  als  Anfang   eines    rechtwinkligen    Coordinatensyst^^ 
der  xyz    im    Kaume    an.      Bezeichnen    wir  dann    die   180^  n^^ 


*)  Die  Bezeichnung  Ft ,  llt  u.  s.  w.  mit  den  Sjjnbolen  unten  be§  ^ 
gefugtem  /  ist  zwar,  wie  ich  gern  zng^ebc,  etwas  weitläufig  und  ^ 
schwerlich,  abrr  nach  meiner  aus  reiflicher  Uebcrlegnng  hervorgeg^^ 
genen  Ueberzeu^ung  nicht  zu  umgehen,  wenn  jedwede  Zweideutigk'^ 
vermieden  uud  völlige  Bestimmtheit  erzielt  werden  soll,  in  einseli^^ 
Fällen  übrigens  ganz  unentbehrlich.  Ich  habe  dieselbe  daher  schon 
Symmetrie  wegen  durchgangig  angewendet;  wem  sie  nicht  zusagt,  mö 
die  /  weglassen! 


ar*     .•■*—«/* 'irjvin^ 


äierateigenderi   WinKe..   nf-irtif    die    kirhtuiu:   n«»:    kr.\t.    /      711 
Zeit  /  mit  den  positiver  Titelte]    oe'  Axei  cl^'  .: .  t-    :  einsrhiir«i 

1  )  „r. _:'  —  •_  . 

cos-e-:         rofri"  ro*  7 

die  Gleicfauii^eii  der  (^eranei..  11    v  sicher  7iir  Zei:   •*   iiii  Kf«^liriin«. 
der  Kraft  Ft   liest.     I»ezeichiiei    «« r  ab^r.   f*«»r    Punkt,  h    «voli^hrn: 
ffick   der   Punkt   .4   zur   Z«i:   '  lif^in*!!?: .  dnrrh    j-^v  *.    .   >v    l^nhr* 
«rir  naeb  1)  die  GleiL-huiirei 

J  '  ff'  z 


ladem   ich    uan    hier   eil.    iir    &|lf   Mai    rurk<itchtltrh    (*o\  Hc 
deetmi;  der  meisten  der  in  difüer  Ahhandlunc    coKraiirhren    Tei- 
chen auf  meioe   Abhandlung   Thl  \\l.    Nr.  \\\l  .    ih-ron    vaII 
stindige  Kenatnisfs  hier  vnransire^eTzi  nird.  und  auf  «%-o)rh(>;  Aie 
vorliegende  Abhandlung  «rar.?    t»eruheT.    «erneiso:  hahon   «ir  ^^\c 
gcirfibBlicb  *)  die  folirenden  Gleirbofiiren: 

3)    .    Ät  =  Ft  COB^f*      Ff  =  fr  cof  t'f .     Zi   —   #'i00s;*: 

aus  denen  sich: 

j.  Xt  If  Zt  ., 

41 ^z. =        —      ^  r  r  • 

COS  fpt       cos  \'t       cos  xt 

also,  trenn  nuan   diese  Gleichungen  mit  \)  \ercleicht.    iluroh  l>i 
▼imii: 


fL  —  Jfi  —  '' 
Ai  -  Fl  -  Z> 


5) 

oder: 

6) JCti^t'.zt  =  Xt:  Vt :  /f 

ergiebt;  und  weil  nun  bekanntlich**): 

isf ;  so  ist: 

^  d^jTt    c^yt    <^*si 


•)  Thl.  XXI.  Nr.  XXXI.  S.432.  2). 
•*)  Thl.  XXI.  Nr.  XXXI.  S.  43».  6). 
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woraus  sich  die  drei  Gleichungen: 


oder: 


^y'iF'*'  di'ir^'^  ^^'T^+df  •  S?^ ="• 

3*a:f      8a:f    Sir  3*zt  .  dzt    dxt        ^, 


also: 


Sil      ^       dyt      ^ 

und  folglich  durch  Integration,  wenn  Ü,  33,  tf  gewisse  Coostante! 
bezeichnen,  die  Gleichungen: 

ergehen.    Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reibe  ^ 
zt,  xt,  yt  und  addirt   sie  dann  zu  einander,    so   erhSit  man 
Gleichung: 

aus  der  sich  ergiebt,  dass  fOr  jede  Zeit  t,  also  ganz  allgei^ 
der   Punkt  (xtyttt)  in  der  durch  den   Punkt   O  als   Anfang 
Coordinaten  gehenden,  durch  die  Gleichung: 


iler  CtnlraldtveguH!/. 


flt  +  »j;  +  «5  ^  0 

tciüirlen  Ebene  liegt.    Wir  haben  daher  den  folgenden 


Bei  jeder  Cen(raitien*eguog  i 
i^torla  eine  t-urve  »on  einfacl 
dar    Eb«B«  der   Hahn    liegt  jede 
pntilil  der  Bei^t^i^ung. 

Üieeer  8aU  lit-recbligt  ans,  bei 
meincD  Theorie  der  Cenlralbenegung 
Ebe»C,  iii  welcher  die  ganze  Bewegu 
EiNrn«  der  Bahn,  selbst  als  Ebene 
Ebene  liegenden  Miltelpunkl  O  der 
fang  der  xy  aiixuiiehmen.  Überhaupt 
Detracbluiig  auf  diese  eine  Ebene 
selben  torzunebinen.  Unter  dieser 
mui  hei  onserer  ganicii  Untersuchung 
der  Cmlralliewegung  mit  den  folgen 
den  aich  fm  selbst  ergebenden  Grün 


Bahn  oder  Tra- 
rümiunng,  und  in 
auch   der  Mittel- 


y). 

nnd: 

10) 


der  Entivickelurig  der  ullge- 
der  Einfachheil   wegen  die 

mg  vor  »ich  geht,  uder  die 
der  xy  und  den  in  dieser 
Benegung  wieder  als  An- 
also  die   gante    analytische 

zu  bcBchränlten  und  in  der- 
Voraussetzung  reichen  «vir 
über  die  allgemeine  Theorie 

den,  aus  dem  Vorhergehen- 

idrurmelti  aus: 


-y'ir' 


II) xidst—ytSj:,  =  »ht, 

wo  sIbU  ä  «ine  gei^jase  Oonstante  bezeichnet 

S. ;!. 

lB«s  recht" inkligcn  t'nordinnteiisystenis  legen  wir  aber 

teen  Theorie  der  Cenlralbet*ogung  mit  ganz  beaouda- 

n  polares  Coordioatonsyslem  zu  (iruude,  und  setzen 


,  xt  ^^Ht  cos  01 


=  Asindi 


■  von  dem  Vector  Rt  mit  dem  positiven  Tbeite  der  Ase 

d«r  X  elDgcMhloMSMien  Winkel  bezeichnet.  Indem  diexfcr  Winkel 
von  dem  |>oeiliven  Theile  der  Axe  der  x  an  durch  den  rechten 
rk«n  xi.iU.  96 
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Winkel  {xy)  hindarch  oder  nach  dem  positiven  Theile  d«r  Au 
der  y  hin  von  0  bis  360^  gezälilt  wird,  aber  bemerkt  and  lie- 
stimmt  hervorgehoben  werden  moss,  dass  der  posHIve  TheU  der 
Axe  der  x  durch  jede  ganz  beliebige  von  dem  Mittelponltte  0 
der  Bewegung  ausgebende  Gerade  ersetzt  and  auch  die  Ricbtoog, 
nach  welcher  die  Winkel  Bt  von  dieser  Geraden  an  von  0  bis 
360^  gezählt  werden,  an  sich  ganz  beliebig  gew&hlt  werden  kann. 

Darch  Differentiation  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen  li): 

dxt  =  cos  6tdRt  —  Rt  sin  BtdBt » 


{CXt  =  CO 
dyt  =  sii 


w 


Ja)  .  .        .     .^     ^ 

sin  BtdRt  +  Rt  cos  Stdeti 

also,  wenn  man  diese  Ausdrücke  fiir  dxi,  dyt  und  die  AoBclrllck 
12)  von  wtf  yt  In  die  Gleichung  11)  einführt,  nach  einigen  g«n< 
leichten  Reductionen: 

14).  .  ,Rtmt  =  m,    8^=^^,    3öf=^i; 

von  welchen  Formeln  im  Folgenden  vielfacher  Gebrauch  ge- 
macht werden  wird. 


§.  4. 

Bekanntlich  ist  allgemein : 

Xt  =  Ff  cos^f ,     Yt  =  Ft  costpr. 

Wenn  die  Kraft  Ft  von  dem  Punkte  (xtyt)  aus  nicht  o^" 
dem  Punkte  O  hin,  sondern  nach  der  entgegengesetzten  S^^^^ 
hin  oder  abwärts  von  demselben  gerichtet  ist,  so  ist  offenbar? 

Xt  =  Rteos<pt,    yt  :z  Rtcoatift. 

Wenn  dagegen  die  Kraft  Ft  von  dem  Punkte  (xtyt)  aus  m^^ 
dem  Punkte  O  hin  gerichtet  ist,  »o  ist  offenbar: 

Xt  =  Äfcos(180*>-.90*    yt  =  Rt  cos  {ISÜ^—rm); 

also: 

Xt  =^ ^  Rt  cos  g)t ,    yt  =  —  Rtcosif^. 

Folglich  ist: 
15)  .   .    .   .    Xt  ^±Rtco9(pt,    yt  ^±Rtcos^t; 

wenn  man  in  diesen   Fornein  die  oberen  oder   untarao  Zei^^ 
nimmt,  jenachdem  die  Kraft  Fr  von  dem  Paabte  (xtyt)      ^ 
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irirto  von  dem  Punkte  O  oder  nach  demselben  hin  gerichtet  ist. 
Verbindet  man  mit  diesen  Gleichungen  die  obigen  Aasdrücke  von 
Xu  Fjt;  so  erhält  man  durch  Division  die  Gleichungen: 

oder: 

16) RtXt=±Ftxt.    Rtrt=±Ftyt; 

wo  natfirlich  ganz  dieselben  Bestimmungen  wegen  der  Vorzeichen 
gelten  fvie  vorher.  Betrachtet  man  von  nun  an  aber  die  Kraft  Ft 
nicht  mehr  wie  bisher  (§.  1.)  bloss  als  positiv,  sondern  als  positiv 
oder  negativ,  jenachdem  dieselbe  von  dem  Punkte  i^ttyt)  aus  nach 
dem  Punkte  O  hin  oder  abwärts  von  demselben  gerichtet  ist,  oder, 
wie  wir  in  der  KQrse  sagen  wollen,  jenachdem  dieselbe  eine  an- 
siebende  Kraft  oder  eine  abstossende  Kraft  ist;  so  erhält  man 
ans  den  Formeln  16)  offenbar  die  ganz  allgemein  gültigen  Glei- 
choDgen : 

17) RtXt=-Ftxt,    RtYt-  —  Ftyt. 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich: 

Fr*,«  ^^RtXiXt,    Ftyt*  ^-Rtyt  Yt\ 

also  durch  Addition: 

oder,  weil  offenbar 

iet: 

19 RtFt:=^-(xtXt-^ytYt). 

eine  in  mehrfacher  Rflcksicht  bemerkenswerthe  und 
wichtige  Gleichung. 

Ans  den  bekannten  Gleichungen: 

19) arr  =  Ärcosöi,    tyi  =  ÄisinO« 

erfcill  man  wie  im  vorhergehenden  Paragraphen : 

-gr-  =:  COSÖf  -gr  —  Ht  sm  dt  gj" » 

^  s  sinO,  -gj-  +  Ä  cos Bt  g^  ; 


I»   - 
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und  hieraus  ferner: 

21) 

Weil  nun  aber  nach  14) 

ist,  80  ist,  wie  man  sogleich  durch  Differention  findet: 
also 

8Ä«  ae»  .  ..8«ö 


und  folglich  nach  21): 

S*xt 


22). 


also  nach  9); 


23)  .   .    . 


5- =  cos e» J -g^ - Ä, (^-g^ j  5' 

jrt  =  coset|-g^-Ä«^^-g^^  j. 


Aus  den  Gleichungen  18),  19),  23)  ergiebt  sich  nun  unnitt 
bar  die  merkwürdige  und  wichtige  Gleichung: 


"^> ^.=».m--^- 


bei   der  natürlich  die   wegen   des  Vorzeichens   von  Ft  oben 
gebene  Bestimmung  stets  wohl  zu  beachten  ist. 

Aus  den  beiden  Gleichungen  20)  ergiebt  sich  auf  der  Stc 

ö?)'*Cf)"=(t)"+«-(ty- 


1 


Fr  elcher    Ausdruck    für    die    erlangt«    liei^ch  K'iniii^kei 
9b«aM\B  sehr  wichtig  ist. 

Endlich  erhSIt  man  mittelst   der   Itekaiinten    allgemeinen  For 


V(f)'+«-(f)'' 


Bezeichnen  wir  aber  durch  it  den  von  der  Krchlung  der  Ge- 
schwindigkeit Pf  mit  dem  positiven  Theile  der  ersleti  Axe  eines 
^nrcb  den  Piicikt  (xi^i)  parallel   mit  dem  primitiven  äysleine  der 
!cy  gelegten  Coordinateneystems  eingeschlossenen  Winkel,  indem 
I    'itir  diesen  Winkel  von  dem  positiven  Theile  der  in  Rede  atehen- 
j     Itn  ersten  Axe  nn  nach  dem  positiven  Theile  der  entsprechenden 
I     p<ei|eii  Axe  hin  oder  durch  den  entsprechenden   Coordinatemvin- 
I     kel  tiindurcti  von  0  liis  3ßO"  zählen}  so  ist  nach  einem  bekannten, 
I     illgeniein  gültigen  Verrahren  in  den  Formeln  26)  für  cob|i,  cost^r 
I    fWpeclive  Gosli,  sin|i  lu  selten,  tvodnrcb  sich  die  Formeln: 

*>Tlit.XXI.  Nr. XXXI.  S.439.ao),   auf  «eiche   Abhandiong   ichon 
n  fär  Bllemal  Terwieion  vnrden  iai. 
EA.K   0,  S.  439.  21). 
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dRt      ,,    .    ^  dßt 
cos  $t  -KZ Rt  sin  6t  -KT 

cos  5#  == 


27) 


V(f)"+«.'(t)'' 


l 


ein  öt  -gjT  +  l(f  cos  öf  -g^ 
singt  =  — ^  ■       — 


ergeben,  die  dann  ferner  unmittelbar  su  der  Gleichung: 

sin  6t  -57-  +  Rt  cos  öf  -KT 


^^ ««"8^>=  8«,  -867 

cos  6t  -Kl ßisin 6t  "^ 

führen.  Dass  in  den  Formeln  26)  und  27),  28)  durch  |r  »icbt  ein 
und  derselbe  Winkel  bezeichnet  wird,  braucht  wohl  nicht  erst 
noch  besonders  hervorgehoben  und  bemerkt  zu  H*erden. 


§.6. 

Aus  den  im  forbergehenden  Paragraphen  entirickelten  For- 
meln wollen  wir  nun  die  Zeit  t  Insofern  ganz  eliminiren,  dass  die 
vorkommenden  Differentialquotienten  nicht  wie  dort  tn  Bezog  so' 
die  Zeit  t  als  unabhängige  verSndei liehe  Grosse,  soidern  in  Beiog 
auf  andere  als  unabhängig  gedachte  veränderliche  GrSsseo,  welche^ 
wie  z.  B.  6t,  als  reine  geometrische  Grossen  notbwendig  \n  der 
Gleichung  der  Bahn  oder  Trajectoria  vorkommen  und  dieselbe 
bestimmen  müssen,  genommen  sind,  was  deshalb  sehr  wichtig 
ist,  weil  dadurch  eine  bloss  geometrische  Theorie  jeder  Central- 
bewegung  vermittelt  wird. 

Indem  wir  ans  diesem  Gesichtspunkte  zuerst  die  Kraft  Ft  ei- 
ner genauen  Betrachtung  unterziehen,  gehen  wir  von  der  Formet 
24),  nämlich  von  der  Formel 


'''  =  *^(ä/)^ 


aus.    Nach  14)  ist: 


also: 


tter  Cmft aiieiregnitg 


SK,  _  Bit,  set  _  _ä^ 
91  ~8e.  'Tt  "fit* 


uad  fnlftltcb: 


3I> 


^(jn   dO, 


Fahrt  man  die  Ausrirfick«  99)   und  31)  in  d«a   obigen  Ausdruck 
voD  Fl  ein,  so  crliäll  man: 


32) Fi  = 

oder  auch,  treit 


^Q, 


h  30): 


uiid  folglich: 


K^,). 


33) 


F,=  ^.jl  + 


djt.y 


/Sit, 


I    a»«ti 


bt  also  die  tileichung  der  Bnhn  odor  Trajectoria  etwa  In  der 
Write  |t*SC')*'>>  dass,  wie  bei  jeder  Pnlargleichting,  tti  durch 
9t  •■flgedrficiil  ist,  so  kann  millclst  der  vorstehenden  l-'ornialn 
Fl  iraniltelbar  aits  der  Gleiehuiig  der  Bahn  enlwickelt,  und  durch 
in  derselben  vurkutuniendu  goo metrische  (irüssen  ausgedrOcbl 
werdea,  wobei  man  freilich  nicht  unbeachtet  lassen  darf,  das«  in 
•Uen  diesen  Formeln  die  ('onslaitte  d  voTltonimi,  i^am  in  unseren 
(riberen  Formeln  nicht  der  Fall  nar  *) 


")  K*  iat  gar  iiichl  nicino  .tbiicht,  io  ilieaer  EDtwickclmig  der  (;anx 
■UfMMcIaBn  Theorie  d»  CcnIriTIiewogusK  rtrlr  Anwenilangcn  irKond 
««IckeT  Art  ta  iniirhea.  Vm  Jedoch  liier  wpiilfc*lrn*  an  ciiipa  ■>!)(«- 
■•In  bckasBlen.  uhr  BJaCaDbcn  Fall  mii  erinnom.  »[ 

R,—  (<<  +  Äcog«,)-> 

4ie    Gleithang  drr  Trai*rlariai  dann  i*l 


1i 


*  ' 
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Ferner  ist  nach  17): 

RtXt  =  — Ftart,     RtYt=^Ft^t', 
also  nach  9): 

d^xt  _      Ft  ^^      Et 

und  folglich: 

dt  'W^^  dt     dfi  -^      Ri^^'  dt  ^^'  dt'' 
Weil  nun  bekanntlich: 


also: 


^_r       3a:f   a^jrt.a^^f   B^t      ^dRt  dxt  ^     dyt 

^''dr"=^''dÄ^'di'j^'  ^'"är='^'ar+*'¥ 


a» 


ist;  so  ist  nach  Vorstehendem: 


D,^'  =  -Ft^    oder    DiaiDt  =-FcöÄr; 


also: 


■n-  =  -4  +  ÄCOSÖt, 
folglich : 

— g2 — =  —  Ja  Bin  Ott     — Ä^-j — =  —  /»COS  öl  > 
also: 

ä"  "*^       3^2       =  ^+ÄCOSÖf— ÄCOSÖf  =  ^, 
und  folglich  nach  32): 


Ff  = 


Ar«' 


80  dass  also  in  diesem  Falle  die  Centralkraft  dem  Quadrate  der  ^ 
proicen  Entfemang  des  sich  bewegenden  Panictes  Tom  Mittelponkt^ 
Bewegung  proportional  ist  Einige  Anwendungen  eines  anderen  wi^ 
gen  Satzes  kommen  später  noch  vor. 
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34)   .    .    .     tt^-Vt^^    oder    Fi=-|.-g|^^. 

Die  GleichoDg  der  Bahn  io   dem  Punkte  {xtyt)  ist  nach  den 
Lehren  der  analytischen  Geometrie : 


yy^-^^^^-^^^yy^ 


die  Gleichung  der  von  dem  als  Anfang  der  Coordinaten  angenom- 
meneo  Punkte  O  auf  diese  Berührende  gefällten  Senkrechten 
ist  «Iso: 

Liset  man  jetzt  x,  y  die  Coordinaten  des  Fusspunkts  des 
in  Rede  stehenden  Perpendikels«  also  die  Coordinaten  des  Durch- 
schnitlspnnkts  der  durch  die  beiden  vorhergehenden  Gleichungen 
charakterisirten  Geraden  bezeichnen,  so  erhält  man  für  dieselben 
aof  dem  Wege  geivuhnlicher  algebraischer  Elimination  aus  den 
beiden  vorstehenden  Gleichungen  leicht  die  folgenden  AusdrQcke : 

dm  dxt 


oder: 


—    8:rr«  +  %r«  "^^'^    ^^^  dxi'^TStft'^      '''' 


Bextichoet  man  nun  die  LSnge  des  von  dem  Punkte  O  auf 
dte  Berfihrende  der  Trajectoria  In  dem  Punkte  (xtfft)  gefllltcn 
Perpesdikels  durch  Pt.  so  ist: 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 

Vvt)  +  Kdt) 


*)  Dies  iit  ein  solcher  Fall,  wo  man,  wie  in  fielen  anderen,  die  l!c- 
uricbaaBg  JTy,   jr^  u.  s.  w.  nicht  entbehren  bann,  wenn   man  statt  :r,  p 

■i^C  noch  andere  Zeichen  einführea  will,  was  aber  der  Elegant,  Deut- 
Mdlkelt  aad  Bestimmtheit  hier  nicht  eben  förderlich  ist. 


26 
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Nun  ftt  aber  nach  10): 

und  bekanntlich: 

also  nach  dem  Vorhergebenden: 


also: 


Pr«=^    oder    />*«»*«  =  iP. 


35) ft»f=±il, 

wenn   man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  die 
Constante  Ü  positiv  oder  negativ  ist.    Dies  Ribrt  auf  den  folgenden 

S    a    t    9B. 

Bei  jeder  Centralbevregung  ist  dasProduct  des  voo 
dem  Mittelpunkte  der  Bewegung  auf  die  Berührende 
iu  irgend  einem  Punkte  der  Bahn  geffillten  Perpendi- 
dikels  in  die  in  diesem  Punkte  erlangte  Geschwindig- 
keit eine  constante  Grosse; 

oder: 

Bei  jeder  Ccntralbewegung  sind  die  von  dem  Mit- 
telpunkte der  Bewegung  auf  die  BerQbrenden  der  Tra- 
jectoria  gefällten  Perpendikel  den  in  den  Punkten  der 
Bahn,  durch  welche  die  Berührenden  gezogen  worden, 
erlangten  Geschwindigkeiten  umgekehrt  proportional. 

Wenn  man  die  Gleichung 

in  Bezug  aur/7(  als  unabhängige  veränderliche  Grv8«e  differentiirt. 
so  erhält  man : 

iRt    ~~    Pt'dKt' 

also  nach  34): 

36) ^'-pr»8Ä." 


r 
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Bezeichnen  wir  den    Krflmmungshalbmesser  der    Trajectoria 
in  dein  Punkte  {xtyt)  durch  Vit 9  so  ist  bekanntlich: 

KdxtV 

St/t  _  dl/t ,  dxt 
dxt  ^  dt'  dt' 

d^ift \dxtj  _     \dxtj  ,  dxj^ 

^x?  dxt      "^       dt      '  dt 

dxt    d^i/t      dl/t   d^xt 
_  dt  ' 'W''^'~W    dxt 
dxt\^  '  dt 


Nun  ist  aber: 


sito: 


""  /dxt\ 

VdtJ 

_  IT  •  ap  ~  "gr  •  "ei* 

und  rol«lich  nach  dem  Obigen,  wie  man  leicht  flndet: 

\dxt   8V      8^1    d^xtl^' 
t  dt  '  dt^'^  dt  '1F\ 

also 

^'-^^dxt    d^yt     dyt  S^t' 

dt '  a^      dt'  dt^ 

i\*enn  man  in  dieser  Formel  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt, 
jenachdero  die  Grusse 


dxt  d^yt      dyt  S^t 

dt  •  dt» ""  dt '  a<« 


positiv  oder  negativ  ist. 
Nach  35)  ist 


P'=±i' 
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wenn  man  iu  dieser  Formel  das  obere  oder  untere  Zeichen  xkim 
jenacbdem  Ü  positiv  oder  negativ  ist,  und  folglich 

dt  ~"^»i^*  dt  * 
also,  weil 


ist: 


oder  nach  10): 

(dt/t         dxt\fdxt   S^JTg      8^f  8*i^A 
^'#^y^"8^A^  '  8^^  "*^  Bt'Wj 

wo  das   obere  oder  untere  Zeichen  genommen  werden  musi», 
nachdem 

^"""'W'^'lt 
positiv  oder  negativ  ist. 

Nun  behaupte  ich,  dass  immer 

(dtft         ?5A/8j7    d^JTt      dfit    ö^A 
^'  dt  '^'^'dtAdt  '  df^  ^  dt  '  d't^J 

^''dt-^y^  dtjvdt '  dc^^  dt '  dt^j 

ist;  denn  diese  Gleichung  ist  crrüllf,  wenn  die  Gleichung 

dxt    dt/t   o*.rf  /dxt\'^  d^jrt 

^'  Jf  •  dt  "di^^y^Jt)  '  d¥ 

^    /dt/ty  d\t/t   .  d^  d^  d^t/t 

^^'\dt)  ''Wy'  dt'  dt"dF 

(dxty   dh/t  djct    dt/t   d^j/t 

~dtj  'tF'^y'~dl'~dt'~d& 

dxt    dt/t  d^xt  /9'/A*    ö^-^r 

^''''di'lt'W^^'VdtJ  'Ti^' 
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•Iso  trenn  die  Gleichung 

also  wenn  die  Gleicliungi 

(-t-»'S9)(t)'H(t)1=» 

erfüllt   isf;  weil  aber 

Bi/t  djTt       ^ 

uDd  folglich^  u'ie  sich  durch  Differentiation  sogleich  ergiebt: 

ist,    so  ist   vorstehende  Gleichung  wirklich,  also  auch  die  obige 
zu  bevreisende  Gleichung  erfullf.    Daher  ist: 


dPt 


=  ± 


\ft   g^    +yi  gy^\^  g^    .    g^^    -    g^    •    g^^  ^ 


«nd   folglich,  weil 


t 

dt  -  -"*  3/  "^  ^^  a«~ 


*^t,  durch  Division  der  beiden  vorstehenden  Gleichungen: 

1     dPt        ,'Bt''dF'^~dt'li^ 


=  + 


oder: 

SPt_,g,    dt  •  dt^        dt  •  8<^ 

^  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  zu  nehmen  ist,  jenachdem 

P^Äitiy  oder  negativ   ist.     Also  ist  nach  36)  mit  derselben  Be- 
'**^»niing  vregen  des  Vorzeichens: 


■^T    ~-."L"J 
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Wir  haben  also  jetzt  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 
^      ^    Rl  fdjn   ^     dyt  S^.xt\ 

das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen,  jenachdem 

dyt         dxt 

positiv  oder  negativ  ist,  und: 

3^  '  dt^        St*  S/« 
das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen,  jenachdem 

positiv   oder  negativ  ist.     Also  ist,  wie  aus  diesen  beiden  U 
chungen  auf  der  Stelle  durch  Multiplication  folgt: 

FtVt  =  +  p-j  Rt 
oder : 

*>0 '""*7V' Kl' 

wenn   man  in  dieser  Gleichung  das   obere    oder    untere  Zeicher» 
nimmt,  jenachdem  die  Grössen 

dyt  dxt       Sxt    S^t/t      dyt    d^xt 

^'SJ  "^^^"dl  '      dt  •  dV^  ^  dt  '  dt^ 

gleiche  oder    ungleiche    Vorzeichen   haben,    oder  jenachdem  der 
Hruch 

'dt  '  8J»        87  •  dfi 
oyt         Bxt 

positiv  oder  negativ  ist.    Nach  dem  Obigen  ist  aber  bekaontlich: 


3\»i- 
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dxt   d^^t      djft    d^xt  dxt   d^xt      dtft_    o^ijt 

Syt  dxt  dxt  ,       dut 


also: 


dxt    8*f/t      dfft   d^xt 
dt  '  8<^""^"gir'  8f»  _  _  JPf    cPf 
8vi  dxt  Rt '  dkt ' 

and  in  der  Gleichung  37)  ist  also  das  obere  oder  untere  Zeichen 
lu  nehmen,  jenachdem  der  Differeutialquotlent 

8Pr 
BRt 

negativ  oder  positiv  ist,  d.  h.  jenachdem 

Rt    und    Vt 
gleichieitig- 

(zunehmen  \  /abnehmenX 

abnehmen/  \zunehmen/ 

oder  gleichzeitig 

/zunchmenX  /zunehroen\ 

Vabnehmen/  \abnehmen/ ' 

Wir  haben  also  jetzt  den  fol^^endeu  merkwürdigen 

S    a    t    «• 

Bei  jeder  Centralbeivegung  ist 

WOOD  man  in  dieser  Gleichung  das  obere  oder   untere 
Zeichen  nimmt,  jenachdem 

der  Vector  Rt  und  die  Geschwindigkeit  Vt 

gleichzeitig 

(zunehmtn\  /abnehmenX 

abnehmen/  \zu  nehmen/ 

oder  gleichzeitig 
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(zunchmenX  /zanebmen\ 

abnehmen/     ""       Vabnehmen/ 


Dieser  hier  völlig  genau  bestimmte  Satz  ist  um  so  merkwar- 
diger«  weil  die  Centralkraft  Ft  mittelst  der  obigen  Formel  blosa 
aus  den  geometrischen  Grössen  Kt»  Pt,  Bf»  naturlitb  mit  Eio- 
schluss  der  in  allen  solchen  Fällen  nicht  zu  entbehrenden  Cod* 
stanten  Ü,  berechnet  werden  kann.  Die  Grossen  Rt,  Pt,  Bt  M 
durch  die  Bahn  selbst  gegeben. 


Nach  36)  und  37)  ist: 


Ft  = 


£1   3ft 


also  ist: 


m^±Rt 


dRt 

dpt' 


oder,  weil 

ist: 
38)   .    . 


d.Rt^  =  2RtBRt 


WO  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  jenachdem  i^^ 
Differentialquotient 

dRt 

negativ   oder   positiv  ist.     Aus  der  Gleichung  38)    erhellet  ab^^ 
auch    von  selbst,  dass  man   in  derselben   das  obere  oder  uut^^^ 
Zeichen    nehmen  muss,  jenachdem   der   Vector  Rt  und  das  P*^* 
pendikel  Pt  gleichzeitig 


"*  /zunehmcnN  , 

Vabnehmen/ 

oder  gleichzeitig 

/zunehmen\  , 

vabnehmen/ 

Daher  gilt  auch  der  folgende 


/zunehmenX 
Vabnehmen/ 


(abnehmenX 
zunehmen/' 


»    a    t 


Bei  jeder  Centralbewegung  ist 


fc. 
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weno  man   In  dieser  Gleichung  das  obere  oder   untere 
Zeielien  nimmt,  jenachdem 

der  Vector  Rt  und  das  Perpendikel  Pt 

gleielixeitig 

(zunebmenX  .     /zunebmen\ 

abnehmen/     ""       \abnebroen/ 

oder  gleichzeitig 

/zunehmenX  /abnehmen\ 

Vabnebroen/  \zunebmen/' 

Dies  ist  Obrigens  auch  schon  fflr  sich  Iclar,  weil  nach  dem 
oben  Bewiesenen  die  Geschwindigiceiten  Vt  den  Perpendikeln 
Pt  offlgekehrt  proportional  sind. 

Dm  diesen  merkwfirdigen  und  wichtigen  Satz  auf  ein  Paar 
Beispiele  anzuwenden«  wollen  wir  zuerst  annehmen,  dass  die  Tra- 
jectoria  eine  doreh  die  Gleichung 


(Ü'Hf)'= 


1 


chsrakterisirte  Ellipse  und  der  Mittelpunkt  der  Kräfte  der  durch 
die  Coordinaten  -f^y  0  bestimmte  Brennpunkt  dieser  EHip«e  sei. 
Ein  beliebiger  Punkt  der  Ellipse  sei  {xy)y  die  in  diesem  Punkte 
wirkende  Centralkraft  sei  F,  die  den  Brennpunkten  (4-  <»,  0)  und 
(— CvO)  entspreclfenden  Vecturcn  des  Punktes  {xy)  seien  respe- 
ctiveJI  nnd'jR',  der  dem  Punkte  {xy)  entsprechende  Kriinmiung.s 
lialbmesser  der  Ellipse  sei  B,  und  P  sei  das  von  dem  iMittclpunkto 
der  KrXfte  auf  die  durch  den  Punkt  (xy)  gezogene  Berührende 
der  Ellipse  geHillte  Perpendikel. 

Nach  bekannten  Sätzen  ist: 


nnd 


a  a 


,  =  <*!i^*2!  =  .^  I  (i-)-+  (.  Y ! '. 


Die   Gleichung  der    Berührenden   in   dem   Punkte  (xy)  ist.  wasuu 
«,  9  die  Teränderlicben  Coordinaten  bezeichnen : 

Thtll  XL1II.  y' 
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also  nach  einer  bekannten  Formel  der  analytischen  Cfeometrie: 


/»  = 


m'<ff~-m<m' 


oder: 


/»  = 


(a-—Y 


folglich: 


m<m' 


also: 

Ä» 
P»  = 


yYH  ' 


«•lö)v©-^ 


und  daher  nach  dem  Obigen: 


Weil  nun  nach  dem  obigen  Satze: 


J0fl    Rt 
ist,  so  ist: 


^=±pr»  Bi 


WO  es  sich  nun  fragte  welches  Zeichen   man  zu  nehmen  hat. 
ist  aber,  wie  man  leicht  flndet, 

(a:V      /y'\* fl*  — e%' 1      a' — ea:    ä*  +  ex 
ö*/  ^Xfi^J  ■"      0^6«      —  iW  •       5~ ^~ 


oder: 


(?.)'+®'=.i.(-f)(«*f)= 
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miso  nach  dem  Obigen: 


Nach  deD  Formeln 


a  a 


ist,  wie  auch  sonat  bekannt: 

R+R'  =2a, 
and  aas  den  Formeln: 

erhellet  nan  auf  der  Stelle,  dass,  wenn  R 


respectiTC  P 


(zunimmtX 
abnimmt/ ' 


(zunimmt  \ 
abnimmt/  ' 


man  also  im  Obigen  die  oberen  Zeichen  nehmen,  folglich 

^       a     Ü*  1  il« 


b^'R*"    <.     /eV)'Ä* 


A'-m 


setaen  moss. 


Wenn  die  Trajectoria  in  Bezug  auf  den  durch  die  Coordinateu 
-|-e»  0  bestimmten  Brennpunkt.,  welcher  wieder  der  Mittelpunkt 
der  Krifte  ist,  der  erste  Zweig  einer  durch  die  Gleichung 


(0'-(l)  = 


1 


ckaralcterisirten  Hyperbel  ist,  so  ist,  wenn  wir  jetzt  allen  Zeichen 
eise  gans  ähnliche  iBedeutnng  wie  im  Vorhergehenden  beilegen. 
bckaontüch: 

ex  ^,      ex 

a  a         ' 

wo  X  stets  positiv  ist.     Ferner  ist  bekanntlich: 


.)' 
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Die  Gleichung  der  Berührenden  in  dem  Punkte  (xy)  ist: 


j' 


XU    y»  _  I 

^2  -^«  —  *> 


also: 


(s)-+(«--K5)V(ft)*r 


oder: 


i»  = 


(?-")' 


"m^m'"\iiy<m 


folglich : 


P=  '^ 


also : 


-m^m' 


ß» 


'-m'^ 

©■}' 

« 

und  daher  nach  dem  Obigen: 

b^             1 

12       a 

I 

Weil  nun 

Rt 

ist,  so  ist: 

F-+"    ^'-J- 

1 

Ä« 

*       ±6«  Ä«      ± 

AV     ,, 

t'R'' 

.  1 


wo  es  sich  nun  wieder  fragt,  welches  Zeichen  zu  nehmen  ist. 
ist  aber,  wie  man  leicht  findet: 


1      ej:  —  a^  ex  +  u* 


a«6«'       «  a 

oder: 
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also  naeh  dem  Obigen: 

Weil  nuD  nach  dem  Obigen: 

-^       ex  ex 

a  a  ' 

ist,  so  ist,  wie  auch  sonst  bekannt: 

also : 

/2'  =  2a  f  Ä, 

woraus  sieb  ergiebt,   dass,    wenn  H  um  die  positive  Grosse  J 

V    b  immty'    *°^'*    ^'    "^^^P®^*'^®    "™    ^'®    positive    GrOsse    J 

(soninimtN         ,       ., 
mbninimt>  «"''  '^•''  """ 


ist»  80  Ist  ans  dem  Obigen  klar,  dass,  wenn  R 

(zunimmt  \ 
abnimmt/  ' 

respcctiTS  P 

/zunimmt  \ 
Vabnimmt/ ' 

man  also  Im  Obigen  die  oberen  Zeichen  nehmen,  folglich 

a    ü«  1  Sfl 


^'-A^B^^     C/A*     ,>   »• 


■Kl)'-'} 


setsen  muss. 


Wenn  die  Trajectoria  in  Bezug  auf  den  durch  die  Coordina* 
Daten  -|-e,  0  bestimmten  Brennpunkt,  welcher  wieder  der  Mittel- 
pankt  der  Kräfte  ist,  der  zweite  Zweig  einer  durch  die  Gleichung 

isirten  Hyperbel  bt,  t$o  ist  bekanntlich: 

a  a 
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wo  X  stets  negativ  ist;  und  man  erhält  ganz  auf  dieselbe  Weiei 
wie  vorher: 


b^  Rt  —  ^  C/6V    ,rÄ* 


"KO'-f 


und: 


=«v^- 


Weil  nun 


R  =  a-—,     R'=.-a-  — 
a  a 


ist,  80  ist,  wie  auch  sonst  hekannt: 

Ä— Ä'  =2«, 
also: 

Ä'  =  fi— 2a, 

woraus  sich  ergiebt,  dass,  wenn   R  um   die  positiTe  GrSase  i 

(  zunimmt  \  ,      „,  ,.  .,  ,^.        ^ 

.    .       .1,    auch    R     respective    am    die    positive    Gruaae   4 

/zunimmtN  ,       ., 

It.*       X  J>  und  wen  nun 
Vabninimt/ 

k±J      R  (R'^R')J  2aJ 

"""  D/  —  T  Dl  /  Eil   I    >#\  — "    I    UIl 


R'±J     R'  —  ^R'{R'±d)  —  ^R'(R'±J) 

ist,  60  ist  aus  dem  Obigen  klar,  dass,  wenn  R 

(zunimrot\ 
abnimmt/  ' 

respective  P 

(abnimmtX 
auninuiit/' 

man  also  im  Obigen  die  unteren  Zeichen  nehmen,  folglich 


b^  R^--        (/eV     j>'Ä* 


"KO- 


setzen  muss. 


Die  Centralkraft  ist  also  in    den  beiden    ersten   Fällen  ein 
anziehende  Kraft,  im  letzten  Falle  eine  abstossende  Kraft. 

Wenn  die  Trajectoria  eine  durch  die  Gleichung 


-  .'.  •*  j 


prr- 
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charakterisirte   Parabel  >  und   deren   Brennpunkt  der  Mittelpunkt 
der  Kräfte  ist^  so  ist  für  den  Punkt  (xy)  der  Parabel  bekanntlich : 


und: 


ipx  ^r  p^      4yM;  P* 


Die  Gleichung  der  Berührenden  in  dem  Punkte  {xy)  ist:. 


-y=§(«*-^)' 


also: 


folglich : 


p« 


4         *  64        * 


unil  daher: 


also: 


Weil 


2    Ü* 


^  -       16      —   4   »     ^~      2 


ist,  60  nimmt  P  mit  R  gleichzeitig  zu    und  ab^  und  man  muss 
also  das  obere  Zeichen  nehmen,  folglich 

m 

setxen«  ao  dass  also  F  eine  anziehende  Kraft  ist. 
Wenn  die  Trajectoria  eine  durcb  die  Gleichung 


";,^' 


404  Grüner l:    üeber  die  allgemeine  Theorie  ^ 

charakterisirte  Ellipse,  und  deren  Mittelpunkt  der  Hittelpankt  der 
Kräfte  ist,  so  ist  ffir  den  Punkt  {xy)  der  Ellipse  die  Gleichung 
der  BerQhrenden : 

also: 

1 


v'cjy+c« 


ferner  ist  wie  oben: 


«=^'K?.)*+©"^ 


also: 

und  daher  nach  dem  obigen  allgemeinen  Satze: 

Nach  dem  Obigen  ist: 


(?.)^(«= 


also: 
Ferner  ist: 

also: 


R=^b*^-^^a*. 


Lässt  man  nun  j;  absolut  zunehmen  oder  abnehmen,  so  nehmen 
offenbar  P  und  R  gleizeitig  zu  und  ab,  und  man  muss  folglich 
im  Obigen  das  obere  Zeichen  nehmen,  also 

setzen,  woraus  sich  ergiebt,  dass  auch  in  diesem  Falle  Feine 
anziehende  Kraft  ist. 

Wenn  die  Trajectoria  eine  durch  die  Gleichung    . 


'  i.-L  *  I 


'  ■"".   '     « 


der  Centralöewegung.  405 


ey-(0'= • 


charakterisirte  Hyperbel,  and  deren  Mittelpunkt  der  Mittelpunkt 
der  Kräfte  ist,  so  ist  fiir  den  Punkt  {xy)  der  Hyperbel  die  Glei- 
ebnog  der  Berflbrenden: 

also: 

I  1 

P  = 


ferner  ist  wie  oben: 

also: 

und  daher  nach  dem  obigen  allgemeinen  Satze: 

Nach  dem  Obigen  ist: 


(5)V(S)=^ 


also: 

Femer  ist: 
also: 


« = V^^?-"- 


Lässt  man  nun  x  absolut  zunehmen  oder  abnehmen,  so  nimmt  offen- 
bar P  ab  oder  zu,  R  dagegen  zu  oder  ab,  und  man  muss  folglich 
im  Obigen  das  untere  Zeichen  nehmen,  also 
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setzen«  woraus  sieb   ergiebt,  dass  in  diesem  Falle  F  eite  al 
stossende  Kraft  ist. 

§.6. 

Wir  wollen  nun  aucb   die  Gescbwindigkeit  Vt  und  die  Wi 
kel  |r>  171  weiter  betracbten. 

Nach  25)  ist: 

und  weil  nun  nacb  30)  und  29) 

dt  ^     ^    dßt     '     dt  ""  Rt* 
ist;  so  ist,  wie  man  sogleicb  übersiebt: 


39)   .   .    .   .  Dt 


WO  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  bat,  jenaebc 
die  Constante  Ü  positiv  oder  negativ  ist. 

Weil 


^*  "  '  1      dRt 


ist,  so  ist  mit  derselben  Bestimmung  wegen  des  Vorzeicheri 

») »-iiy^^Bix- 

Nach  34)  ist: 

also: 

41) d.Vt^=z-^2FtdRt, 

und  folglich  durch  Integration  zwischen  den  Gränzen  t,  t: 

42) Pt^-^t^,^::z^2f'  FtdRt 

T 
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oder: 


43) Vt  =  y  Vt'^-'lf  FtdRt' 

T 

Nach  20)  ist: 

dxt             .  dRt      «    .    yj  8^J 
-g-  =  cos  dl  -K-. Rt&\fißt-^^  > 

und  weil  nun^  wie  vorher : 

ht    "•  Ar«  •  aöf  '      dt  ""  /2r« 


ist«  so  ist: 


44)    .    . 


-dt  =-ß,-«(^^«'»öt-coseig^), 


also  nach  bekannten  Formeln: 

cos|t  =  —  ^2^  (ÄfSinöt  — cosör  ^), 

45)        ; 

Gosi^r  =       ^s^(l?fCosöi  +  sinöt^); 

wo  man  ftir  Vt  alle   vorher  gefondenen  Ausdrücke  dieser  Grosse 
setaen  kann. 

Beieichnet  aber  |(  den  von  der  Richtung  der  Geschwindig- 
keit Vi  mit  dem  positiven  Theile  der  ersten  Axe  eines  durch  den 
Punkt  (jTf^r)  mit  dem  Systeme  der  xy  parallel  gelegten  Coordi- 
Batensystems  eingeschlossenen  Winkel,  indem  man  diesen  Winkel 
von  dem  positiven  Theile  der  in  Rede  stehenden  ersten  Axe  an 
durch  den  Coordinatenwinkel  des  entsprechenden  Systems  hin- 
durch von  0  bis  360^  zählt;  so  ist: 

cosit  =  —  j^^  {H t Bin  ßt -—COS 6t -K^) 
46)  .   .    . 

sin  gl  =       1^  s^  (l?i  cos  öl +  sm  öl  ^): 
folglich : 


\""vr 
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Rt  coa  St  +  Bin  Ot-g7^ 

^^^ **"*^'=~7^77 — zm- 

Rt fiin dt — cos 6t  -Eß- 

§.  8. 

Wir  wollen  jetzt  der  Eiofachbeit  wegen  das  System  der  xy 
uns,  was  offenbar  verstattet  ist»  so  angenommen  denken,  diu 
von  dem  Punkte  O^aus  der  positive  Theil  der  Axe.  der  x  nack 
dem  Punkte  der  Bahn  bin  gericbtet  ist.  In  welcbem  sich  der 
Punkt  A  zu  einer  bestimmten  Zeit  r  befindet,  und  dass  man  sidi 
im  Sinne  der  Bewegung  des  Punktes  A  in  seiner  Babn  bewegeo 
muss,  wenn  man  von  dem  positiven  Tbeile  der  Axe  der  x  lo 
durch  den  rechten  Winkel  (xy)  hindurch  zu  dem  positiven  Tbeile 
der  Axe  der  y  gelangen  will.  Bezeichnen  wir  dann  eine  andere 
beliebige  Zeit,  die  grosser  als  t  ist,  durch  t,  und  den  FUebeo- 
Inhalt  des  von  dem  Vector  des  sieb  bewegenden  Punktes  A  n 
dem  Zeitintervalle  i— t  um  den  Punkt  O  beschriebeneD  Sectors 
durch  5t-r»  so  ist  nach  einer  ganz  bekannten  Formel  der  ana- 
lytiscben  Geometrie: 

48) .    St^r=:i  r^^  Rt^dSt- 

Weil  nun  nach  14)  für  jedes  i  bekanntlich 

8<  =  j  Rt^dSt 

ist,  80  ist: 

1    P^t 

49) e— T  =  j  /        Rt*dßt'> 

also,  wenn  man  die  Gleichungen  48)  und  49)  durch  einaDder  dl- 
vidirt : 

SO) fc;  =  i^' 

SO  dass  also  bei  jeder  Centralbewegung  der  Bruch  oder  das  Ver- 
bSitniss 

<— T 

eine  constante  GrOsse  ist.    Hieraus  ergiebt  sich  der  folgende 


•» 


ii.**  rmr-fl^av-^nMiy.  .11)1 


*I)  *  =  -  ,—  =^  ,I->y    '  *fA^ 


Das  Vorhergehende  geH Usermassen  umkrhr^mi,  ««ollen  ««ii 
jeCit  aaoehmen»  das»  ein  Punkt  A  in  einer  Khene  «ich  iht  hei«0|t««. 
daM  die  am  einen  gevriasen  Punkt  C>  in  dieser  Fheno  \on  den. 
?on  diesem  Panble  ausgehenden  Vectoron  do«  »ich  ho\«  elenden 
Puiktes  A  beschriebenen  8ectoren  dou  Zeilen ,  in  denen  »le  be- 
schrieben werden»  proportional  sind,  und  wollen  die  Krftlle  un- 
tersochen,  von  denen  unter  diesen  Voraussetcungen  der  Punkt  ,i 
sollieirt  werden  muss,  so  %%eit  bloss  ans  diesen  VorauNsetsungen 
eine  Bestimmung  der  in  Rede  stehenden  Krlll>o  sich  horlei 
ten  Hast. 

Da  voraosgesetat  worden  ist,  dass  die  lieuogung  gan«  In 
eiaer  Ebene  vor  sieb  geht,  so  können  wir  dioae  Kbeno  aU  die 
Ebeoe  der  xy  eines  rechtwinkligen  C/oordinateiisyNleni«  der  .r^ i. 
«nd  den  Punkt  O  in  der  in  Kedo  stehenden  Kbeiie  als  AtifanK 
dieses  Coordinatensystems  annehmen.  Den  poslliven  Thell  iler 
Axe  der  x  wollen  wir  von  dem  Punkte  O  mich  dem  l^inkle  der 
Bahn  des  sich  bewegenden  Punktes  A  hin  xlehnii.  In  widrbnni  ihn 
Punkt  A  sich  zur  Zeit  t  befindet,  und  den  positiven  Thi'll  ilm 
Axe  der  y  nehmen  wir  so  an,  dass  man  «Ich  Im  «Sinne  dm  lle 
wegnng  des  Punktes  A  bewegen  muss,  wimn  man  von  dnm  posl 
tivea  Theile  der  Axe  der  x  durch  den  rechten  Winkel  (.ry)  hin 
darcfa  an  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  if  gelangen  mIII. 

Weil  der  Punkt  A  sich  immer  In  der  Kb^ne  dur   ry  bfnrf/f. 
SU  ist  allgemein  :r  =  0,  alfio  .lurh  nlleemeln 
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a<-"'     8?-"' 

and  folglich,  weil  allgemein*) 

ist,  auch  allgemein 

Z,  =  0. 

I 

Weil  nun  diese  nach  der  Axe  der  x  genomroeDe  Composante  dei 
auf  den  Pankt  A  wirkenden  Zeitkraft  Ft  allgemein  verschwindet, 
80  muss  diese  Zeitkraft  offenbar  fortwährend  in  der  Ebene  der  orjf, 
nämlich  fortwährend  in  der  Ebene  der  Bahn  des  sich  bewegenden 
Punktes  A  wirken^  oder  die  Richtung  der  Kraft  Ft  muss  immtf 
in  dieser  Ebene  liegen«  Also  wird  die  Gerade^  in  welcher  die 
Richtung  der  Zeitkraft  Ft  liegt,  vollkommen  durch  die  Gleichung 

cos  tpt        cos  t/;r 
bestimmt 


Nach  der  Voraussetzung  ist 

St—t 


=  C, 


wo  C  eine  Constante  bezeichnet;  und  weil  nun 


St-x  =  4/    '  Äf«edr 


ist,  80  ist: 


/' 


Rt*ddt 

=  C. 


2{t-z) 


also: 


j'Rt*det  =  2C(t-t). 


folglich : 


ef'R, 


dt 


mt 

—  =  2C; 


♦)  ThI.  XXI.  i\r.  XXXI.  S.  433.  6). 
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dp '  Rtmt     df '  Rt^  ^  dt 

_t T 1^  ^dßt 

dt        ■"  ST"      ""'^'  dt' 


«'•  w = 2e 


aber: 


xt  =  Rt  C08  dt ,    .lyr  =  Rt  sin  dr ; 

^  =  sinör  "57"  +  ^«^®*^«"^^» 

er,  vvie  man  sogleich  fibersieht: 

dyt         dxt       nm^Ot 

h  dem  Vorhergehenden: 

sich  ferner  durch  Differentiation: 

Es  ist  aber  bekanntlich: 

^t  Yt  ^ytXt  =  0,    ytit  ss  xtVt; 

er,  weil 

Xr  =  Ft  cos  9t,     Ff  =  Ft  cos  t^/i 

^t  cos  (ft  =  orr  cos  ipt* 

Gleichung    der    Geraden,    in   weicher  die  Richtung  der 
'(  liegt,  war  nach  dem  Obigen: 


412    Grüner t:    Veöer  die  aUgem.  Theorie  der  CeHiraikewe9n§, 

und  ist  also,  wenn  man  diese  Gleichung  mit  der  Gleichong 

yt  cos  (pt  =:  xt  cos  ^t 
multiplicirt: 

yt{x  —  Xt)  =  xtiff — yt) , 
also :  j 

ytx  =  oriy.  i 

Aas  dieser  Gleichung  ergiebt  sich,  dass  die  Gerade,  in  weicher 
die  Richtung  der  Kraft  Ft  liegt,  stets  durch  den  Anfang  der 
Coordinaten,  also  durch  den  Punkt  O,  geht  Hieraus  ergiebt 
sich  der  folgende 

8    a    t    B« 

Wenn  ein  Punkt  in  einer  Ebene  sich  so  bewegt, 
dass  die  um  einen  gewissen  Punkt  O  in  dieser  Ebene 
von  den,  von  diesem  Punkte  ausgehenden  Vectoreo  des 
sich  bewegenden  Punktes  beschriebenen  Sectoreo  sieb 
wie  die  Zeiten  verbalten,  in  denen  sie  beschrieben 
werden;  so  kann  der  sich  bewegende  Punkt  oar  von 
einer  Zeitraft  sollicirt  werden,  deren  Richtungslinie 
stets  durch  den  Punkt  O  geht. 


■    s 
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Ueber   cobische    Reste. 
(rfir  Stidireide.) 

Von 

Herrn  Eh-,  G.  F.  Meyer  *) 


Die  im  Nachfolgenden  versuchte  Behandlung  wesentlich  der 
Aofgabe: 

„Alle  Zahlen  zu  finden,  welche  fiireinen  gege- 
benen Modulus  cuhische  Reste  oder  Nicht- 
reste  sind/' 

•etit  die  Kenntniss  einiger  HauptsStze  aus  der  Theorie  der  Con- 
gmenzen,  besonders  der  quadratischen  Keste,  voraus;  Sätze,  die 
jm  Jedem,  der  eine  Vorlesung  über  die  Elemente  der  Zahlentheorie 
burte,  bekannt  sind.  In  Betreff  dieser  Theoreme  vergleiche  man 
Qbngens  das  vortreffliche,  von  Herrn  Professor  Dedekind  her- 
ausgegebene Werk: 

„Vorlesungen  über  Zahlentheorie  von  P.  G. 
Lejeune-Dirichlet.  Braunschweig  bei  Vieweg. 
1864." 

$.  I. 
Bezeichnet  h  eine  durch  die  Primzahl  p  nicht  theilbareZabl/*) 


*)  Froher  in  lIiDnover;  von  lla^deburf;  WHr  der  neueste  Brief 
dalirt 

**)  Der  Kürze  wegen  kÖDnen  wir  die  ö  ahn  der  Reibe  1,  2,....  /y— 1 
■thoMB,  indem  ja  jede  andere  Zahl  ö  einer  dieser  Znhien  ton  1  bi» 
^««1  coBgrnsnt  sein  niust  (nAch  dem  Modul  //). 

Theil  XIJII.  !2H 


414  Ufeyer:  Veber,  eubische  Resie. 

bedeutet  ferner  6  den  grüssten  gemeinschaftlichen  Theiler  von  >* 
und  p  —  1;  so  ist  bekanntlich  die  binomische  Congraens: 

x^^b  (mod.  p) 

muglicb,  wenn  die  Bediogung 

b       ^1  (med.  p) 


Statt  bat.  Erfüllt  aber  kann  diese  Bedingung  stets  werden  ^maw^ 
zwar  für  «  verschiedene  b\  die  Congruonz  x^^b  besitzt  Jils- 
dann  d  Wurzeln. 


die 


im 


Nehmen  wir  für  m  die  Zahl  3,  so  existiren  offenbar  für  6        die 
Werthe  d=I  und  d=:3. 

Ist  3  prim  zap— 1,  d.h.  besitzt  p;die Form  3n  +  %  so  i^^        <^'^ 

Congruenz 

a:'^  6  (mod.  p) 

für  jedes  6  muglicb,  indem  nach  Fermat's  Satze  stets 

bV"^  ^  1  (mod.  p) ; 

die  Anzahl  der  b  ist  folglich  in  diesem   Falle  :=p—l,  ond 
Congruenz 

x^^b  (mod.  p) 
hat  nur  eine  Wurzel. 

Setzen   wir  jetzt  d  =  3 ,  d.  b.  nehmen   wir  p  von  der  F< 
3n  4- 1  an,  so  wird  der  Congraenz 

£-1 

b       =  6*  ^  1  (mod.  p) 
fiCir  n  verschiedene  b  Genfige  geleistet,  und  die  Congruenz 

x^^b  (mod,  p) 
bat  in  diesem  Falle  drei  incongruente  Wurzeln. 

Anmerkung.     Wie  man  sieht ,  ist   in   den   beiden  Formei 
von  pi 

p=:3it-Kl>    ;>  =  3n  +  2, 

d.  h.  p  =3it4:]>  der  Fall  p  =3  nicht  enthalten.    Derselbe  erle^ 
digt  sich  jedoch  sofort,  wenn  man  erwägt,  dass  jede  dareli  p^ 


\ 


M 
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Dicht  theilbare  Zahl  nur  die  Reste  1,  2  geben  kann.  Für  solche 
Zahlen  aber  iat  immer  : 

;r*^l  (mod.  3), 

alao: 

d.  g.  entweder  a:'^I,  oder  j:'^— 1=2.  Die  Congruenz  .r'==6 
(mod.  3)  hat  sonach  immer  eine  und  nur  eine  Wurzel. 

§•  2. 

Da  ^~q~~  ci"®  ganze  Zahl  n  bezeichnen  soll,  so  erbellt  leicht, 

data  ft  nur  gerade,  also  pzizSn  -f  i  nur  von  der  Form  p=  Om  -f  1 
sein  kann.  Nun  war  die  adäquate  Bedingung  für  die  Möglichkeit 
der  Congruenz 

x^^b  (mod.  p) 


6"  =  6**  ^  I   (mod-  p). 
Mithin  ist 

x^^b  (mod.  p) 
mdglich,  wenn  entweder  die  Congruenz 

6«  =  I. 

oder 

A«=_  I 

8tatt  findet;  gleichzeitig  können   beide  Bedingungen  nicht  beste- 
heo*  weil  ihre  Differenz  nicht  durch  /)  aufgeht. 

Man    sieht,   je    nachdem    6'"=dbl    (mod.  p),  ist  auch 

ä8«=  6  •  =±1  (mod.  p). 

Ferner   ergiebt  sich,   dass  (^6)**=  I  (mod. p)  Statt  hat,   wenn 
A*=6**^1  (mod.  p)  ist.     >Vir  können  daher  unsere  Betrachtung 

n—  i 
aaf  die  Zahlen  von  1  bis  — ö~~  beschränken*).    Und  dann  leuchtet 

dn»  dass  p — 1    stets  cubischer  Rest  von  p  ist,  weil  ftir  6  -=  I 

Er* 
immer  6  '  ^  1  (mod.  p). 


*)  Eboato  iit  es  bei  den  «obiikchnr  Mchtr^'^ten;   denn  (~^)  *   ^a 
(m«d.  jr),  wenn  ^  *  s  «. 
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§.  3. 

Die  in  §.  1.  entwickelten  Wahrheiten  erseheinen  als  Folgeron* 
gen  der  allgemeinen  Theorie  binomischer  Congruenzen.  Die  Kennt* 
niss  dieser  allgemeinen  Theorie  ist  jedoch,  wie  wir  nun  zu  zeigen 
versuchen  wollen«  bei  Beurtheilung  vorliegenden  Falles  nicht  annm- 
gänglich  erforderlich. 

Gesetzt,  die  Congruenz 

(1)  ar^^A  (mod.  p) 

sei  möglich,  wo  b  immer  eine  durch  p  nicht  aufgehende  Zahl  aas- 
drSckt,  und  r  bezeichne  eine  der  Wurzeln  von  (I);  alsdann  erhalt 
man  die  Congruenz 

^8_|.8^0  (mod.  p), 

d.  g. 

(or  — r)(a:«  +  ra:  +  r2)=0, 

folglich  ist  entweder  x^r,  oder  a;*  + ra:+r*^0;  denn  gicich- 
zeitig  können  beide  Factoren  von  ar* — r'  nicht  durch  p  theilbv 
sein,  weil  sonst  3r^  durch  p  aufgehen  mfisste. 

Da  nun  die  letztere  Congruenz  mit  der  folgenden: 

(2a:  +  r)«=— 3r«  (mod.  p) 

gleichbedeutend  ist,  die  beiden  Wurzeln  dieser  nur  fOr  p=3fi-|'^ 
stets  möglichen  Congruenz^)   aber    incongruent  sind,   und  keiner 


•)    Bekanntlich   gehört    Hie  Congruenz   (2a:+r)*  ^  —  3r*  (mod.  P^ 
sa  den  radglichen,  wenn  C^ )  =  1,   was  der  Fall   ist,    wenn  p  ^^^ 

Form  3«+l  besitzt;  für  p  =  3« +  2   dagegen  ist  (— \=r^-J=--^ 

also  x^+rx+r*^0  (mod. />)  ebenfalls  unmöglich. 

Wie  sofort  einleuchtet,   kann  man  die  Congruenz  (Sar+r)*  ^ — 3^^^ 

(mod./;)  als  eine  Combination  der  beiden  Congruenzen   (3^-f-l)*= ^ 

(mod./;),  r^^r*  (mod. p)  auffassen.     Daraus  aber  folgt: 

(2:r  +  /)«  =  (2yr  +  r)«  (mod./;), 

d.  i. : 

ar+r=2ifr  +  r  oder  x^pr  (mod.  p) 
und 

2ar+r=  — 2ifr  — r  oder  :f=  — (y+i)r  (mod.  p). 
Hiernach   stellen     sich    also    die     beiden     andern    Wurzeln  x  der  Cot^^ 


i^   . 
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der  aus  ihnen  sich  ergebenden  Werthe  %'on  x  mit  r  congruent 
sein  kann;  so  hat,  wie  wir  in  dem  Vorstehenden  behaupteten,  die 
Congrueoz  a:»  =  6  (niod.  p)  in  der  That  drei  oder  eine  Wurael, 
je  nachdem  j9=3ii-f  1  oder  />=:3n-f  2  ist. 

Gehurt  die  Congruenz  (1)  ar'^6(mod. p)  zu  den  möglichen, 
so  ist,  falls  p  die  Form  39i-f  I  besitzt,  auch: 

{x^)  »  =x^-'^=b  »  (raod.  p), 

d.  h. 

tri 
6  '   =  1  (mod.  p) 

Findet  diese  Bedingung  nicht  Statt,  so  kann   auch  die  Con- 

gruenz  (1)  nicht  bestehen.  Einmal  aber  wird  6  '  ^  I  (mod.  p) 
befriedigt,  indem  x^  durch  p  dividirt  immer  einen  Rest  o  geben 
rauss«  dem  man  b  nur  congruent  zu  setzen  braucht.  Es  fragt  sich 
nur,  ob  für  verschiedene,  d.  h.  incongruentc  Werthe  von  x  dieser 
Rest  a  nicht  mehrere  Male  erscheinen  kann.  Zu  dem  Behufe 
bezeichne  x^s  eine  Zahl  aus  der  Reibe  1,  2,...  p  —  1,  und  es 
werde  nun  untersucht,  ob  in  derselben  Reihe  nicht  etwa  eine  an- 
dere Zahl  x  =  T  existirt,  für  welche  man  hat: 

r'— «'=0  (mod.p). 


graeiim  X^^b  (mod.  p)  aU  MtiUi|ila  der  dritten  x  =  r  dar.  Dabei  kiinn 
M  sich  aUerdings  ereignen,  dais  yr^  sowie  (^-f  O^'^/'  "*"*'  Beacliniiikt 
man  sieb,  wie  es  offenbar  am  nutürliclulrii  ist,  auf  poKitive  Wurthe 
von  f,  die  kleiner  uU  p  sind;  •(»  wird,  fall«  fp^pt  diese  \Vurs«*l  j: 
nicht  als  ein  Vielfaches  von  r  angesehen  werden  können      Denn  aus^ 

yi^=:ßr  (m«d.  p), 

wo  fir^p.  würde  y^=fi  (mod. /^),  d.  h.  y  =^  ß  folgen.  Lasst  man  jf> 
doch  auch  negative  Werthe  von  x  su,  soll  also  yr^^ßr  (mod. /')  sein. 
woßr^p^  so  hat  man  wegen  //^  — (/>  — .V).  (mod.  p) 

Soll  nun  aber  die  Bexiehong  gelten  (;/  —  y^r^p,  ao  muM  nolh- 
wendig    r^ — -■     sein.     Ist  demnach  r  kleiner   oder   gleich  der  gröstteo 

ia  dem  Bruche enthaltenen  iranxen  Zahl ,  so  kann  aurh  jetxt  wie* 

P—y  * 

der  X  als  ein  Vielfaches  von  r  aufgcfaskt  werden. 
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Ist  dies  der  Fall,  so  ist  entweder: 

r  —  5=0  (mod.  p),  d.  h.  r  ==  t, 
oder: 

(2r  +  5)«=  —  35«  (mod.  p). 
Diese    Congruenz    aber    ivird    erfüllt,    sobald  nar  T — j^lii 

eine  Bedingung,  «lie  für  jede  Primzahl  von  der  Form  3n-|-l  cio' 
tritt.  Ausser  r^s  existiren  sonach  noch  zwei  andere  unter  sieb 
und  mit  s  incongruente  Werthe  r^a,  r^ß,  för  welche  r*— «'=0 
(mod.  p).  Wählt  man  nun  fiir  a:  einen  andern  Werth  $i  aas  der 
Reihe  \,%, .  ,p  ^l,  der  aber  mit  keinem  der  schon  bestiminten 
Werthe  für  r  zusammenfallt;  so  ergeben  sich  wieder  drei  und  zwar 
von  den  bereits  ermittelten  x  verschiedene  Werthe  für  x,  die 
in  der  dritten  Potenz  nach  dem  Modul  p  congroent  sind*}.  Aof 
diese  Weise  fortgefahren,  zerfällt  die  Reihe  1»,  2«,  3»,....(p-l)' 

Ist  enriiicil  if/-{-l)r^p,    «o  folgi   wegen  —  (y-f  1)  ^ />  —  (|+l) 
(mod.  p): 

-(y  +  l)r  =[p-(y+l)Jr; 

mithin  um««  jetzt 

nein. 

Wenn  aifio  für  den  Fall  Vr^p  nur  r< — — —   i«t,  «o  lawcn  «ich  ii« 

P  —  V 
beiden  andern  Wurzeln  x  der  Con^rrtienz  x^^b  (mod.  ]E^)  stett  aUViet- 

fiiche  der  dritten  Wnrzel  ouffatscn. 

Selbstverständiicli  braucht  man  für  y  nur  den  einen  (|iOflitiven)  Werth 
7.IJ  beachten,  da  ja  der  andere  dieselben  Werthe  von  x  liefern  maw. 

Airarot   man    beispielsweise  /?  =  61,   so    folgt   aus    der    Coogroeot 
(•2.(f4-l)«  =  — 3(müd.  61)   2^+1  =  +  27,  d.  g.  y^Jl^J^;  daher  heiti» 

die  beiden  Wurzeln  der  Congruenz  (2x-\-rY  ^ — 3r*  (mod.  61)  x=iy» 
X^ — I4r.  Setxt  manjetztz.  H.;-^3,  so  steliem:=a,3:=39,/r== — 4J^W 
die  3  Wurzeln  der  Congriienz  x^^21  (mod.  61)  Tor.  Für  r^4  kann  niiii' 
nu'hr  kein  X  K,,p  (absolut   genommen)   als  Multiplum    von   r   angesehen 

.....           ,6*           ö*^  j         61  «*\ 

werden,  indem  r  nicht    mehr  kleiner  al«  ^r — TI^^Zt^         «i T^^^S/ 

ifit. 

*)  F^ällt  5|  mit  keinem  der  «clion  gefundenen  Werthe  5,  a,  ß  zasaoi- 
inen,  so  kann  auch  r^   mit   keinem   diener  Werthe   übereinstiiiinien,  weil 
sonst  Si^  mit  s^^a^^^ß^  congrucnt  sein  musste   and   sonach    die  Con- 
griienz f*—- ^*=:0  (mnd.  ^)   mehr  als   3  Wurzeln   besässe,    was   doch 
unmuglirh. 


ciiAi^cAe  Hrtlt. 


-I   . 


i(  ans  3  Zahlen,  deren  Guben  in  Bezu<;  aul' p  denselben  Rest 
Eh  ifil  daher  die  Anzahl  der  b,  für  welche  die  Congruenz 

^b{maA,p)  zu  den  Müglichkeiten  gehürl,  ^  ^s— - 

also    die    sänimtlichen    incongruenten  Wurieln 


Diese  b  bildi 
der  Congruenz 


ff  »    -  I   (mod.;,). 
:  Zahl  A  die  Beziehung 

Ä  »    =  I  (raod.  p). 


so  muBS  aurb 


x*^6  (mod.p) 

Stmtl  finden,  d.  !■  die  Zahl  b  muas  wirklich  einem  der  mriglichen 
eheste  von  x*  in  Bezug   auf  p  congruent   sein.     Denn    wäre   dies 

»icfal  der  Fall,  besUndeaher  dennoch  die  Congniens  b  '=1  (mod.p.), 

«•    bSUe    die  Congruenzy"!'  =  |  ja  mehr  als    ^-y-     .y        . 

**a«  doch  unniiigliefi  ist. 

Die  vorhin  entnickelten  Resultate  selzen  p  —  \  durch  3  (heil- 
bar voraus,  d.  h.  p  muss  unter   die   Form  3]i  +  I    rallea.     Welche 
FeiR4rnngeD  aber    nerden   sich  ergeben     wenn   p    eine  Primuslll 
3n-f2  oder  —  was  da»«8elbe  —  3n — I  dnrstelll?    Auch  hier  wiih- 
^teri  wtf,  was  ja  selbstverständlich  geschehen  darf,  unsere  ar  "ieder 
^^^Kdjiir  Reihe  von  1  bii;  ;>  — 1   und  nehmen  au,  einer  beslimmteii  j 
^^^^Wfbnii  eDta|ireebe  eine  andere  r  so,  dass: 
^F  r»-.»=Ü  (mod.p). 

Aladaun    ist    entweder  r  =  s,   oder    {2r  f  «)»=  -  Sr'»    (mod.  />). 
Nun  kann  aber  diese  letztere  Concrnenz  nicht  bestehen,  iveil  Rlr 

Primzahlen  von  der  Form  /(=3«  — 1    [-      \~   ~  I:     mithin     ist 

1.  h.  r 


»■»— j»=0  nur  für  r=: 

(p — I)»  geben  daher  i 

unil   somit  ist  die  Anzahl  di 


möglich.  Die  Zahlen  1>,  1»,.. 
uiir^ßliMimllich  verschiedene  Reste. 
b  in  der  f  ongnienz 


mit  p — I  gleichbedculenil. 
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Anmerkung  l.    Ist  p  =  2,  so  Ist  die  CoDgrueaE 

(I)  (2r  +  «)«=— 3*«  (mod.  p) 

mit  der  folgenden  gleichbedeutend: 

(2r  f  «)«  =  1  (mod.  2), 

d.  h.  für  2r-|-«  ist  jede   beliebige  ungerade  Zahl  zu  setzen.   Die 
Atets  mSgliche  Congruenz 

x^  =  1  (mod.  2) 

hat  dann  aber  nur  die*  eine  Wurzel  x^\  (mod.  p  =  2). 

Daraus,  dass  (1)  möglich  ist,  darf  aber  nicht  geschlossen  wer- 
den, dass  der  für  r  gefundene  Werth  auch  der  Congroeoi 
T^-^-rs^s^^O  (mod.  2) genögen  muss.  Diese  ist  unmöglich,  wenn 
(r  und)  8  ungerade. 

Anmerkung  2.     Wir  haben   oben  von  den  Wahrheiten  G^ 
brauch  gemacht: 


(^)=l.  ^  =  3«  +  l;:(-?)  =  -l,  p  =3«  +  2(=3ii-'l) 

Am  elegantesten  dürften  dieselben  sich  mittelst  des  Leg^^' 
dre'schen  Reciprocitäts- Satzes  beweisen  lassen. 

Ist  p  von  der  Form  3n  4- 1    und  ebenso  In  Bezug  auf  4  ^^ 
der    Form    4ii|  -f  1  >     so     ist    dem    genannten    Gesetze    znf9^ 

(  -  j  =  (  ^  j   =  f  sr)  =  1;  weil  aber  auch  i  — j   :=!  ,  so  fof  J 

(t)(I)=(t)  =  ''' 

Lässt    aber    die    Primzahl    p  =  3i}  -(-  1    durch    4    getheilt    d^ 
Rest  3,  80  hat  man: 

(y )  =  - '  ^  ©  =  -  (3)  - '- «'-  «•'-^''"«  {t)  = 

Für  p  =  3it  -f  2  hat  man,  wenn  bei  der  Division  mit  4  der  ResP 
erscheint : 

Und  giebt  p  in  Bezug  auf  4  den  Rest  3,  so  entspringt: 

G)=-(0='.»«-"(f)=-'- 


TW?*  ■ 
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Mao  vergleiche  übrigens  auch  den  einfachen  Bevreis  von 
Crelle  in  aeioer  Encyklopädiscben  Darstellung  der  Zah- 
leatheorie  (besonders  abgedruckt  aus  dem  Journale 
fflr  reioe  und  angewandte  Mathematik)  §.68.  S.  236.  etc. 


§.  4. 
Dem  Fermat 'sehen  Theoreme  zufolge  ist  stets: 

6'"*  —1=0  (mod.  p  =  3it  -f  I). 

.Da  nun 

6»«  —  1  =  (6«  —  1)  (6*»  +  6»  + 1)=  0  (mod.  p), 
so  wird,  falls  6*  —  1  durch  p  nicht  aufgeht,  nothwendig 

6*"  +  6"  +  1  =  0  (mod.  p) 
sein.    Hieraus  aber  fliesst: 

(26»+l)2=-3  (mod.p). 

Bekanntlich  hat  diese  Congruenz  immer  zwei  iocongruente 
Woneln  +  r,  —  r,  folglich  kann  auch  6"  nur  zwei  verschiedene 
(Dicht  coDgruente)  Werthe  besitzen,  wenn  h  cubiscber  Nicbtrest 
fOD  p  ist  Setzen  wir  r  als  ungerade  voraus,  so  giebt  die  Coo- 
graens  ersten  Grades  (in  Bezug  auf  6"  als  Unbekannte) : 

26"  -1- 1  =  r  (mod.  p) 

lud  aus  der  Congruenz 

26»  +  1  =  —  r  (mod.  p) 


Mgt: 


6"= 2^  =  p 2~- 


lit  hingegen  der  Werth  von  r  gerade,  so  findet  man 

6"  =  2 ^ (mod.  p), 

6«=  Ei:L|±i)  (^od.  p). 


l 
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p— 1 

Da  0<'r<p9    80    kann    offenbar   6"  nie  ^   — ^    sein.     XM 

ebenso  leicht  ersieht  man ,  dass  6*  auch  nie  ^  —  1  sein  kam. 
Ueberhaapt  bezeichnen  2  und  p  —  (/-fl)  die  äussersten  GftoieB 
fiir  die  möglichen  Werthe  von  6";    y  stellt  dabei  die  grOsste  in 

yTp  enthaltene  gana^e  Zahl  vor.  Denn  sei  b^^p — y=p— [Vjpji 
so  muss  die  Beziehung  gelten: 

[2p-  (2y—  l)]«=4y«— 4y  +  1  =— 3  (mod.p),  d.  h. 

y«  — y+l=0  {mod.p), 

was  unmöglich,  indem  y'  —  y-f-l  stets  <p. 

Beispiel  1.    8ei  p  =  61,  alsdann  folgt  aus  (26»-f  Ij'^'-S 
(mod.  61)26«+ 1=27,  26»+ l  =  -27  =  34,  daher  6«=?^=ia 

27  +  1         ,.    j     ^.      61+34—1       ^^      ^      .    « 
6"= ^  =— 14, oder  6*  =  — -^-^ =  47.     För  dao  Mo- 
dul 61    bezeichnen    also    13   und  47   diejenigen  Werthe,  de&^D 

6  '  =6^^  congruent    sein    muss,    falls    6    Nichtcubikrest  von 
p  =:  61  ist. 

Beispiel  2.    FQr  p=:13  hat  man   26»  +  1  =  J: 6  (mod.  13); 
r  ist  hier  folglich  gerade,  mithin: 

,        13+6  —  1     ^,      ,  ...^ 
6»=  —^"2 ==9(mod.l3) 

und: 
^n=lin^±i  =  3  (rood.I3),  oder  wegen  -  6=7  (mod.l3): 

7—1 

6"=  — 5— =  3,   wie  vorhin.    Ist   sonach  eine  Zahl  6  cubiscbtf 

ü— I 
Nichtrest  von  p  :=  13,  so  muss  sie  in  der  Potenz  ^-k —  ^  4  ent- 

weder  congruent  3,  oder  9  (mod.  13)  sein. 


§.  5. 

Nennen  wir  jetzt  die  beiden  Werthe  aus  der  Reibe  von  1  bb 
fi— 1,  denen  6»  congruent  sein  kann,  falls  '6»  nichts!  (mod.  p), 
der  Kürze  wegen  o  und  /?.   . 

Vermöge  des  im  Vorstehenden    Bewiesenen    muss    offenbar 
der  eine  der  cubisch^n  Nichtreste  in  der  nten  Potenz  mit  ß  con- 


*l*p«r:  Vetrr  euttUcfie  HtUe 
I  «ein;  milliin  wflrdc  diu  Anzahl  der  Kicbtresle,  wekbe,  iitr 

^lenPoIeDE  erlinbeti,  tleii  Rest  a  |;eben,  —^~n *=     3~ 

Nun  hann    aber  eine  Con^aeiiz  nten  (ttades  In  Bezu;; 

fein«»  PrlmEahlnioduius  nicht  mehr  als  n  inDongruenIo  Wurzeln 

tzen:  Hunach  niiift«  die  Anzahl  der  cubischen  Nichtreste,  Melclwi 

r  sl«D  Potrnx  erhoben,  den    Res!   b,  ß  geben,    in    beiden   I 


len  lileicb  gross,  nümlicb  ^ - 


3 


ich  jede 


^^m  Ttaa  eei  A.o^n.  b^"~ß,  sn 'ist  (6,6,)"  lund  folglich  s 

^^^B  A|As    cnngruente  Zahl  =afJ  ^  I  (uiod.jv).    Denn  wäre  t 

m^ltmenl  I,  cehurle  alan   die  Zahl   fr,  6,    (oder    die  mil  ihr  con- 

graente)  in  den  cuhischen  iVichtreslen :  so  b&nnle  nach  dem  Vor- 

herfrehonden    (Ag&t)"  nur  nii(  einer  der  Zahlen  a,  ^Jcongruent  sein. 

Dies  aber  ist.  wie  man  xiebt,  unmuglScb.    Sind  somit  zwei  cubiticb» 


NlclilrMtc 

COBgtBtHt. 


ider^ 


-  len  s 


I  ist  ihr  ProducI  i 


ten  Potenz  nicht  derselben  Zahl 
I  cabiacber  Rest. 


Ul  dagegen  6|"^A("=o  (mod.  p).  ^ben  folglich  beide  die- 
■  Zahl.  t.  B.  a,  als  Ijeat,  so  kann  (A,fr^"  nur  congraenl  ß 
Sn.  nelT  a'=l,  n  entweder  CnniögÜchfls,  oder  der  Vorausstttiung 
WUersprechendpB  liefeit 

Aneb  erhellt  flolort,  das«  dnf«  ProducI  an«  einem  cubl 
In  »Incn  Nii'hlrest  ein  cuhiscber  Nichlrrat  ist. 


^^B   Aneb  erhell 
^^^^  In  »inen 

1  Allftemein  i 


f-i        E-ic-i 


icft  .....   nn    ia(   auch  b  * 

=  n"c"(i" leder   der   Fartiiren  a.  c,  d....    kann  aber  in  der 

ulfn  Polens  nur  einer  der  Zahlen  l.ei.ß  confiruenl  sein.  Nennen 
orir  naii  die  Anzahl  der  o  ft,  die  der  ß  v,  und  sclzen  tvtr,  um  einen 
beMtmmlen  Fall  vor  Augen  zu  haben,  ^  >  v  voraus;  so  fvlrO 
«Canhar 

•b"  =  a.".ß'={aß)'.a''—  (mod.  p) 

Jede  dt>r  Zahlen  o,  ß  aber  Ist  erat  in  der   dritten  and  I 
I  in  Hiuser  Polens  =  I.  d.  b.  o,  ß   ^ehOren    tum  Expooenton  3. 


6*=l  (mod.  |j). 
I  dii  UiüereBa  p  —  v  durch  ^  aurtt«ht. 
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Wird  b  in  Prirofactoren  zerlegt »  Ist  also  6  =  a«ic®i|{'»....| 
so  braueben  wir  offenbar  nur  diejenigen  zu  untersucheo,  derea 
Exponent  —  nach  Ausscheidung  des  grussten  darin  enthaltenen 
Vielfacben  von  3  —  der  Zabl  1,  oder  2  gleich  ist.    Oeno 

a^^a  (mod.  p) 

giebt,  0=1  oder  2  gesetzt, 

(a«)W+»  =  (a"+«'  )•  =  a««'.a««'  =  a^^mod.p). 

Ist  t?  =  2,  80  ist  a*  ^  /?. 

§.  6. 

Wenn  ö*   nichts  l  (mod. j»)  ist,    so    findet   die   Congrueof 
l,^n^l,n^}=0  (mod.p)  Statt,  d.  h. 

Nun  ist  aber  n  =  2m,  mithin  zerfallt  die  vorstehende  CoDgraenz 
in  die  beiden  andern: 

6««»  +  l=     6«  (mod.  p), 
6*"+l=— 6«  (mod.j»). 

Gleichzeitig  können  dieselben  offenbar  nicht  eintreten ,  n^eil 
ihre  Differenz  26*"  kein  Vielfaches  von  p  ausdrückt 

Substituiren  wir  jetzt  fär  6^«"  =  A«  die  möglichen  congroeoten 
Werthe  o,  ß,  so  erhalten  wir  die  Beziehungen : 

6"»^     a+1  (mod.  p), 
6">=— («+!)=/> -(a  +  l) 

und 

6"»=     ß  +  l  (raod.f>), 

Den  in  $•  4.  gegebenen   Wertben  von  a  und  ß  zufolge  abcc 


*)  Vermöge    dieser    Beziehung    ist    also    stets    a^-^a-^i^O  «^ 
(a+l)*=a,  (/?+1)*^/?.  —  Und  beachtet  mao,  dass  a-|-/9=P— 1>  •" 
ergeben  sich  aus  ^'*  ^  — ö*^  —  1  (mod.  p)   die   schon   bekannten  Ressl* 
tatea^^/9,   /?*==  a.  —Schreibt   man    endlich   die   obige  Congraeoi  ii 
folgender  Form : 

(/>fi«.i)«  =  _3^H  (mod  p), 

so  entspringen  die  interessanten  Folgerangen : 


— *■      .-.J'".. -/^f 


Ott-  M«BC?'     »nsyp*^*»      w       #-!^  f*       ■'trii 


»7..r*       .'T'^     «j<4*iC;'> 


1' 


rrftor  ««en.      Tür  vnp^rsköt   Zahn»!    a^^-   :s 


OcB  am  Vorethnden  irt^nd««««  2«Miniiii#nlMnjc  Wer  t;«,^^«^, 

tigca.    bt  Bialicfc  inDicbst  A*"  =:  i.  «|.  b. ; 

6»-  -  I  =  (A-  -  l)(6«-+ A-  f  I)     0  o....a.  ,.». 
••  «tttspringt: 

^•*+ !?=■-  — Ä"  (llloti   ;i) 


Uad  bt 


6-  +  l=(6-.  f  !)(&.-.  ^A«,  I)      0( ,,, 


I" 
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so  folgt: 

6*«"+ 1=6». 

Je  nachdem  alsof -J  =  J:l  ist,  rooss  6^»-f  l^f  6*(iDod.p) 

sein,  natfiplich  anter  der  Voraussetzung,  dass  weder  6"* — I,  nodi 
6""  -f  1^0  (mod.  p).     Den  Wertben  a,  ß  kann  also  6*  oar  con- 

graent  sein,  wenn  (  —  J  =1. 

Anmerkung  1.     Auch  hier  sieht  man  leicht,  dass 

(«+  l)«=a,  (/S+  l)«=/3  und  a«=/3,  /J«=o 

sein  muss. 

Anmerkung  2.  Eine  andere  Form  dieser  intereiwanfeo 
Folgerungen  endlich  ist  folgende.  Giebt  man  nämlich  den  beiden 
Congruenzen 

6«m^^iii^]=0  (mod.p)  und  6*»— 6" +1=0 

beziehungsweise  die  Formen: 

(6~  + 1)*=6»  (mod.  p)  und  (6»  —  1)«=—  6«, 

und  nennt  man  der  Kürze  wegen  den  Rest  von  6"*  in  Bezog  uf 
p  y;  so  sieht  man,  dass: 

(y  +  l)«=y  (mod.p),  wenn  f-J  =  I 
und: 

iy — l)*^j^ — y  (mod.p),  wennf— J=  —  1. 

BerOcksicbtigt  man  aber,  dass  für  (—j  =  1  nur  )r  =  o,  od^ 

=  /?  sein  kann,  dass  hingegen  furf  — J=:  — 1  y  entweder =04*^' 
oder  =  /?-f  1  ist,  so  hat  man  die  obigen  Resultate. 

Anmerkung  3.     Hat  man    fSr    irgend    eine  durch  p  ni€^' 
theilbare  Zahl  b  gefunden,  dass  sie  in  der  Potenz  ^-^— einem  d 

möglichen  Wertbe  a, /?  von  6^*" =6  '     congroent    ist;     so    mtk^ 
man  nach   dem  Obigen  sofort,  dass  f-J  =  1;   ist    dagegen   h^ 

=0  +  1,  oder  =  /3  +  l,  so  muss  f-J=:  — 1  sein. 


.Wcffsr:  /rftcr  ciiAfarAe  Hesle. 

Wir  benntien  noch  die  G«t<<t;enh<;il,  gleich  einige  andere  ups-  i 
cidl»  RvMullalo  mX  iinxurültr«ii, 

8«<xt  roan  6  =p  —  I  ^  —  1  (mod.  p) ,  «a  wird  6  ■  ^  A" 
=  (|>— I)'-  =  (-I)'"  «ein.  d.  h.  M  isl  (p— 1)"~±I  (mod. p).  je 
nkebdena  —»  =  m  zu  den  geraden  oder  aogeraden  Zahlen  gebUri. 
HHhia  »1  im  ersten  Falle 


(V)=- 


f j=  +1;    im    ztveilen    dagegen   int 


Diiss     diect    ItefauKal    einei 
darstellt: 


dern    Fall     de»     folgenden 

erkennt  man  »orort. 

Beseichnel  tf  eine  primitive  Wnrxel  von  p,  an  ntflesen  nffen- 
Iwr  die  Zahlen: 

ff".  .7*. ff'. ■■■■ff''"* 
eabUdie  Reste  von  p  sein.     Dagctten  sind  die  Polenien: 
j'.ff*,ff',....ffp-»,und  g^g^ff' jf-« 

im  d«r    -Ä-  ten  Polens  heiiohungaM-eiae  mit  a  und  «•  eongmcnl. 

Mit  der  ftrSasten  Leichtigkeit  l'nl);t  endlich  dor  Satz,  daae  8. 
•«wie  p  —  fi  atels  cubische  Reste  von  p  =  3n-f  1  sind,  und  daaa 
f3r  M>p  und  ftl^r  (mod.p)  auch  rund  p  —  r  zu  den  cubiscben 
RmIm  von  p  Kfhi'.ren.  So  ist  k.B.  (üt  p  =  (jl  64^3  (mod.  Ol), 
mifbin  bedeuten  3  und  58  cubische  Reste  von  61. 

Achnlichc  8Xlze  Icöniite  man  offenbar  in  Beiug  auf  die  Tol- 
gMlilflB  Zahlen  3,  4,  5,..,.  zu  ermitteln  aucben,  waa  jedoch  aas 
Mdit  faeKreiflichen  Gründen  unterblethen  aoll. 

{.8. 

Onaere  biaherifEen  Betrachtungen  setzten  den  Moilul  als  eine 
Primxahl  Toraiis.  Es  tient  uns  nun  ob,  zu  tmterHucheii ,  welche 
BcsiehoRicen  Slutt  haben,  »cnn  der  Modul  eine  zuBammen- 
K*a«Ute  Zahl  k  auBdrllckl.  Ich  werde  dabei  etuen  Kholichcn 
C»dankenKOng  innehalten,  wie  ihn  mein  groaaer  I.ebrer,  der  vor- 


r^*' 
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treffliche  Dirichlet,  in  seinen  Vorlesungen  über  Zahlentheorie  io 
Bezug  auf  quadratische  Reste  zu  geben  pflegte.    Wir  betrachteo 
also  zunächst  den  Fall,  wo  der  Modul  k  eine  Potenz  p^  der  Prim- 
zahl p=3n-|-l  darstellt;  dabei  setzen  vrir«  wie  immer,  b  als  re- 
lative Primzahl  zum  Modul  k  voraus. 

Nehmen  wir  zuvorderst  an,  die  Congruenz 

(1)  ar»=6  (mod.p'') 

sei  möglich,  und  verstehen   wir  unter  a  eine  bestimmte,  unter  j 
irgend  eine  Wurzel  der  vorgelegten  Congruenz,  so  folgt  aus 


dass  entweder 


oder 


d.  g. 


:!;•  — a^^O  (mod. />'«), 


ar^a  (mod.  p'*), 


(2  JT +«)•=  — 3o«, 


—  I 
=  1  möglich  ist,  und  somit  zwei  incongruente  Wurzeln  besitst;  so 
ezistiren  auch  för  x  zwei  incongruente  Werthe.  Diese  aber  kön- 
nen dem  Werthe ;v^a  (mod.p'^)  nicht  congruent  sein,  welNer 
Voraussetzung  zufolge  die  Differenz  ar^+ajr  +  a*— (ar --a)*  =  3«x 
nicht  durch  p^  aufgehen  kann. 

Es  hat  daher  die  Congruenz  (1)  entweder  gar  keine,  oder  drei 
incongruente  Wurzeln. 

Damit  nun  die  Congruenz  (1)  möglich  sei,  ist  es  offenbar  ein^ 
unerlässliche  Bedingung,   dass 

(•2)  x^^b  (mod.  p) 

zu   den  möglichen  Congruenzen  gebort.    Lässt  sich  dann  wei^^^ 
allgemein  zeigen ,    dass  aus   der  Möglichkeit    der  Congraeni  C    ' 
stets  das  Statthaben  der  Congruenz 

x^^  b  (mod.  p^+*) 

folgt,  so  dürfen  wir  offenbar  behaupten,  dass  (I)  möglich,  we 
b  cubischer  Rest  von  p  ist.  Zu  dem  Behufe  bezeichne  a  ei 
Wurzel  der  Congruenz  (1);  es  sei  also: 

a*  —  6  =  hp^. 
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bt  aber  x  =  o  (mod.p^)  eine  Wurzel  der  Congruenz  (I),  d.  h. 
ist  a^=  a  +  p^»y,   so  wird: 

mithlD : 

Soll  nan  x^ — 6  durch  p^^^  theilbar  sein,  so  hat  man  offenbar  y 
80  zu  wählen,   dass 

3o*jy^  —  k  (mod.p) 

wird,  eine  Bedingung,  die  stets  befriedigt  werden  kann,  da  weder 
3,  noch  a  durch  p  aufgeht. 

Es  läast  sich  also  in  der  That  aus  einer  Wurzel  a  der  €on- 
gmenz  (1)  stets  eine  Wurzel  der  Congruenz  x^^b  (moil.p^^^) 
ableiten,  welche  ^a  (mod. f>^)  ist.  Auf  diese  Weise  erhellt  so- 
fort, dass  aus  einer  W'urzel  a  der  Congruenz  x^^^b  (mod.p) 
nach  ond  nach  eine  Wurzel  derselben  Congruenz  in  Bezug  auf 
die  Modoli  p*,  p',  ..../^^  gewonnen  werden  kann*).  Daher  das 
Resultat : 

Bezeichnet  b  eine  durch  die  Primzahl  p  =  3n  -|- 1  nicht  theil- 
bare  Zahl,  so  ist  für  die  Möglichkeit  der  Congruenz 

x^  ^  b  (mod.  p") 

die  erforderliche  und  hinreichende  Bedingung,  dass  b  cubischer 
Rest  von  p,  also 

6*^1  (mod.  p) 

iat;  wird  dieser  Bedingung  genügt,  so  besitzt  die  gegebene  Con- 
graens  drei  incongruente  Wurzeln,  welche  ermittelt  werden  kon- 
oen,  sobald  man  eine  Wurzel  der  Congruenz 

x^^b  (mod.  p) 
kesat 

Beispiel.  Sei  p  =  7,  7c=3,  4;  also  x^^b  (mod.  7^).  Nun 
iaC  für  p=:7  die  Zahl  6  ein  cubischer  Rest,  indem  G*=^l  (mod. 7). 


*)  Mao  kann  die«  Ueberi^ehen   von   einer  gesehenen  Potenx  p"  des 
HadaU  lo  einer  liöheren  /9^4-^i,    wie  fiii«  dem  Obigen  ftofort  einleuch- 

letf  dadurch  abkürzen,  das«  man  t,^t  («tatt  1  aUo  nri)  «etzt.  mithin 

vsa  «=9  gleich  lu  fr  =  4  üliergehc. 
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Die  eine  Wursel  der  Congraenz  :r'  =  6  (mod.7)  heieet  x=%\ 
mitbin  ist  a^^-b^hp^,  hier  27  — 6  =  3.7«  folglich  gtebt  3i^ 
^ — h  (mod.  7): 

3.9.^  =  — 3  (mod.7)    oder   %=-], 

d.  g. 

^  =  3  (mod.  7) , 

und  sonach  bezeichnet  a:=  a-|-p^y  =  3-f^2l=24  eine  Wurzel  der 
Congruenz  or'  ^  6  (mod.  49).  Die  beiden  andern  Wurzeln  findet 
man  durch  Auflösung  der  Congruenz 

ar«+24ar+24«  =  0  (mod.49)   oder  (2ar  +  24)*=  — 3.24«, 

d.  g. 

2:r4-24  =  ±6,   also   x=— 9    und   x  =  — 15  (mod. 49). 

Hierdurch  sind  wir  nun  in  den  Stand  gesetzt,  auch  die  Wunelo 
der  CoDgruenzen  ^'  =  6  (mod.  7>  =  343)  und  :c>  =  6  (med.?*)  i« 
bestimmen.  Eine  dieser  Wurzeln  heisst  nun  für  den  Modul  7'=343 
07  =  24-1-98=:  122  und  ffir  den  Modul  7«  or^a'^af  ^jfs 
24 -f  16.49  =  808;  die  letztere  Wurzel  haben  wir  gleich  ans  der 
Wurzel  24  der  Congruenz  or'  ^  6  (mod.  49)  abgeleitet,  indem 
24*  =  — 12  (mod.  49),  282  =  — 12  (mod.  49)  [denn  c^-^b-kp^ 
d.i.  24> -6  =  282.49],  also  die  Congruenz 

3a^  ^  —  k  (mod.  p^i) 
die  folgende  giebt: 

3(— 12)y  =  -  (—12)  (mod.  7«), 
d.  h. 

^  =  16  (mod.  49). 

§.  9. 

Ein  Blick  auf  das  im  Obigen  angewendete  Beweisverfab^^ 
zeigt,  dass  sich  dasselbe  sofort  auf  den  Fall  übertragen  iSsstf 
welchem  der  Modul  k  eine  Potenz  p^   der   Primzahl  p  =  3ii  ^ 
ausdruckt     Nun   wissen   wir  aber  aus  dem   Früheren,,  dass 
Congruenz 

a:»  =  6  (mod.  ;?  =  3n  +  2) 

stets  möglich  ist;   mithin  gehört  auch 

x^^b  {moA.p^) 
zu  den  immer  möglichen  Congruenzen.    Nur  hat  in  diesem  Fa^ 


■  V. 
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die  Torgelegte  Congruenz  bloss  eine  Wurzel ;  denn  ist  a  eine  der 
WnrxeiD,  so  kann  nur  der  Factor  jr  — «  von  x^ — o'  durch  p^  auf- 
gehen;  die  Congruenz 

o:*  +  aar  +  a*  =  0  (mod.  p^) 
oder,  was  dasselbe, 

(2ar  +  «)»=  —  3a«  (mod.  p^) 

(— 3a«\ 
)  =  — I,  —  unmugücb. 

Wie  man  siebt,  ist  dieser  Grund  nicht  anwendbar,  sobald 
man  p^:2  setzt.  Es  lässt  sieb  aber  leicht  zeigen,  dass  auch  für 
diesen  Fall  die  vorgelegte  Congruenz  x^^^b  (mod.  2'')  nur  eine 
VTorzel  haben  kann.  Denn  da  h  und  folglich  auch  jedes  x  unge- 
rade sein  muss,  so  ist  x^ '\- ux -{■  a^  nie  gerade  und  demnach  nie 
durch  2«  theilbar  *). 

§.  10. 

Wir  kommen  nun  zu  dem  Falle,  wo  der  Modul  eine  Potenz 
der  Zahl  3  ausdruckt,  und  zwar  werden  wir  zunächst  die  Congruenz 

(1)  x^  =  b  (mod.  9) 

betrachten.  Da  der  Voraussetzung  zufolge  b  eine  nicht  durch  3 
HofgebeDde  Zahl   bedeuten  muss,  so   kann   offenbar  auch  x  nur 

eine  der  Formen  3n  J:  1  besitzen.    Nun  ist  aber 

* 

(3n±l)'=(3n)'  +  3.(3w)*  +  3.3ii±l, 

d.  g. 

(3ni:l)>  =  dbl  (mod.  9). 

Soll  demnach  die  Congruenz  (!)  möglich  sein,  so  muss  nothwendig 

b  =  ±\  (mod. 9) 

Köln«  Wird  umgekehrt  dieser  Bedingung  genügt,  so  hat  offenbar 
iie  Congroenz  (l)  die  drei  incongruenten  Wurzeln 

jr  =  l,  =4,  =7  (mod.  9) 


*)  i*t  nr^Td,    so  ist  offenbar  die  Congruenz 

(2a;  +  «)•  ^  —  3a«  (mod.  2'») 

möglich,  indem  — 3a*  —  wogen  des  ungeraden  a  —  nicht  ^l,  ton- 
m  S<>-8  (mod.  8)  ist. 

29« 
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oder 

a:  =  2,  =5,  =8  (mod.9), 

je  oachdem  6^1   oder   6  ^  —  1. 

Jede  durch  3  nicht  theilbare  Zahl  kann  ferner  onter  einer  der 
Formen  ^n±,\,  Qndb^»  9iiJ:4  aafgefasst  werden.  Erhebt  roao 
jede  derselben  zur  dritten  Potenz,  so  koQimt: 

(9n±l)»  =  ±l  (niod.27),    (9«±2)»  =  ±8,    (9>i±4)»  =  ±ia 

Soll  daher  die  Congruenz 

(2)  x^  =  b  (mod.  27) 

möglich  sein,  so  ist  die  unerlässliche  Bedingung  die,  dass  man 
hahe  entweder 

6  =  ±1  (mod. 27)    oder  6  =  ±8  (mod. 27), 

oder  endlich 

6  =  ±  10  (mod.  27). 

Und  umgekehrt  überzeugt  man  sich  sogleich,  dass  in  jedem  die- 
ser Fälle  die  Congruenz  (2)  respective  die  drei  incongoenteo 
Wurzeln  hat: 

x  =  ±\,    =±10,    =±19  (mod. 27), 

ar  =  ±2,    =±11,    =±20  (mod.  27), 

x  =  ±i,    =±13,    =  ±  22  (mod.  27). 

Mit  Berücksichtigung  der  für  den  Modul  27  geltenden  Bedin- 
gungen können  wir  offenbar  sofort  behaupten,  dass  die  Congruenz 

(3)  x^  =  b  (mod.  3^), 

wo  TT  ^3  ist,  zu  den  Unmöglichkeiten  gehurt,  wenn  6  mit  keiner 

der  Zahlen  ±1,  ±8,  ±10  nach  dem  Modul  27  congruent  ißt» 
Dass  aber  umgekehrt  irgend  eine  dieser  Beziehungen  das  Be- 
stehen der  Congruenz  (3)  zur  Folge  hat,  werden  wir  sogleich 
sehen.  Setzen  iirir  nämlich  voraus,  die  Congruenz  (3)  habe  ^^^ 
Wurzel  a,  d.  h. 

80  folgt  fSr    a*  =  a  +  Z^-^.y : 

a;3  —  6  =  3*  (a«y  +  Ä)  +  a.  3««-iy«  +  3»«- V» 
mithin :  • 
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^^  =  ««y  +  A  +  «.3»-».^«  +  3«"-»^». 

t 

Durch  xweckroSssige  Wahl  des  y  vsxxA.  man  diese  Gleichung 
offenbar  nochmals  durch  3^^!  theilbar  machen  können.     Nimmt  man 

iTi  ^9K — 1,  80  entspringt  die  Con|gruenz  ersten  Grades: 

(4)  a«^+  Ä  =  0  (mod.3'».). 

die  stets  möglich  ist,  ««eil  o  nicht  durch  3  aufgeht.  Wir  können 
daher  eine  Wurzel  o'  der  Congruenz  o;*  —  6  ^  0  (mod.  3''-l-''0  aus 
der  Wurzel  a  der  Congruenz  (3)  bilden ,  Mem  wir  a  -f  3''-'^  y^^of 
setzen,    wo  y  aus  der  Congruenz  (4)  zu  entnehmen  ist. 

Da  nun  die  Congruenz 

JT»  =  6  (mod.  27) 

unter  den  angegebenen  Bedingungen  stets  möglich  ist,  so  wird 
man  ans  dieser  gleich  eine  Wurzel  der  Congruenz 

x^  =  b  (mod.  3») 

mbleiten  und  von  dieser  Congruenz  gleich  wieder  zu  der  folgenden 

x^  =  b  (mod.  3») 

übergehen  können,  und  so  weiter. 

Ist  auf  diese  Weise  eine  Wurzel  der  Congruenz 

x^  =  b  (mod.  3») 

gefanden,  so  ergiebt  sich,  dass  von  den  Factoren  von  x^  —  a' 
=5  (x — a)  (x* -f  oo:  f  a')  nur  einer  durch  Z^-^  theilbar  zu  machen 
ist,  weil  der  eine  von  ihnen  durch  3  aufgeht.  Denn  wäre  gleich- 
seitig 

a:  —  a  =  0  (mod.  '^") 

and 

ar*  +  cw:  +  a«  =  ü  (mod.  3'') , 

so  mflsste  auch  Saar^O  (mod.  3'*^)  sein,  was  ivegen  der  Natur 
▼OD  a  and  x  unmöglich  ist.  Bringt  man  ferner  ar*  -f  oa:  -f  a*  ^  0 
auf  die  Form 

(2.r  +  a)«  =  —  3a«  (mod.  3«), 

so  erkennt  man  sofort,  dass  2j:-|-a  die  Form  3y/i  besitzen  mubs: 
mithin  ergibt  sich  die  Congruenz 

3m«  =  —  a«  (mod.  3''->) ; 
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diese  aber  ist  unmöglich^  weil  a  eine  darch  3  nicht  tteilbare Zahl 
bedeutet.  Daher  kann  auch  nur  x  —  a  durch  3^"^  tb^lhar  ge- 
macht werden,  und  sonach  wird  der  Ausdruck  x^=^a-{-^''^.ti 
wo  t  eine  beliebige  Zahl  bedeutet,   die  Wurzeln  der  Congnieni 

x^  =  b  (niod.  3^) 

liefern.     Nimmt  man   <  =  0,  1,2,   so  erhält  man: 

j;  =  a  (mod.  3^) ,     jr  =  a  +  3''-*  (mod.  3*) 
und 

a:  =  a+2.3»-*    oder   =  a  —  S^-^mod.  3») , 

d.  h.   drei  incongrueute  Wurzeln. 

Unsere  bisherigen  Untersuchungen  haben  uns  also  folgeDde« 
Resultat  gelehrt: 

1)  Für  eine  durch  3  nicht  theilbare  Zahl  h  ist  die  Congnieoi 

a:»  =  6  (mod.  3'») 

stets  möglich ,  wenn  9c  =  1 ;  in  diesem  Falle  hat  die  vorgelegte  Goo- 
gruenz  our  eine  Wurzel  jr^dbl»  je  nachdem  6^dbl  (niod.3). 

2)  Für  7c  =  2  ist  die  gegebene  Congruenz  nur  dann  muf^lieb, 
wenn  6  ^  J:  1  (mod.  9),  und  zwar  besitzt  sie  dann  jedesmal  drei 
incongruente  Wurzeln. 

3)  Ist  endlich  7c^3,  so  gebort  genannte  Congruenz  our  dann 
zu  den  mSgiicben,  wenn  eine  der  Bedingungen  Statt  hat: 

6  =  +l,    =±8,    =+ 10  (mod. 27). 

In  jedem  dieser  Fälle  wird  alsdann  die  Anzahl  der  incoograenten 
Wurzeln  unserer  Congruenz  durch  die  Zahl  3  ausgedruckt. 

Beispiel.     Sei  6  =  10   und   tk  =  4,    also  ;r'^  10  (mod. 81)* 

Aus   a;' ^  10  (mod.  27)    folgt    die  eine  Wurzel    x^i\    mithin  »«* 

43—10 
4*^  ^ zyj~  =  —  2  (mod.  3)  die  aufzulösende  Congruenz  erst«« 

Grades;     diese  giebt  8y^ — I  (mod.  3),    somit   ^^1  (mod. ^' 
Die  Wurzeln  der  Congruenz  .r'^10  (mod.  81)  heissen  daher' 

«'  =  «  + 3^-1^^  =  4  +  9=  13;    «'^=13  +  27  =  40; 

ar  =  a'"  =  13+  2.27  =  67  =  —  14  (mod. 81). 

Hätte  man  statt  der  W^urzel  4  der  Congruenz  x^^  10  (mod. 
die  Wurzel  a:^22  genommen,   so  hätte  man  gefunden: 


^— 1^^  II  lp«Ji 

l/epfr  :    tJeber  ciiÖhcAf  lieaU:  43.' 

vsti(aiod.3)   und  ar  =  a' (mud. 81)  =  (.  +  »"-►»  =  22+9.2  =  ■«); 

j-=<r"=:40+27=67:    .r  =  40  +  54^l3  (mod.81), 
nl»  #a  nicht  andere  sein  kunn. 


3 


S.  II. 

Nachdem  %*ir  uns  auf  dies«  Weise  fiber  die  Mü  glich  keil  einer 
Coagruepi  x'^h  (niod. A),  in  der  b  und  k  relative  Primzahlen 
heaeJL-hnen  und  in  welcher  der  Modul  k  entweder  eine  PriuKahl. 
od«r  tri^end  eine  Potenz  derselben  darstellt,  Kenntniss  verschafft 
baben.  sind  wir  nunmehr  im  Stande,  den  Fall  n&ber  xu  beleuch- 
4eii,  in  welchem  der  Modul  A  irgend  eine  ausammengeselzte  Zahl  aus* 
drflcltt.  Ist  aUo  A  =  3e;*''.;>,''>...X9''.7,-....,  «o  t=0.  1,2,^3 
Ist  and  die  p  PrimEohleii  der  Form  3ti -f  1,  die  i/  aber  Primzah- 
l«n  ton  der  Form  3n  -(-  'J  bedeuten;  ao  folgt  aas  der  Möglichkeit 
flef  CoDKCuenz 

(1)  *»  =  6(mod.A) 

offenbar  auch  stets  das  SlallHndeti  jeder  der  Contcruensen  i 

«»  =  A  (mod,  3*>), 

x'  =  6  (mod.  p*), 

x*^lt  {mod. /»,"■). 


'  =  ft  (niod.  9'), 
'  =  6  (mod.^i'i). 


Dabei   nird,    um   es  nuehraals  <u  wiederholen,    A   stets  als  prini 
aan  Modul  k  Torausgesetil. 

Da  also  Jede  Wurzel  der  Conjiruenz  (I)  zugleich  den  Con- 
gmeaüi)  Vi)  genüfteii  uiub».  »o  wird  tio(h»endi)(  (I)  uomuglicb 
s^,  Hcnu  dies  für  irgend  eine  drr  Con^ruenzen  (2)  Statt  ündet. 

rtngrkvhrl  nird  man  auH  den  Wurzeln  der  i'ongruenzen  (2) 
ein«  Wurzel  der  Congruenz  (I)  finden,  uenn  man  ein  x  bestimmt, 
du  nach  gegebenen  Moduln  (den  Facluren  von  k:^,  p^ ,  a  s.  vi.) 
b«*limmlen  Zahlen  (den  Wurzeln  der  Congruenzen  (2))  conttraent 
i«l.  Jede  »olcho  Verbindung  giebl  aJsiJann  eine  Auflösung  von 
det  Fomt   x^k  (rood.  k). 

Ncnul  man  nun  o  die  Anzahl  dor  Wtineln  von 
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m' 

x*  =  b  (mod.  3?) 

und  fi  die  Anzahl  der  verschiedenen  Primzahlen  p,  80  «nrd  ofeo- 
bar  c.  3f*  die  Anzahl  sSmrotlicher  Wurzeln  der  Coagmeoz  (1)  aus- 
drucken ;    denn  jede  der  Congruenzen 

X*  ^6  (mod.  q*) 

u.  8.  w.  besitzt  nur  eine  Wurzel.  Nun  ist  aber  0  =  1  oder  0=3, 
je  nachdem  p=0,  1,  oder  >  1;  daher  ist  die  Anzahl  der  War> 
zeln  von  (1)  diesen  Fällen  entsprechend  =  3f*,  oder  =  3^H 

So  hat  z.  B.  die  Congruenz 

x*  =  6A  (mod.  106) 

die  drei  Wurzeln  a:  =  4,  =64,  =79  (mod.  105).     Denn 

ar'  ^  64  ^  I  (mod.  3)  giebt  ar  ^  1 , 
ar*  ^  64  ^  4  (mod.  5)  „  a:  ^  4, 
a:»  =  64=l  (mod. 7)      „      a:  =  l,  =2,  =4. 

Bezeichnen  aber  in  den  Congruenzen 

ar^o  (mod.  a),     x^ß  (mod.  6)«    x^y  (mod.  c).«.* 

die  Moduln  a,  b,  c,....  relative  Primzahlen  zu  einander,  and  w^ 
r,  s,  t,.,..  Zahlen,  welche  gleichzeitig  den  folgenden  Patres  von 
Congruenzen  genügen: 

r^l  (mod.  a);    f^l  (mod.  6);     t^l  (mod.  c);.«** 

^  .       ,  m              -.  ^       ,  T«              -V   .       ,  m^ 
r^(l(mod. -);    *^0(mod.  y);   ^^ü(mod.-); 

wo   m::z  abc ...»;   so  ist: 

ar  ^  crr  +  /5«  -|-  y/  -f- ....  (mod*.  m). 

Wendet  man  dies  auf  das  obige  Beispiel  an,  so  folgt: 

r  ^  1  (mod.  3) ;      *  ^  I  (mod.  5) ;       t^\  (mod.  7) ; 
r  =  0(mod.35);    s  =  0(mod.21);    /  =  0(rood.  15); 

d.  g. 

r  =  70  (mod.  3, 35) ;    *  =  21 ;     ^=15; 
demnach  .* 

ar  =  70+4.21 +  15  =  64  (mod.  105); 
;r  =  70  +  4.21 +30  =  79  (mod.  105); 
a:  =  70+4.21+60=    4  (mod.  105). 


■e   EotwiokelaDg  der  Theorie  des  Maasses   der 
Krümmung. 

Von 
dem   Berau5geb«r, 


Einleitung. 

■  Tbeorie  de«  Maasaes  der  Krtlinmung.  weiche  zoerel 
:  in  der  lierüljmlen  Abhundlung:  UisquiBittotiee 
I  •up«rricies  GUrvas.  Vuttiti|;ae.  1828.  4".  endrkkelt 
II  Ist,  gebllrl  unstreitig  eu  den  schrnisten  und  ivickligsten 
Men  nnd  Erfindungen  dleeeB  grossen  Maltteniatibers,  was  roa 
Und  lebhafter  ab  von  mir  nnerkaniU  nerden  bann.  Die  Ent- 
tcltme  dieser  uichtii-eri  7'hCAtit^  a«Ibät  ab»,  »ie  dieselbe  von 
m»,  unter  rioirocber  Annenduni;  der  sogenannten  unendlich 
■  Grüaieii,  urK|irQnglicb  gegeben  iTorden  ist,  hnt  mich,  wie 
lliei  SU  gestehen  keinen  Anstand  nehme,  bau|il8S<.-hltcb  sus 
RIA  eben  angegebenen  Grunde  nie  vnllslündig  befriedigt,  da 
icnllieb  auch  bei  allen  derartigen  l'nlersucbungen  «lela 
anf  roi>i:lit'bsl  strenge  uud  bestimmte  Cirtiiizenbelracb langen  au- 
rGdtiugeben  und  in  solchen  GrKntenbclrachtiingen  nicht  den  klein* 
«leo  Wertli  aller  Untersuchungen  dieser  All  zu  suchen  gewohnt 
bin.  nie  ich  schnn  an  vielen  anderen  Orten  afl  genug  bemerkt 
and  hervorgehoben  halte.  Deshalb  habe  ich  bereit«  tor  einer 
■temlichen  Reibe  von  Jahren  in  einer  in  diesem  Archiv. 'I'hl  X.X  VI  II. 
Nr.  XV).  S. 'i86.  abgedruckten  kurieren  Abhandlung  de»  ersten 
Abrlss  einer  von  der  von  Gauss  gegubenen  verschiedenen  Rnl- 
wlckelatig  der  mehr  genannten  wichtige»  Theorie  gegeben,  ohne 
im»  eine  vollstflndige  Ausfahrung  derselben  damals  in  meiner 
Abiticht  gelegen  hStle,  wie  auch  von  mir,  auf  eine  spB lere  weitere 
AufdbruDg  vetneisend,  nnt  LScblusji  der  genannten  Abhandlung 
Mudrltekltcfa  bemerkt  worden  ist  Ich  will  daher  jetzt  diesen 
wiehügen  Gegenstand  von  Neuem  aufnehmen   und  in   der  vorlii- 
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tuenden  Abhandlung  eine  neue  volUtändige  Entwickeluitf;   der  tSÜ,- 
(remeiiien  Theorie  des  Maasses  der  Krtimmung  geben. 

S-  K 

Bevor  «vir  zur  Entn-ickelung  der  Theorie  des  KrümmungH- 
luaasBes  eelbat  Gbergehen,  schicken  wir  einige  allgemeine  alge- 
braiBche  Betracbliingen  voraus,  von  deren  Resultaten  im  Folgen- 
den inehrTacher  Gebrauch  gemacht  werden  ninl. 

Zuerst  bemerke  man  die  folgende  Relation: 

I) 

=  (oc— 6')  (.rj,  — y.i-i)», 

von   deren    Riebligkeit  man    sieb    sogleich    durch    gemeine    alge- 
braische  Kechiiung  fiberzeugl. 

Wenn  Terncr  drei  algebraische  (ileichungen  des  ersten  Grades : 

ia.x   +&!/    +c:    ~it. 
a"x  +  b'ff  f  c'z  ^  d"  ^^^^ 

gegeben  sind,   und  dieselben  nach  der  Reihe  luerst  mit      ^^^^^ 

b'c"  —c'b" ,     b'c  —  €"0,     Ifc'  ~eb'; 
dann  mit 

f^a"  —  oV,     c''a  —  «"c,     Ca'  —  oc'; 
endlich  mit 

a'b"  —  b'a" ,    a"b  —  ä"q  ,    ab'  —  ba' 

multiplicirt,    in  jedem  Falle  aber  /u  einander  addirt   werden;    so 
erhfilt  man,    wie  leicht  erbellet,  die  drei  Tolgenden  Gleichungen: 

3) 

ia(6'c"  — 0'*")  +  a'  (b''c—c'b)  +  a"  (b&  ~eb')\x 
=  dib'c'  —  c'b'')  +  rf'(6"c-c''6)  +  tfibc'  —  cb'). 

I  b  (c'a"  —  a'c")  +  b'  {fi'a—a-c)  +  b"  {ca'  ~  oc')  \y 
=  rf(«'o"— o'c")  +rf'{c''a— o"c)  +  (('(CO'  — oc'), 

tc(o'6''-A'fl'')-|-  c'Co'ö  — Ä'oj  +  c-'Co*'  — 6a')l» 
=  d(a'ft"— ft'«")+rf'(o"6-6''a)  \  d"iab'  —  ba')\ 


^j!.f.tt&äi 


■  "#*  - 
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Hier 9  wie  raan  sogleich  übersieht: 

4) 

{ o  (6  V — c'6'0  +  6  {c'a''  -  a'c")  +  c  (a'6" — 6'a")  t  a: 

=  d(iV— c^")  +  rf'(6"c-  c"6)  +  d"(6c'-c60, 

J  a  (V&' — c'6")  +  b  (c'a"  —  a'c")  +  e  (o'6"  —  6'a")  |y 
=  d  (c'a"  -  a  V)  +  d'  (c"a  -  a"r)  +  rf"  (ca'  -  tocO , 

=  rf  (a'b"  ~  6'ö'0  +  rf'  (a"b  -  6"ö) + rf"  (ab'  -  6a'). 

^Venn  duo  aber  die  Coefficienteii 

,    a,  b,  c;    a',  b\  &\    o",  6",  c" 

^,  wie  vorher  angenommen  wurde,  ganz  unabhängig  von  ein- 
^^r,   sondera  durch  die  Gleichungen: 

Ia  =  6'c"— c'6", 
bz=&Q'*^a'&\ 
c  =  a'6"— 6V 

'^^t  einander  verbunden  sind;    so  ist,  wie  man  leicht  findet: 

b''e—&*b  =     a'  {a"a"  +  6"/i"  +  c"c")  —  a"  (a'a"  +  6'6"  +  &&') , 
6c'  7-  cb'  =^a'{a'n''  +  6'6"  +  c'c")  +  a"(aV  +  6'*'  +  c'c') ; 

Ca  — a"c=     6'(a"«"  +  b"b"  +  c'V)— 6"(a'a"  +  b'b*'  +  cV), 
ca'  —  flc'  =— 6'(a'a"  +  6'6"  +  c'c")  +  6"(aV  +  6'6'  +  &&); 

af^b—b^a  =     c'  (a"a"  +  6"6"  t  c"c") — &'  (a'a"  +  6'6"  +  &&*) , 
ab'^ba'  =z:-c'(a'a''  +6'6"  +  cr'c")  +  c"(a'a'  +  6'6'  4-c'c'); 

ind  die  Gleichungen  4)  werden  also  unter  dieser  Voraussetzung: 

ß) 
'«•+6«+c*)a:=öd  +  |a'(a"«r"+6"6"+c'V0  -  a"(ö  V+6'6"+cV0 1  d' 

— t  a'(a'a'H  6'6"  +  c  V)  -  a"(o'a' + b'b'  +  c'c') )  d'*, 

*»*+6«+c*)y  =  6d  +  (6'(a"a"+6"6"+c'V)— 6'Va''+*'*"+c'c")  }d' 

—  t  b\a'a"  +  b'b''+c'c'')—b"(a'a'  +  b'b'  +  c'c') )  d", 

«•+6«+c«)x  =crf  +  {c'(a"a"+6"6"+c'V)— c"(a'a"+&'6"+cV01d' 

— { c'(aV  +6'6''+  c'c")  —  c"(a'a'  +6'6'  +  c'c')]d"; 
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oder: 


7) 


-fl"  I  (« V  +  b-h"  +  c'f")rf'-  (a'Q-  +  b-b-  +  c'c'W"  I, 

.  -6" I {flV  +  6'6"  +  c'c")rf' -  (aV  +  6'A'  +  cV)(/" |. 

(u«+fi»  +  c»)i=c(i+t't{«"a''+i"Ä"+c"c")d'-(a'rt"+6'6"+c'*;")<i"f 

— t" I  («'«"  f  4'A"  +  c'c") rf'  -  (o'n'  +  b'b-  +  c-c')«*"!- 

Schreibt  rnan  Hiese  (fleichuiigen  auf  folgende  Art: 

7') 

o</=(o''+6«  +  c'')^— ü'l(n"a"+6"&"+c"c")d'-(ft'a"+fi*fi"+c*e")d"t 

+  «"1  (fl'o"  +  ft'A"+c'c")rf'-  (o'a'  +  A'Ä'  +  c'cO  rf"), 

6(/  =  (a»+fti'+c»)y-6'((a"n"+*"*"+c"c"K— (o'o"+A'Ä"+c'c")rf"l 
+  i"l(«V  +  ö'6"+c'c'X— («>'o'  +  &-ft'  +  e'cOrf"l. 

<-(^^(o'+ö«+f')i— c'l(n"<i"^-6"A"+c"c")d'— (fl'a"+fi'A"+c'c")(/"I 

+c"  1  (fl'a"  +  Ä'ft"  +  c'c")  d'— (o'a'  +  fr-ft'  +  &c')d"  \ ; 

multiplicirt  sie  nun  nach  der  Reihe  mit  x,  y,  z  und  addirt  si« 
dann  zu  einander,  so  erbSlI  man,  mit  Rücksicht  aaf  die  Glei- 
chungeti  2),  die  folgende  (Gleichung: 

8) 
(/«  =      {«»  +  6^  +  c»)  (ar«  +  y"  +  i«) 

—  rf'  I  (a"o"  +  Ö"A"  +  c"c")  iV—  (a'o"  +  6'*"  +  ^c")  d"  | 
+  d"!{o'a"+*'6"+c'c")d'— (fl'a'+A'6'+c'c-)rf"l 


oder: 
«)■ 


d«=      (fl«  +  6»  +  C>)(;i:«  +  y»  +  i») 
— (a"^  +  *"»  +  c"»)rf'» 
—  (a-a+ftt  +c"')rf"« 
+  2{a'«"  +  6'6"  +  c-c")d'd". 

Man  habe  jetzt  drei  Systeme  dreier  Gleichungen  des  ersten 
Grades  von  der  Form: 
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ax  +6y  +CI  =»rf, 
a'x  +  b'y  +  &z  .=  d', 
a'*x  +b"y  +&'z  =  rf"; 

oa:,   +byi  +czi   =di, 

ax^  ■\-by^  +CZ,  =  d», 
a'x^  +  6'ya  +  c'za  =  d»', 
a"a:2  +  6"ya  +  c%  =  €^"; 

llt  man,  uenn  man  die  Gleichungen  7*)  nach  der  Reihe 
,  .Va>  ^2  niultipticirt  und  dann  zu  einander  addirt,  natOrlich 
unter  Voraussetzung  der  Gleichungen  5)^  die  Gleichung: 

11) 

=       (a«  +  6«  +  c2)(:rara  +  yy,  +  2Za) 

- 1  (o  V  +  b"b"  +  c"c'0  rf'  -  {a'a"  +  ^'6"  +  c'c")  dr\d^ 
+  \(a'a"+b'b''  +  c'c'Orf'-(fl'a'  +  6'6'  +  c'e')d''\d^". 

endet  man  nun  die  Gleichung  9)  auf  das  zweite  der  drei 
ings-Systerae  10)  an,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

-  (a'2+6'a  +  c'«)rfi"« 

^ht  man   diese  Gleichung  von  der  vorhergehenden   ab,   so 
sich  die  Gleichung: 

13) 

+  (a'  a"+b'  6"  +  c'  c")  (d'  d^"  -  2d, '  rf, "  +  d"  d,') 
+  (a'«  +  6"«  +  c"»)  (d, '«  -  d'dt'). 


§.2. 

)  allgemeine  Gleichung  einer  Fläche  sei  jetzt»  wenn  X,  Y,  Z 
änderlichen  oder  laufenden  Coordinaten  bezeichnen: 


1' 
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14) AX,Y,Z)  =  0, 

wobei  wir  immer  ein  rechtwhikliges  CoordiDatensystem  voraasseUen. 

Ein  beliebiger,  aber  bestimmter  Punkt  dieser  FIScbe  sei  (xyz), 
so  dass  also  aucb : 

15) f{x,y.t)  =  a 

ist;  wenn  aber  f{x,  y,  z)  im  Allgemeinen  als  eine  Function  dreier 
veränderlicher  Grossen  betrachtet  wird,   so  soll 

16) 14  =  f(x,y,2) 

gesetzt  werden.  Alle  im  Folgenden  vorkommenden  Differential- 
quotienten  sind  partielle  Differentialquotienten. 

Die  Gleichungen  der  Normale  der  krummen  Fläche  in  deo 
Punkte  (xyi)  sind  bekanntlich: 

X-ar_Y-y_Z  — 2, 

^ du     "^     du    '^    du   * 

dx  dy  dz 

und  wenn  nun  q>y  ^t  %  die  180^  nicht  übersteigenden  li^inkel 
sind,  welche  der  eine  der  beiden  von  dem  Punkte  {xy^  vosg^ 
henden  Theile  dieser  Normale  mit  den  positiven  Theilen  ^&  drei 
Coordinatenaxen  einschliesst,  G  aber  einen  gewissen  Factor 
bezeichnet,  so  ist: 

cos9)=Gg^,    cosif;=6g^,    cosx=Gg^; 


also 


-|(S)'0'-0>'. 


w^oraus  sich 

1 


G  =  ± 


v^s)'  ^  (!)■ + m ' 


folglich  nach  den  obigen  Gleichungen,   mit  Beziehung  der  ob^^^^^ 
und  unteren  Zeichen  auf  einander: 
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du 
CO89  :=  J:       I — ■--; 


V(gf+(|)' +(!•)• 


18)  ...<co«t/;  =  ±-^_^^^ 


du 


v^x+dy+^y 


du 
cos  X  =  ±  — , 


v"(S'  *  m + (U* 


ergiebt.  Offenbar  entsprechen  in  diesen  Formeln  die  oberen  Zei- 
chen dem  einen,  die  unteren  Zeichen  dem  anderen  der  beiden 
von  dem  Punkte  (xyi)  ausgehenden  Theile  der  Normale,  wo  es 
nun  aber  nothig  ist,  ein  Kriterium  zu  haben,  mittelst  welches 
diese  beiden  Theile  der  Normale  von  einander  unterschieden  wer- 
den können. 

Wenn  wie  gewöhnlich  du  das  vollständige  Differential  von  u 
beieichnet,  so  ist  bekanntlich : 

o    _8«;j    ^3"o    ^3«a 

also  nach   18)  offenbar: 

duz=±  (cos  fpdx  +  cosiJ;ay  +  eos  jfiz)  \  (^J  +  (g^J  +  Q-J - 

Wenn  nun  aber 

x  +  dac,    .y  +  3y»    I  +  & 

die  Goordioaten  eines  Punktes  in  dem  Theile  der  Normale  sind, 
welchem  die  Winkel  q>,  ^^  x  entsprechen;   so  ist  offenbar: 

8x  =  cos  9  V^8ar«  f"a^«"4^äf«, 

3y  =  cos^  V^aj;«  f  3^« +  82«, 

dz  =  cosjf  V^8j:*  +  S^* +  5?; 
also: 

cosq)dx  f  Gos^d^y  i-  cos  2^2 
=:  (cos  9«  +  cos  ^*  +  cos  x*)  V^3iH  3^«  +  fe«  =  ^dx*  +  8y«  +  82« , 
und  folglich  nach  dem  Obigen: 


L    . 


"^  ^-'^^ 
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Also  ist  du  für  den  Theil  der  Normale ,  welchem  in  den  For- 
meln 18)  die  oberen  Zeichen  entsprechen,  positiv ,  för  den  Theil 
der  Normale  dagegen,  welchem  in  den  Formeln  18)  die  unteren 
Zeichen  entsprechen,  negativ;  und  nennen  wir  also,  von  dem 
Punkte  (a:yz)  an  gerechnet,  die  Seite  der  krummen  Fläche,  nach 
welcher  hin  du,  und  folglich,  weil  in  dem  Punkte  (xyz)  selbst  t2 
verschwindet,  auch  u  positiv  ist,  die  positive  Seite,  die  Seite 
der  krummen  Fläche  dagegen,  nach  welcher  hin  du,  und  folglich 
aus  demselben  Grunde  wie  vorher  auch  u  negativ  ist,  die  nega- 
tive Seite;  so  ist  klar,  dass  man  in  den  Formeln  18)  die  obe- 
ren oder  unteren  Zeichen  nehmen  muss,  jenächdem  die  Winkel 
q>9  tpi  %  dem  auf  der  positiven  Seite,  oder  dem  auf  der  negati- 
ven Seite  der  krummen  Fläche  liegenden  Theile  der  NonnaJe 
entsprechen  sollen.  Ziehen  wir  daher,  wie  von  jetzt  an  immer 
geschehen  soll,  die  Normale  von  dem  Punkte  (xyz)  aus  auf  der 
positiven  Seite  der  krummen  Fläche,  so  muss  man  in  den  For- 
meln 18)  die  oberen  Zeichen  nehmen,   und  daher: 

du 

dar 
cos  9)  = 


19)  .    .    .    \    cost^  = 


du 

äy 


VW^W^iY' 


du 

di 

cos%  = 


\ 

setzen. 


M(ty*o'*m 


Betrachten  wir  z  als  Function  der  beiden  unabhängigen  ver- 
änderlichen Grössen  x,  y;    so  ist  bekanntlich: 


also: 


du      du    dz  __  ^      du      du    di 


du du    dz         du  du   dz  ^ 

dx  dz  *  da:  *      dy  dz'  dy* 
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nach  19): 

du    81 

8s  '  dx 


V(iy]H(fe)%(Di' 


C08lf;  =  — 


du   dz 
dl  '  dy 


V(l)l'^«)'H|)l 

dt 


C08J(  =: 


V(s)l'^«)^(|)l 


co«9  =  -f- 


V^'+(fe)^(l) 

I 


\^'^(£)"HI) 


cos ;( =  + 


V  •*(£)■  ^(IX 


»an  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt«  jenachdem 
Itiv  oder  negativ  ist. 

5.  3. 

t  einem  der  Längeneinheit  gleichen  Halbmesser  sollen  wir 
zt  um  den  Anfang  der  Coordinaten  als  Mittelpunkt  eine 
äcbe  beschrieben  denken,  und  irollen  die  Coordinaten  des 
Sy  in  welchem  diese  Kugelfläcbe  von  einem,  von  ihrem 
unkte  aus  parallel  und  gleich  gerichtet  mit  der  vorher  bo- 
ten Normale  der  krummen  Fläche  gezogenen  Halbmesser 
itten  wird,  durch  r,  t;,  |  bezeichnen,  indem  wir  zugleich 
en ,  dass  wir  die  beiden  auf  der  gegebenen  krummen  Fläche 
r  der  Kugelfläche    liegenden    Punkte   {xyt)    und   (jr9|)   im 

ICLIIl.  30 
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Folgenden  einander  entsprechende  Paukte  nennen  «rerden.   Dai 
ist  offenlNir  in  völliger  Allgemeinheit: 

also  nach  19) : 


X  = 


du 

dx 


<w^(Xf-m 


8» 
81).   .   .     <   V=- 


v©'^  ©•+©•■ 


8» 

I  = 


\  "v©%©-Kl)-' 


\ 


und  mch  20): 


r  =  T 


Vh(|)-+(|)- 


22) ...  .    {    ^  _  3- ?y 


v-*(iyHi)- 


,=± 


wenn  wir  in  diesen  letzteren  Formeln  die  oberen  oder  unteren  Zeic 
uebroen,  jeoachdem   -g-    positiv  oder  negativ  ist. 


9-  ^• 

Wir  wollen  nun  ausser  dem  Punkte  {x^z)  def  krummen  FU 
noch  swel  diesem  Punkte  unendlich  nahe  Begeode  Punkte  («|| 
und  (dEsj^zt)  dieser  Fläche,  also  flberiiaapt  die  drei  einandei 
endlich  nahe  liegenden  Punkte 
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(xjtJ).     (x,y,i,).     (Xt^H) 
dei  krumiii«it  Fläche  belrachteit,  und  die  dleaen  Punkten  eiiltt|ir«- 
ebetidm  Putiblc  der  Kugelfläche  renpeclive  durch 

liFj;«irhii«ii.  Dit^  Flhchenrüume  der  inischen  den  drei  Punkten 
auf  der  krumtnen  Flfii-be  und  den  drei  ent«[>rei-fieDden  Punkten 
aar  d«r  K»j>ellläL-he  liegenden  unendlicli  kleinen  Ureiecke,  deren 
Cbcnrn  offeiiliur  einander  parallel  sind,  tteil  sie  auf  (laralleleii 
geraden  Linie»  aenkrecht  stehen,  mtigen  respeclive  durch  D  und 
fi,  und  ih'«  Projcelioiien  auf  der  Ebene  der  xif  durch  t)iy  and 
£i(y  be/eiehncl  H-erJcn.     Dann  i«!  nach  einem  bekannten  Satxe*}: 

2D,y-=  T  |(X|— J^i)^  +  (j-,-;r)y,  +(i— J,)yal, 

nenn  man  dne  obere  oder  untere  Zeichen  niroml,  jennchdeni  mnii 
flicb,  um  von  dem  Punkte  (jrg)  durch  den  Punkt  (^1^1)  su  dem 
Pu'kle  (.r,,Vi]  xu  >;elan}!en,  nach  derselben  llichtung,  nach  wel- 
.eher  nian  »ich  beilegten  niuas,  um  von  dem  positiven  Theile  der 
Axe  der  x  durrh  den  rechten  Winket  (j-^)  hindurch  xu  dem  po«1- 
Üvea  Theile  der  Ale  der  1/  zu  ^elnn(;en,  od'?r  narb  der  entge* 
f:e»|teiiptilen  Richtung  hin  bewegen  mus»;  und  ßani  eben  so  ist: 

■2f„  =  i^Kj,-rJi)  +  (ra-r)»,  +  (r-r,)Uil. 

mil  riner  einni  ithiilrchen  Het^ltinniung  Mef>en  der  Vorioichen  wie 
vorher,     tteieichnen  »Ir  nun  das,  jenachdem  die  Punkte 

BDf  der  krummi'U  Klhche,    und  die  entsprechenden  Punkte 

{TIf}).     (r,t),J,),     (J,i)th) 

»nf  dar  Kugeinncbe.  eine  ^leichslrmmij^o  oder  eine  ungleicbstim- 
naiice  Lafte  haben,  Mnvnn  der  Sinn  aua  dem  uniuitlelbar  Vorher- 
peheDdcn  lo^leich  nhne  WeilcicB  ganz  von  selbitt  erhellen  nird, 

paailtv  »der  negativ  genommene  VerhAllnias  yt  durch  i,  so  kRii- 
BMI  wir  UBch  dem  Vorhergehenden,  «teil  nach  einem  bekannten 
Salz«  von  den  Projecliaticn  ebener  Pißuren 

ist,    offenbar  in  vClÜKer  AÜgemetnbcit 
■)  M.  «.  Archiv.  ThI.  llt.  8   ast. 
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k  = 


(JT,— jr»)5  +  (jrt— x)jri  +(^— x,)5» 


setzen,  und  diese  Grosse  frird  das  Blaass  der  Krummfing 
oder  das  Maass  der  Corvator  der  kraminen  Fläche  in  dem 
Punkte  (x//:)  genannt.  Insofern  es  sieb  bei  diesem  Begrtfe,  was 
man  immer  vor  Au^en  zo  behalten  Kat,  um  das  Verbaltoiss  an- 
endlich  kleiner  Fläcbenelemente  auf  der  krummen  Räche  ood 
auf  der  Kugelfläch c  an  den  einander  entsprechenden  Punkten  (xy:) 
und  (ji;})  beider  Flächen  handelt.  Will  man  nun  aber  dies  auf 
einen  vullig  strengen  Ausdruck  bringen,  so  wird  man  sagen:  das 
Maass  der  Krümmung  oder  das  Maass  der  Cur%'atur  der  knitn- 
roen  Fläche  in  dem  Punkte  i^yz)  dieser  Fläche  ist  die  Gräoze, 
welcher  der  Bruch 

(r,  -rjD  +  (jr«— jr)9,  +  (jr— ri)t>B 


sich  n5hert,  wenn  die  Punkte  (X|//|Z|)  und  (x^^z^  auf  der  kram- 
men  Flache  dem  PuiiLfe  (arifz)  auf  derselben  immer  näher  ruckeii, 
»vas  ivir  daher  u:e  gpwuhnlich  in  strengerer  Weise  wie  vorbcr 
durch : 

23)  .  .  .  >t  =  Lim    (^i~^J«  +  ('*-rtOi+(r-r,)i,, 


(Xi  —x^y  +  {x^  —x)yi  +  (x—  j:,  )y. 


ausdrucken,   die  Gränzc  immer  in  dem  aus  dem  Vorheij^henden 
sich  von  seihst  ergei>ciiden  Sinne  genommen. 


§.  5. 
Setzen    ivir   jetzt: 

und  : 

so  iät  nach  23),   wie  man  leicht  flndet: 

K  =  Lim  -^ — -z 7 — -2 — • 

Nach  dem  Taylor 'sehen  Lehrsatze  ist  aber  bekanntlich: 


«I» 


-^'^  =  %A**Z'f^9*^x 


«•  die  Reste  ff,.  K/  in  Beto^  a«f  die  VerinJenm^^rn  .f|jr,  .t|V 
vmI  die  Reste  ff«.  I?«'  ip  Reiuc  auf  die  Wri^nderun^eh  .f^.r» 
^4jf  Toa  6er  zvreit^n  Ordnung  Mnd.  AUo  bt»  nie  man  luiltcUt 
leichter  Rechnans  findet : 

/fr   fu     rtt    ?t\ 
wo  der  Re«t 


in  Bezu^  auf  die  Verfinderun^en  ^|jr,  ^/g.y:    ./«t.  «/«y   von  di»r 
dritten  Ordnung  ist.     Also  ist  nach  dem  Obigen: 

oder: 

ife  =  Lim  |^'.^^-^*^.^^+  "  I  . 

)  Öj: '  3y      3j:  *  St)      äxxd^  —  /liff/l^x \  * 

folglich  offenbar: 

.      ar   »D     8t)    ajr  .  ,,  " 

«f=  öZ'Q"  —  oZ'äT.  -r  Lim 


Sj:  8^     dx' dy  JiX J^y  —  /f | // /l^x' 

Nach  dem,  was  vorher  über  die  Ordnung  von  B  bemerkt  worden 
ist,  ist  aber  offenbar: 

Lim  -j     -j—  — 2 — 7—  =  0» 


4Ö0 
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ai\  .      er  oii  -  Ott  er 

welcher  Ansdnick  f&r  das  Maaas  der  KrGmmnng  oon  weiter  aal- 
wickelt werden  moaa. 


{.6. 


Nach  22)  iat: 


*  =  =F 


dz 


8z     ' 
woraus  durch  DiCerentiatioii  leicht  erbalten  wird : 


=  T 


■HSJ^CD'* 


und 


S-» 


,      /8»\«    8»»        Bt   dz   S*z 
dt   _...^\BffJ  'gi^~8i'8jr'8p 

^^^\dzj  ^ dxd!f~ Bx' By ' 

"+(S)"<I)'''    ' 

Also  \»t,    wfe  oiäo  mittelst  Mebter  Rechnung  nogletcb  findet: 


Bz  dz    8«x 


dfs  Mttn»MS  der  Krümmung.  451 

folglich  nach  ^4) : 


•25)    ...   4^ jf!:v_js^. 


§.  7. 

Wie  wir  schon  in  $.2.  gesehen  haben,  ist  bekanntlich: 

du  du 

hl  '^       hl  dy 

*r"= —  T"»     5"  =  —  ?k» 


also: 


Ferner   hat   man  *  nach  den  Lehren    der   Differentialrechnung 
bekanntlich  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

8«ti     „  8«ii    dz  .  S^ti/dzy     Bu  8*x_^ 

8*tt        8*11    82      8^  /Ss  \*  ,  8m  ^^  _  n 

8»w8«m8i     ^8:      ?!??i?5.&««  Ü?_  _n 
8i8^  +  pi*8:r  +  828x'8^"'"82«   8a:'8^+  SI'8:r8^"-"' 

ans  denen  man  mit  HQlfe  der  obigen  Aosdrflcke  von 


dl        ^    dl 
TT-    und    5- 


leicht  erhfilt: 


/duy    Sh       8«ti    /duy     ^Shi    du    du  ^8hi  /duy 
/duy    8«x      8^    /8ii\*     ^  8«i»   8u  Bu   .  8««  /duy 


«nd 


/duy   3H       8^   /d»\*      8Hf  8»  8«      8^  811  du^du  du  8*ac 
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iroraas  sich  ferner  mittelst  leichter  Rechnung,    wann  au  arf 
hehty  was  sich  aufheben  iässt: 

^3»  Bus ^u    B*u  8*«     yii  >* 

""    dx'  dy  i  dxdif '  3**  SySi  *  8280: 5 

^811   dui  8*ti    8*M  8*ti    ^tt^ 

8y  '  8z  f  8y8s  '8a:*  SiS '  8j:8<yS 

^81«  8«  i  8*«   8*u  8%     8*11 1 

8z '  8x  (  828a?  *  §^  8ardy  8y8z  5 

ergiebt.    Weil  nun  nach  dem  oben  gefundenen  Ausdrucke  vod 
und  der  Formel  25)  offenbar 

ist,  80  erhält  man  mittelst  des  Vorstehenden  die  folgende  taerl 
würdige  Gleichung  zur  Bestimmung  des  Maasses  der  KrümDOOg 

«) *KI)'*(l)'*e)T 

-     W  i5?'82«-V8^8:y  S 

/Buy  is^  8ht    /dhi  y  > 

,  /duy  5  8«M  8«i«     /  8«tt  \«  > 

+  W  tesp""V8^8i;/  > 

8«   Buiff^u^  Bhi      8^    B^u  } 
.^*BylBxBy'Bz*''dffBz'B^l 

8u  BuiB^u  Bhi  ff^u  8«tt  ) 
""^8ySii8^'5i«""SarSi8y5 
_    8ii  811 C  8^  8«ii_  8^    8«i«> 

S'Sjc(828j:'5y*     S^8^ '  8y8z  5* 
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In  der  Abhandlung  ThI.XXVIII.  Nr.  V11I.  8.  200.  des  Archivs 
habe  ich  mit  Beibehaltung  aller  dort  gebrauchten  ße7('ichiiiin<{eii 
die  folgende  Gleichung  bewiesen : 

Kl)'*(l)'^(9>-. 

/duV  K  cht    dhi      fd^u  y  . 

du    Sfi  c  o^n     dhi      o^u     d^u   1 
dx   dy  *  dxdjf '  Px*      difdi '  ?2?.r  ' 

8ii  du  >  8*ti    6^      9^11     SJu    ^ 
dt/  '  dl  '  dydt '  Sa?*      8280: '  0j:8y  ^ 

5.  CM  8«  ^  d^u    dht       dhi     8*11  1 

82  *  SS  ^  828a:  *  8y*      8j:8y '  8^82  ^ 

%vorau8  sich,   in  Verbindung  mit  der  Gleichung  26),   der   folgende 
Ausdruck  ergiebt: 


V) k  — 


©■  ^  (I)'  *  {t 


8m V  ,  fduy 


Bezeichnen  nun  R,  Ri  die  beiden  Hauptkriimmung8-H<ilhnies- 
ner  der  krummen  Flüche  in  dem  Punkte  (xtfz),  so  ist  nach  der 
angeführten  Abhandlung  S.  176.  und  S.  181.: 

J Ä« J Sl^ 

also: 

1 i^^i^^» 

und    folglich : 


l  ÄÄj 


®"<lr)- 


oder : 


■ui  • 


:w 
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SlSli «  .     _L 


m-  -  (I)'  -  m 


wenn  man  die  oberen    ode^  unteren  Zeichen   nininit,  jeiiachdem 
die  Grusse  SlSli  positiv  oder  negativ  ist.     Also  ist  nach  27): 

I 


28) Ä  =  db 


RRi 


wenn    man    das    obere    oder    untere   Zeichen    nimmt,   jeiiachdera 
SlSli  oder,  wie  aus  dem  Obigen  unmittelbar  hervorgeht,  die  Grosse 

du   Su^dHt_   3hi      dhi     8*it  } 

ju  atic  a^  8^_  a^  ^w  > 

8y '  8i  J  dyhi '  8a:*     SiS-r  *  dxdy$ 

du  Sil  ^  a*M  a^     dhi^  a*fi  ^ 
az '  a.r  ( 8280? '  a^*    a.ra^  *  a^az  5 

positiv  oder  negativ  ist. 


§.  8. 

Die  durch  die  Gleichung  15)  verbundenen  Coordinaten  x^y*'^ 
können  wir  als  Functionen  zweier  beliebiger  unabhängiger  verän- 
derlicher Grossen  betrachten,  welche  wir  im  Allgemeinen  durch 
p,  g  bezeichnen  wollen.  Dann  hat  man  nach  den  Lebren  der 
Differentialrechnung  für  die  vollständigen  Differentiale  dx^  ^^<  ^* 
bekanntlich  die  folgenden  Ausdrücke: 


oder  eigentlich : 


<A'.v   Mau^sea  der  Krümmung.  4r»r) 

m 

WO    Jp,  Jq    ^(1llz   beliebige   Grossen  sind.     Weil  nun  aber  z 
Function  von  .r,  y  ist:    so  ist  das  vollständige  Differential  Bi  auch 

wo  auch  djc,  dif  wie  vorher  vollstäudige  Differentiale  sind;    also 
ist  nach  dem  Obigen : 

»■=a(l^''+|''O^I(l^''+l'") 

oder : 

^         /dx    Bz      dff    dz\    .     ,  /dx    dz  ,  9y  dz\ 

^^  =  U;>  8^  +  ^Ty>)^'' Hä^äS  ^ä^äS^y^^ 

Vergleicht  man  diese  Gleichung  mit  der  obigen  Gleichung 

Ao  erhftit  man  unmittelbar  die  beiden  Gleichungen : 

dx  dz      By   Bz       Bz 
^   1    »'    .  _ 

(•/>  cor      ^//   Btf      Bp ' 

f^j;   Bz      Bit  Bz       Bz 
Bf/  '  S:r  '  Bq'  By       Bq ' 

zo  denen  man  librigcns  auch  auf  folgende  Art  gelangen  kann. 

Betrachten  wir  bloss  p  als  veränderlich  und  bezeichnen  unter 
dieser  Voraussetzung  die  vollständigen  Differentiale  von  ^r,  y,  z 
dorch  Bx^  By^  Bi\  so  ist  nach  den  Lehren  der  Differcntinlrerh- 
iians;  bekanntlich : 


und 


oz  =  5-  cj*   f  rr  oy 
dx  cy  '^ 


Bx  ^         cy  ^         ^        vz  , 

öp  '  '^       cp  '  cp  ' 


»•? 
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wo  alle  Differentialquotienten  natiirlich  partielle  sind;   also: 

dz  Bx    dz  dy  dz 


woraus 


dz  dx    dz        8g  dz 

dp       dp'  dx       dp'  dy 


Ganz  eben  ao  findet  man : 

dz  dx    dz      dy    dz 

dq       dq'  dx      dq'  dy^ 

und  hat  also  jetzt  wieder  die  beiden  oben  gefundenen  Gleichooge 

dx    dz      dy    dz  ^  dz 
dp'  ^      dp'  dy'"  dp* 

dx    dz      dy   dz       dz 
dq  ' dx      dq'  dy      dq^ 


aus  denen  man  leicht : 


;}ü) 


dy   dt  dy   dz 

dz  dq' dp  dp ' dq 

dx       dx   dy  dx  dy ' 

dp  '  dq  dq   dp 

dx  dz  dx  dz 

dz  dp ' dq  dq' dp 

dy       dx   dy  dx    dy 

\  dp'  dq  dq    dp 

erhält. 

Setzen  wir  der  Kürze  wegen: 

y ^y    dz       dy   dz 

d'p'dq^dq'd'p' 

.;.  I V  J     V dz   dx^      dz   dx 

dp  dq      dq'dp' 

^__,Bx  dy^dx   dy, 
dp   dq      dq'  dp^ 

i<»  werden  die  Gleichungen  30) : 

'*^' dx-^z'  dy-~r 
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ZwiAchen  den  Grossen  X,   Y,  Z  bestehen   verschiedene  Re- 
lationen, die  wir  jetzt  zunächst  entwickeln  wollen. 

Auf  der  Stelle  erhellet  die  Richtigkeit  der  beiden  Gleichungen: 

»J) { 

und  nach  einer  sehr  bekannten  algebraischen  Relation  ist: 
34) X*  +  Y^  +  Z^ 

(dx  Bx     d^   ^9  t  ^*    ^  \ 
dp'  Bq      Bp'  Sq     Bp'  BqJ 

Ferner  findet  man  durch  Differentiation,  mit  Rflcksicht  auf  die 
(ileicbungen  33)  leicht: 

35) 
*dp        '^Bp  -^-^BpBq^  '^BpBq^^BpBq'Bp'^'^Bp*^  'Bp*^^Bp'*>Bq' 

'^B^  ~  ^Bp  -^HpWq^  ^BpBq^^BpBq'Bp'^Hp*^  ' 8^*'*^%^%' 
BX     ^BZ         By        d*y     ^Bj!^    .j^.yS^    „Sh   8y 

^Bi>  ~^'cp~^^BpBq*  '^BpBq'*^%Bf/Bp~'"^^^  '^0/»«+%«^  Bq 

und: 

36) 

X^l-  y^ 

Bq  Bq 

^  V  ^'  4.  V ^»-  4.  7  ^'-\^*  .  /  F^*  4.  v^* 4.  y?!!^  ££ 

=  ~^^BpBq  ^  'Bfäq  ^  ^BpBq' Bq^^^ Bq*  ^  '  Bq*^^Bq*>Bp' 

yf-z'X 

„aA     ..BZ 

MJ    r\        — -   ^    r\ 

cq  cq 

-'^■^Bf^q  +  ' BpBq^  ^BpBq' Bq  +^"*8y«  +  '  8q*^^Bq^'Bp 


■■     •■       I 
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Setzen  wir  alier  der  Kürze  wegen  : 

ö^*r           v^u  d^z 

"""      dpdf/        dpdg  dpdq ' 

c^x         d*tf  i^t 
so  ist : 

dp           dp            dp  oq 

'                   ^        dp          dp            dp  dq 


und: 


dp  op  dp  dq 

dY        dX_     „S±,^Bz 


3,,....    <  .|-z|r=-t;|+«|. 

Aus  der  ersten  der  Formeln  32)  erhält  man,  wenn  man 

dz     . 
offenbar  verstattet  ist,    g-   für  z  setzt: 


na» 


a^i     ^ 


(Si\  ö^       yäj:/        dy       \dxj 

dx) dp '      dq  dq '      dp^ 

dx^'^      dx     """"  Z 

nach  derselben  Formel  und  39)  ist  aber: 

^Pj.\         Z--X-      U^^-Q^-^ 

\dx/  ^  dq  dq  __      dq  8/> 

und   auf  ähnliche  Art  nach  38): 

\dxj  __         dp  dp  _^       ^  dp         dq 

~dii^~~  Z«  ""  Z2  ' 
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itit  nach  dem  V^orhergebendeu  offenbar: 


hH 


_"©'--!  ^«(l)' 


00:2—  2« 

der  zweiten  der  Formeln  32)  erhält  man  in  gleicher  Weise: 

'seihen  Formel  und  38)  ist  aber: 

\^yj S/>  dp dp  Sq 

~  dp    ~"~      ~Z2       —       z«      ' 

ähnliche  Art  nach  39): 

\dyj  _      J^___    %_     _ii.       Sp, 

a^/    ""  z*      """*       z« 

ist  nach  dem  Obigen : 

•  •  a^2  -  j2j8 

ler  erhält  man  aus  der  ersten  der  Formeln  32),  wenn  man 
setzt : 

dH  \df/J __     dp'     dg         dg'     dp 

dxdy         dx     ~~'  Z 

n  Vorhergehenden  ist  aber: 

W-       ^8y      ^dp      \dy)  ^^dp      ^dg, 
"dg     "•""  Z«  '        8p     ""  Z* 

inbar : 

42) 

dx  dy       /öjr  a^    a^  ^\  .  «^  ^ 

'z   _       ^  dg' dg'  ^^  \dp'  dg^  dg   dp)  ^^  dp'  dp 
'dy" Z» 
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■r. ; 


Aus  der  zweiten  der  Forineln  32)  erhält  man,  wenn  mao  r- 


fSr  2  setzt: 


?*i  _    \8.'g/  __      dg '      5p         dp'      dg     ^ 
dxdy         dy      ~~  Z  ' 

nach  dem  Vorhergehenden  ist  aber : 

_\fixl -'dp     '  dg       ''KdxJ _  iSq^dp 

dp     ~  Z*         '         Bq     ~  Z«        • 

also  offenbar : 

4-2*) 

Sx    dj,  (dx  ay      8j:  dy\         dx  By 

J«i_ ^8y  'Bq~*^\dp'8q^dgS^J^  ^Sj,  dp 

»xBy~  Z  Z*  "    ' 

ganz  wie  vorher,  wie  es  sein  muss. 

Aus  40),  41),  42)  erhält  man  unmittelbar: 

^   \Bx*Btf*~\dxSyJ  ] 

=>Kl)■-''l•^<4)■"<if)■— i-^o' 

-^'^Bq    Bq-^\BpBq^8'qBpJ^^B'pSp" 
also  nach  der  allgemeinen  algebraischen  Relation  I): 

und  folglich : 

Bx^'By^      \BxBy)  —        Z*       * 
Ferner  ist  nach  32): 

'H(fJ+(|)-i-=<-^^i^?i'. 
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so  nach  25)  offenbar: 

43) Ä=       '^-^^ 


(jf«+y«+z»)*' 

elcbes  ein  neuer  merkvrSrdiger  Ausdruck  für  k  ist. 
Setzt  man  noch  der  Kflrze  wegen: 

44)..     .        ]  F--.-+^.^+-.^ 

»  ist  nach  34): 

80  nach  43) : 

46) k=    ^«-^" 


{EG^F^)^' 


§.9. 

Wir  wollen  nun  noch  einen  anderen  Ausdruck  für  das  Maass 
er  Krümmung  k  entwickeln,  der  besonders  deshalb  sehr  bemer- 
enswerth  ist^  weil  er  bloss  von  den  drei  Grössen  E,  F,  G  abhängt. 

Durch  Differentiation  dieser  Grossen  erhält  man  leicht: 
SE        /dx  d^.Sy  S^,^    8^\ 

dp  "^dp'dp^^dp'dp^^Sp'^y' 

dq  ~~     \dp  '  Bpdq      dp  '  BpBq      dp '  8pdq/  * 
roer: 

BF  _     Bx    Shc^     Bx  d^ 
8p  ""     8p '  BplBq  '  Bq  *  3p* 

Sp  '  cjpSy  *"  5^^ '  8p* 

:~'8^  ^Bq'B^^Fq'B^^Fq'Bp'^' 
TheU  XLIII.  31 
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Grunert:    Neue  Entwickelung  der  Tkeorle 


dF dx  d^x     dx    S*x 

dg    ^  .  %     S^ 

^dp'Sg^^dg'Spdg 

'^^'dp^dp'  89«  +  dp'dg^  +  8^  87«' 
wie  aus  Nachstehendem  erhellet;    endlich: 

dp  "  ^  V8y  8^8^  +  dg'  dpdg  +  dg '  dpdgj ' 

^^  -  o/'^fE   8^   .  ^  ?^   .  ?!    ^2  ^ 
^"-^V8^'89«  ■*^89'8<y2  ^  dg'dg^J' 

Durch  nochmalige   Differentiation  erhält  man  hieraus  ferner 


1  ?!^ 


a^F 


dx      d*x        /  d^x  \* 
d^'Fßg^^Kd^d^J 

+  dp  •  8^89«  +  \dpSgJ 

dz^     8«i     .  /__8*£V 
+  8/1  •  8p8y*  +  V8p8yy   • 

8*£;  .  8x     8*a:        8*ar    8«a: 


^9""*'V  +  87  '  8p«S^  +  8p« •  87« 

^  dn  '  dn^?.o  +  a««  •  ;)/>« 


dg  '  dp^dg      dp^ '  dg^ 
dz     J^z_   ,dhd^ 
'^  dg'dp^dg'*'dp*'dg^ 

dp    dpdg^^dpl^'dg^ 


d^G    dx 


^'dp^ 


*^  8;/ 8p8^2  +  g^«  •  V 

^^      8*i_     8«z    8«z 
'^dp'S^g^'^dp^   dg^' 

??    J!?_  .   /'i!?.^'' 
dg  •  8p»8y      W^^/ 

^dg    dp^q'^y^gj 
dz      d^z      ,  /  d^zV 


dg'dp^^yS^qJ  ' 


G 
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nach    und    nach  37)   haben   wir  jetzt  die  drei  folgenden 
von  Gleichungen : 

ap«  + '^  8/»«  "•■  ^  ^  —  '^' 

dpdg  "^     dpdg  '      dpSq  * 

5;> '  8/>87     8p  *  SpS^  '  8/> ' 8|p8^      ''87  * 
8^  8*5     8y   8^     8z    8^  _  8F     ^  BG 
dp'  dq^^  dp   dq^^  Fp'  dq^-^  dg"  ^'dp' 

8^82ar8y8^82    8«2_8F        8A: 
dq'dp^    +87'8p«+5^*ap«""8p"'*8^' 

8ar     8*a:       8^    ^.V_  .  ^^     8*x   .  8fcr 

dq  '  dphq      Sq '  dpSq      dq  '  dpBq      *'  dp  * 

dx   d^x        dy  8^      dt    Sh  8G 

d^'d^  +8^p  +  8^"V'~      89  ' 

iders  geordnet: 

d^x         dl^u  8^2 

a^  8«^:     8y   8^      8x    8*2  _     8£; 
dp '  ^p^  ■  dp '  dp*      dp '  Spl^  ""  *  *  ^ ' 

dx  d^x     dy  8*y      82    8*2  ^  8F         8E 
8^'8^  +  8^§p  +  8^'8/i«""£^"*  8^* 

dpdq"^     dpdq^     dpdq  ' 

8a:    8^  ,8^     dlhf        dz     8*2___i  3^ 
8|p '  8^87     8/? '  8)909     8/> '  8/?89 ""** ' 89  * 

dx    d^x       dy     d^y^      dz      8^2 ^  8G . 

8^  * 8^^  +  8^'  8^89  ^  §9 '  8/>89—  '•  5J5  ' 

.  d^x  dl^u  8*2 

8p;  5^  +  8p ■  87»'*'8p"  dq*~dg      »'  8p  ' 

dx  9*x     By   S^y      Bz    B*z  _     BG 
8987«+ 8^  8^  +  89*  5^  —  *-^' 

31» 


1'.  ■• 
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wobei  zu  bemerken  ist,  dass  nach  31)  in  diesen  Glelcbongen: 

"~  dp' dq      dq  dp  * 

V  ^  —   —      83;    dx 
""  dp* dq      dq* dp* 

dp'  dq      dq'  dp 
ist. 

Vergleichen   wir  nun  diese  Gleichungen  mit  den  Gleichuog& 
10),    so  ist  dort  zu  setzen: 

a   =2X,     6    =  F,     c   =Z; 
'^   -dp'    '*  —hp'    "  -9p' 

and  nach  Vorstehendem  ist: 

a  =  ft'c"  -  c'*". 

6  =  «/a"  —  a'f', 

cs=a'b"  —  b'a"', 

60  dass  also  die  Gleichungen  S)  erfflilt  sind. 

Ferner  ist  in  den  Gleichungen  10)  zu  setzen: 

d   =iP,  d^    =  V,         dt  =Q, 

^   —dp     *'dq'     •*»    —  *8p*    *^    -'89' 
und: 


y  =dp*' 

8»! 

'  =dp*' 

d*x 

"^^bpdq' 

8*!, 

8*x 

'^—dpdq 

8*x 

3*}f 

y*-dq*' 

8*2 

*»  -  dq*- 

des  JUaasses  der  Krümmung,  465 

ieraus  erglebt  sich : 

a«  +  6«  +  c«  =  JC«  +  F«  +  Za  =  f;G  — F«, 

hx  dx      dii  dv      dl    dz      „ 
erner  ist: 

-'^8/>"89~^-8^8^  +  <^8^-8^^^'*8^~8p^S' 
ndlich   ist: 

«^a  +  yy«  +  »*•  —  a^i'  -  »1*  —  »1* 

8»ar      8«y8*y      8n    3h       /l^y      /J^V      /'-^iV 

87«  + 8p»  89«  + 8p«  89»    V8p89/  ~"V3j»89y  "vapay/  " 

dem  Obigen  ist  aber,  wie  man  sogleich  übersieht; 

S      „S*F^     ,  ^_      Sx    B*x_     8^     8^        8t     S*s 
» "  ^  8p89  +  '  •  8p«  -  ~  8p  ■  dpdg*     dp '  dpBq*     dp '  dphq^ 

8x    8««       8^     8^       dz      3*1 
Bq '  Bp*8g     8q '  Bp^Bq     Bq '  Bp*Bq 

/8«£  8«f  .  8^   ?!»!  .  ^  ?!i^ 
^\Bp^'  Bq*  +  8p»  •  89«  +  8p«  *  Bqy 
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+  8^'S^ + 87  •  8p^ + s;^' V^V 

+  ^Kp^)  +(»)  +fov)v 


also  durch   Addition: 


8»£     „  8«F  .  8«G 

—  Kfi^J       \SpBqJ       \dp8q) 
und  folglich  nach  dem  Obigen: 

/8»£     „  8»F     8»G\ 

Weil  nun 

ist,  so  ist  in  Folge  der  Gleichung  13): 

(/8C\*      /  8F     dE\dG 

$8£  8G        8£  8G      8*'_8£n/  8/_8CV 
+  '^8^8^~'^-87'8p+^>     dqJV^g     W) 

+  *'n87/       V^'ay      dp J  dpi 

/»E        8*F     8»G\ 
_,(£G-F»)(^-23|^+p); 

nach  45)  ist  aber: 

also: 

4  (£6  -  F«)«Ä  =  4  (PQ  -  C72) , 
und  folglich  nach  Vorstehendem: 
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46) 

.p^SEdG   ^BEBG    /dF     dE\/JF     dG\> 
^^'iKSqJ       VBg~BpJd~p'> 

■ 

oder: 

47) 

4(E6-.F«)«A=    £,^^.g^_2gj^.^  +  (^^  < 

.  .^afiaG    8E86'     a£8F     dF8F   JFdGi 

^''tdpeq      Bq'S^     'dqBq^%'eq~^BpBp< 

.,^BE  BG     JE  BF^/BEy) 
^''Up'9p-%'8i+V8-qJ  ^ 

Dies  ist  Her  von  Gauss  gegebene  fauchst  merkwürdige,  bloss 
von  den  drei  GrOssen  E,  F,  G  abhängende  Ausdruck  für  das 
Maass  dpr  Krümmung.  Liouville  hat  demselben  (m.s.  Archiv. 
ThI.  XIX.  S.  344.)  eine  andere  Form  gegeben,  der  ich  aber,  aL< 
viel  weniger  entwickelt,  nicht  so  viel  Werth  beilegen  kann,  um 
•s  (ilr  nothig  zu  halten,  mich  hier  weiter  mit  derselben  zu  be- 
•chXfligen. 

§.  10. 

Wenn  wir  uns  auf  der  KiMche  eine  beliebige,  aber  bestimmte 
Carve  denken,  so  haben  wir  fflr  diese  Curve  p,  g  uns  nicht  mehr 
als  onabhSngige  verfinderliche  (ilrusse  vorzustellen,  sondern  wir 
müssen  uns  vielmehr  die  eine  i)ies>er  beiden  Grossen  als  abhängig 
¥00  der  anderen,  als  eine  Function  dieser  letzteren  denken,  etwa 
9  als  eine  Function  von  p.  Dann  ist  nach  den  Lehren  der  Dif- 
ferentialrechnung, wenn  wir  jetzt  die  partiellen  Differentialquo- 
tienten  von  x,  ^,  z  nach  p  und  q  bestimmter  durch 

dp        dp       dp  Off        oq        dg 


Ferner  ist: 
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bezeichnen : 

dx  ^^  dpX     dqX   dq 

äj;""'5p +  89 '^^ 

dp      Sp       dq  '  Bp* 

dz dpi   .dg    dq 

dp     dp       dq  '  dp' 

dy  ^_^dy  dx       dz dz    dx  ^ 

dp     dx*dp'     dp     Si*3p* 

dt/  dp ^      dq  '  dp 

dx       dx      Spo:      dqX  dq ' 
dp      dp^  dq  'dp 

3z  dpt  j,dg  dq 
di_  dp_Jp  ^  dq'dp 
dx       dx     8p£P     8g£  dq^ 

dp      dp       dq  'dp 

Bezeichnet  nun  s  wie  gewöhnlich  im  Allgemeinen  den  Bogen  der 
Curve,  so  ist  bekanntlich: 


also: 


«)"=h(|)%(|)-. 


also  nach  den  vorstehenden  Formeln: 


'ds\'  _ KBp^dq     8pJ    '*^\Bp*  dq    dp)    "^  Vap"*"  dq  'dj£^, 


{±Y  = 

\Ba;/  /Bpx     B^x  S^N' 

\Bp^  Bq- Bp) 


es   ist   aber: 


d% 


)«  _  8*   dx 8s  ^dpX     dqX  dq  \ 

^p~^  dx'  dp       8^  V  80       80  *  dp/  ' 


dp      dx   dp       dx\dp       dq    dp 
also  nach  dem  Vorhergehenden : 


a^Y 


VW  ~V8/'  *  Bq    Bp)   +  \Bp  +  Bij'B^,)   ^\Bp  +  Bq  V 
und  folglich  nach  gehuriger  Enttvickelung : 
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^'yjf   Bq  "^'Bp  ■  Bg  ■*■  BpBqjBp 


+ 


mr^  öf)'  *cm0 


Weil  in  den  Aundriicken  44)  von  E,  F,  G  bekanntlich 

dx      dy       dz         i    3^      3^       8« 
Sp'     dp*    Bp  Sljf       §q*    Sg 

die  partiellen  Differentialquotienten  von  o:«  y,  2  in  Bezug  auf  p 
lind  9  waren,  so  ist  in  der  jetzigen  Bezeichnung: 

-(t)"*(t)'+(^)"- 

„  _  a,x  8fr  .  ^  S^     BfX  Baz 
also  nach  dem  Obigen: 

^ (i)"=«+"'^+«©'- 

and  folglich: 

49) ds*=:EJp*  +  2FJpdg+Gdg^. 

Betrachtete  man  p  als  Function  von  g,  so  ivSre  eben  so: 
50) ds*  =  Edt^  +  2FdpJg+GJg^. 

KQrzer  schreibt  man  die  beiden  letzten  Formeln  bekanntlich: 
51) B$^  =  Edp^  +  2Fdpdg+Gdg*, 

wo  aber,  wie  aus  der  Differentialrechnung  bekannt  ist,  die  Be- 
deotung  von  dp  und  dg  sich  danach  modificirt,  welche  der  beiden 
Grössen  p,  g  man  als  unabhfingig  variabel,  und  welche  demzu- 
folge als  Function  dieser  letzteren  betrachtet. 

Weil  nach  47)  sich  k  bloss  durch  E,  F,  G  ausdrücken  Ifisst, 
so  erhellet  jetzt  aus  dem  Vorhergehenden,  dass,  um  das  Maass 
der  Krümmung  finden  zu  können,  man  nicht  die  endlichen  For- 
meln zu  kennen  braucht,   durch  welche   x,  ^,  z   als  Functionen 


■•4- 5-^ 
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der  veränderlichen  Grössen  p,  q  dargestellt  werden,  sondtronn 
braucht  bloss  den  allgemeinen  Ausdruck 

Edp^  +  IFöpdq  +  C89« 

von  ds^  zu  kennen,  «veil  dadurch  die  zur  Bestimmung  von  k  allein 
erforderlichen  Grössen  E,  F,  G  als  Coefficienten  von  dp^,  ^Bpitj, 
dg^  in  diesem  allgemeinen  Ausdrucke  von  ds^  bekannt  werden. 


§.  11. 

Die  Theorie  des  Maas^ea  der  Krümmung  ist  reich  an  wich- 
tigen und  merkwürdigen  Folgerungen;  wenn  auch  diese  weiteren 
Entwickelungen  und  Anwendungen  jetzt  nicht  in  unserer  Absicht 
liegen,  da  wir  hier  nur  die  Entwickelung  der  Theorie  des  Maas* 
ses  der  Krümmung  an  sich  im  Auge  hatten,  so  wollen  wir  doch 
in  der  Kü'rze  Folgendes  bemerken. 

Wenn  wir  uns  zwei  krumme  Flächen  denken,  und  die  eine 
sich  über  die  andere  ausbreiten  lassen  soll ,  so  dass  beide  Flächen 
sich  ihrer  ganzen  Ausdehnung  nach  genau  an  einander  anschlies- 
sen,  also  jeder  Punkt  der  einen  Fläche  mit  einem  bestimmten 
Punkte  der  anderen  Fläche  genau  zusammenfallt ,  welche  zusam- 
menfallenden Punkte  der  beiden  Flächen  wir  einander  entspre- 
chende Punkte  derselben  nennen ,  und  im  Allgemeinen  durch  (xyi) 
and  {x'y'x')  bezeichnen  wollen;  so  wird  es  offenbar  erforderlich 
sein,  dass  in  allen  solchen  einander  entsprechenden  Punkten  der 
beiden  Flächen  die  auf  denselben  nach  allen  Seiten  hin  genom- 
menen linearen  Elemente  mit  einander  zusamnicnfallen.  Es  muss 
also,  wenn  wir  beliebige  unendlich  kleine  einander  gleiche  Ver- 
änderungen von  p,  q  und  p' y  q'  y  von  denen  or,  y,  :  und  x\  y\  i' 
als  abhängig  betrachtet  werden,  im  Allgemeinen  durch  ^,  t^  be- 
zeichnen, unabhängig  von  bestimmten  Werthen  dieser  Verände- 
rungen, also  ganz  allgemein, 

wo  die  Bedeutung  von  £',  F',  G'  von  selbst  erhellet,  sein,  wor* 
aus  sich  unmittelbar  fär  alle  einander  entsprechende  Punkte  der 
beiden  Flächen  die  Gleichungen 

Ez=zE',    F=P,    G=G' 

ergeben,  wenn  die  eine  Fläche  sich  über  der  anderen  genau  soll 
ausbreiten  lassen.  Verbindet  man  dies  mit  den  früheren  Ent- 
wickelungen des  Maasses  der  Krümmung,  so  ergiebt  sich,  dass, 
wenn    die   eine   Fläche  sich   über    der    anderen    genao 
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soll  ausbreiten  lassen,  in  allen  entsprechenden  Punk- 
ten der  beiden  Flächen  das  Maass  der  Krümmung  das- 
selbe sein  muss« 

^Da  nun  nach  dem  allgemeinen  Begriffe  des  Maasses  der 
Krümmung  (§.  4.)  für  die  Ebene  das  Maass  der  Krümmung  in 
allen  Punkten  offenbar  Null  ist,  so  erglebt  sich,  dass  für  jede 
Fläche,  die  sich  in  eine  Ebene  soll  ausbreiten  lassen,  in  allen 
ihren  Punkten,  also  ganz  allgemein,  das  Maass  der  Krümmung 
A;  =  0  sein  muss;    nun  ist  aber  nach  25): 

also  muss,  wenn  die  entsprechende  Fläche  sich  in  eine  Ebene 
soll  ausbreiten  lassen,   allgemein 

^'^^ ^'di^^KdidifJ    =" 

sein,  ein  schon  früher  bekannter  Satz,  der  sich  aber  mittelst  der 
Theorie  des  Maasses  der  Krümmung  besonders  streng  beweisen 
iSsst  Dass  man  diese  Bedingungsgleichang.  auch  noch  auf  an- 
dere Arten  ausdrücken  konnte,  erhellet  aus  unseren  früheren  Ent- 
Wickelungen  von  selbst  und  bedarf  daher  einer  weiteren  Erläu- 
mog  nicht. 


Constraction  du  carre  dont  les  cot^s  passent  par  quatre 
points  donn^B. 


Monsieur  Fatbender, 

-ProfcMcUT  k  Tharn. 


^^   AI 


d 


Ueux  droites  perpendiculaires  entre  elles,  AB  et  CD  (Tab.  X. 
ig. 7.),  ^taot  coup^s  |iar  les  cdt^i  dun  carr^  EFGH,  la  parlte 
AB  Ae.  I'uiie  inlerceptee  par  dcux  cAtes  oppiist's  EU  et  FG  sera 
^gale  ä  la  parlic  CO  de  l'autre  inlerceptee  jiar  les  <Ieux  aulres 
cdtes  opposes.  Cela  aura  lieu,  quelle  que  seit  la  Situation  du 
point  de  coDCours  des  deux  pcrpeiidiculalres.  De  m^me  la  pro- 
position  n'en  sera  paa  moins  vraie,  ai  les  points  d'interseclion 
ou  quelques  uns  d'enire  eux  appartiennent  nnn  pas  aux  cdtös 
meines  du  carr^,  niais  bien  a  leurs  prolongements,  comme  dans 
Tab.  X.  Fig.  8.  Quant  k  la  denionslration,  nous  faisons  obser- 
ver  qu'elle  se  d^duit  des  tb^oremes  les  plus  connus  de  la  tb^orie 
des  paralleles  et  de  l'^galitä  des  triangles. 

Le  quadribfere  EFGH  i\a,n{  seulement  rectangulalre ,  les 
parlies  intercept^es  sonl  en  raison  inverse  des  edles  interceptants. 

Si  Ton  se  propose  de  coitetruire  un  carrä,  dont  les  cdtäs 
passent  par  qyatre  points  donnes  A,  B,  C  ei  D  (Tab.  X.  Fig.  9.) 
daos  l'ordre  indique,  on  trouve  au  moyeii  de  ce  qui  precäde  on 
second  point  de  cbaque  cötä  du  carr^.  En  effet,  joignons  les 
deux  points  A  et  C,  voisins  de  D.  par  une  droite  AC,  de  B  abals- 
sons  Bur  AC  une  perpendtculaire ,  delerminons  dans  celle-ci  an 
point  £  tel  que  BE  ^  AC,  le  point  E  sera  situ^  sur  le  cM6  du 
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carrä  qui  passe  par  Z>,  ce  qui  conduit  imniediatemeDt  ä  la  con- 
straction  du  carr^  FGHJ  lal-mdme.  —  En  d^terroinant  daos  la 
perpendiculaire  un  second  point  E'  tel  que  BE'  ss  AC  et  röp^tant 
ces  raisonneroents,  on  trouve  un  second  carrö  F'G'H'J',  dont  les 
cdt^s  passeot  par  les  quatre  points  A,  B,  C  et  D  dans  Tordre 
indiqu^. 

II  se  peut  que  la  Situation  des  quatre  points  donnäs  soit  teile, 
qu'on  ait  AC  ^gale  et  perpendiculaire  k  BD.  Alors  Tun  des 
deux  points  E  et  E*  coincidera  avec  Z>,  et  il  y  aura  une  inGnit^ 
de  carr^s  correspondant  ä  ce  point ,  tandis  que  celui  qui  corre- 
spond  ä  Tautre  se  röduira  au  point  d'intersection  de  ilC  et  BD, 

m 

Lorsque  Ton  chauge  Tordre  des  quatre  points  donnes,  il  rä- 
sulte,  d'apr^s  la  rdgie  des  combinaisons,  qu'en  g^ii^ral  il  y  a 
troisfois  deux  carräs^  dont  les  cdt^s  passent  par  quatre  points 
donnes  dans  un  ordre  quelconque. 

La  construction  du  carre,  convenablement  modifiäe,  renferme 
la  construction  du  rectangle,  dont  les  cdt^s  ont  un  rapport  de- 
niand^  et  passent  par  quatre  points  donnös. 

II  y  a  plus  de  vingt  ans  que  j'ai  trouvö  les  resultats  qu  on 
vient  de  lire.  Aussi  en  al*je  fait  part  dans  l'occasion  k  nies  amis 
et  k  mes  ^l^ves.  Je  ne  les  ai  renconträs  dans  aucun  livre,  Jour- 
nal etc.  qui  aient  6t6  k  ma  portöe.  Seulement  l'excellente  collection 
de  Mss.  Gandtner  et  Junghans  contient  au  Numöro  1031  le 
probl^me  de  la  construction  du  carrä.  Toutefois  la  Solution  qui 
y  est  indiqu^e  est  moins  simple  et  moins  ölägante  que  la  mienne, 
parcequ'elle  exige  la  connaissance  de  la  theorie  du  cercle.  Mr. 
I'öditeur  de  ce  Journal  m'assurant  quelui  non  plus  n'a  pas  connu 
ma  Solution  et  m'ayant  fait  exprimier  le  däsir  de  la  publier,  je 
n'häsite  pas  ä  y  acquiescer. 
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Die  Ent Wickelung  der  trigonometrischen  Funktionen  in 

unendliche  Faktorenfolgen. 


Von 


Herrn  Professor  Dr.  Dienger 

an  der  polytechnischen  Schule  in  Carl« ruhe. 


Die  meisten  mir  bekannten  Ableitungen  der  Sätze,  nach  deoeo 
smx,  coso:  sich  in  unendliche  Produkte  entwickeln  lassen,  sind 
nicht  gegen  alle  Einwürfe  gesichert.  Die  nachstehende  Eotificke* 
lung  scheint  mir  dagegen  durchaus  streng;  ob  sie  schon  einmal 
sonst  wo  gegeben  wurde,  weiss  ich  im  Augenblicke  nicht;  schwer 
zu  Gnden  ist  sie  nicht.  Ich  gehe  von  dem  Satze  aus.  der  in 
der  Gleichung 

I      f{t)9t  +  2^cos  ^nx  I       f(z)  cos  fizdi 


o 


(I) 


=3  7tf{+0),  wenn  x^O, 

=  l[n^-0)  +  f{^+m'   wenn  a•^^ 
=:  Tc/Xn — 0),  wenn  a;  =  tc 

ausgesprochen    ist  und   der  erste  der   Sätze    in   der  Theorie  der 
Fouri  er 'sehen  Reihen  ist. 


In   der    Gleichung    (I)  setzen    wir  /X2)=z  cos  az,    wo   a   eine 
Konstante.    Dann  ist: 
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ff{i)  cos  ^282  =/cos  az  cos  ^4282  =    ^(iii  +  n)    +  ~2(^«)    ' 

wo  nicht  a=:J:|ii  sein  darf.     Daraus: 

^  sin(^H-fl)Ä      sin  (^  —  a)n 

f{z)  cos  ^282  =  -^(^^^y  +  ^(Tz:«)- 

__^  C08|iA9ssinii7c      cosjiATcsina^r  2acos|iA9rsinci9r 

-     2(^  +  fl)  äöT^^F  -  "^«^^  "  • 

Setzt  man  dies  in   (1)  ein  und  beachtet,  dass  fXi)    hier  nur 
eindeutig  ist»  so  hat  man: 

(2) 


/ 


rl      _    00  cos  liw  cos  lio:"!  =s^ 

8ina9s1 2«2; = « —   I  =  ttcosoo:,    jr  ^  0    und 


7C. 


Hier   darf  er  nicht  0  und    auch  nicht  eine  ganze  Zahl  sein,  da 
sonst  die  Integrale  andere  VVerthe  annehmen  wärden. 

Setzt  man  in  (2)  x=in,  so  ist  wegen  cos V^  =  1^ 
1  2a  2a  2a 

Wird  dagegen  o:  =  0  gesetzt,  so  ist  wegen  cosfi9c  =  ( — \)^i 

I  2a  2a  2a  n 

ö  +  l«— a«""2*— a^  +  a'-a*"' sinajj*  ^*^ 

Schreiben  wir  die  beiden  Gleichungen  anter  die  Form: 

1  cos  an  2a  2a  2a 

n—, 

a         B\nan 


n-T—  ^      1«  — a«  ^^2«-.a«"*"3«— a«"*^'  •" 


ä""iiira«'"""P— a«  +  2«-a*"'3«— a«  +  '    ", 


(5) 


80  erhalten  wir  durch  Subtraktion: 

Ätg  (iaw)  =  4a  Li«— „«  +  31  _  ^«  +  5«  _  a«  +  •  •  _  r      (^^ 

Die  Gleichungen  (3),  (4),  (6)  gelten  Tiir  jedes  a:  nur  sind 
die  Fälle  a  =  0  oder  a  eine  ganze  Zahl  ausgeschlossen.  Da  fdr 
a  ^  0  übrigens 

I  TS  1  9S  cos  OTT 

a      sinaTc'     a        sinaTS 
Null  sind,  so  gelten  die  (6)  auch  noch  fiir  n  =  0. 


I 


.-  -«r^r- 
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11. 


Wir  integriren  (5)  und  (6)  nach  a  von  a  =  0  bis  0  =  0,  no  a 
zwischen  0  und   I  liegt.     Alsdann  ist  wegen 

/  ( 7c— |8a  =     /(«)— /(sinn»)  =/(-;: )» 

^    \a         sinflJT/  \  /       V  /        \sina»/ 

f  ntg  (ian)da  = — 2/(co6  Ja«) ; 
und  weil  alle  diese  Grössen  noch  endlich  sind  für  0=0: 

'te)=-'(^)-'(^)-'(^*)- 

WO  die  entstehenden  Reihen  bekanntlich  abermals  konvergent  sind. 
Daraus  ergiebt  sich: 

sin  OTT  c*  cf*  a* 


«*  ,-      a* 


(1  ""•  |2/(*         02/ •  •  •  • 


(7) 


tt*    .,  «*.  ..  ff* 


COS  iaw  =  (1  —  p)(I  —  p)(I  -  gä)  •  •  • 

Diese   Formeln  gelten  für  a  =  0  und  bis  a:=l.  Pur  o=I 

gelten  die  erste  und  dritte  thatsSchlich  ebenfalls  noch.  Die  zweite 

ist  bloss  Verbindung  der  ersten    und  dritten,    kann  also  ausser 
Betrachtung  bleiben. 

Setzt  man  in  der  ersten  a7ci=a:,  so  ist : 

j^a  ^2  <p2  _  

8ina:=a:(l-p^^(l-25^,)(l— p^,) a:^0,   "^j»;    (8) 


^l     t/ 
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wird  in  der  dritten  \€tn  =  x  gesetzt,  so  erhSIt  man  : 

(9) 
4^2  4^2  4^9  2^        ^ 

Ich  fibergehe  die  weiteren   Folgerungen,    die  sich  an  diese 
Formeln  knfipfen  lassen,  am  in  I.  die  Ausnahmsftlle  za  betrachten. 


III. 


Ist  a  =  0,  so  ist  f{%)  =  1 ,  also  wird  die  (1)  zur  identischen 
Gleicbang  »=  sr.    Ist  a  eine  positive  ganze  Zahl  n,  so  ist: 


/ 


cosnzcos^sdz  =  0,    wenn  nicht    ^:=ft; 

=  i,    wenn    ^  =  n. 


Dadurch  jeduzirt  sich  (1)  abermals  auf  eine  leere  IdentitSt.  Dass 
also  die  Gleichangen  (7)  noch  gelten  für  o  =  0,  0=1,  liegt  in 
der  Form  dieser  Reihen  und  ist,  wenn  man  will,  zafUlig. 

Es  ergiebt  sich  hiernach  fiir  diese  besonderen  Fälle  kein  Satz 
▼ön  Werth. 


Thtil  XLni.  33 


^-^Wi 
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Note  über  die  Integration  einer  gewissen  Gattung 

linearer  DiflPerentialgleichungen. 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer, 

Qusserordentliiiiem  Profecsor  der  höheren   Mathematik  am  k.  k.  poly- 
technischen Institttte  SU  Wien. 


Kummer  hat  im  19.  Bande  des  Crelle'ächen  Journals  ge- 
gezeigt,  dass^  wenn  die  Gleichung 

das  Integral  2  =  t/^(ar)  hat»  sodanu  das  Integral  der  Gleichung 

d  =  ■■"".>, 

die  Gestalt  annimmt: 


«"•"-  ^e     "'+•'  tlf(ux)  (hl , 


vorausgesetzt,  dass  m  und  n  ganze  positive  Zahlen 
sind,  und  dass  zwischen  den  7i-|-l  Constanten,  die  in 
tl)(x)  vorhanden  sind,  eine  gewisse  Bedingungsglei- 
cbung  Statt  hat. 

Auf  ganz  ähnliche  Weise,  wie  der  Satz  von  Kummer  be- 
wiesen wurde»  lässt  sich  auch  folgender  Satz  beweisen: 
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Ist  nämlich  das  vollständige  Inte<;ral  der  linearen  Diflferential- 
gleichung 


rfa;"»+"  rfj:"»-* 


(1) 


von  der  Form  i  =  tf;(a:),  so  ist  das  vollständige  Integral  der  Diffe- 
rentialgleichung 

von  folgender  Form: 

y^:^l      n^-^e     »»+*  tf;(tur)ff ti,  (3) 

o 

hiehei  bloss  vorausgesetzt,  dass  m  und  n  ganze  positive  Zahlen 
sind.  (Zwischen  den  in  ip(a:)  vorkommenden  willkuhrlichen  Con- 
stanten ündet  keine  Bedingungsgleichung  statt). 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  stellen  wir  die  Gleichung  (2) 
auf  folgende  Weise  auf: 

und  setzen  nun  hierin  statt  y  seinen  in  (3)  stehenden  Wertb. 
Eis  ist  vorerst: 

(5) 
dx 


dv  /*  »  _!L._ 

x^ ^-{-mü^-^y^x^-^  I      tC^-^e     ^^^[ux^' {ux)  +  mi\>{Hx)]du, 

et 


Behandelt  man  das  Integral: 

m-fn 


/OD  -IL__ 


nachdem  man  statt  x'^'{ux)du  seinen  VVerth 

d'^{ux) 


du 


du 


gesetzt  hat,  mittelst  der  Methode  des  theilweisen  Integrirens,  so 
erhSit  man: 


I       "Ji 
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r 


„»+» 


i«H ICD  /»OD  «* 

0 


und  diess  gibt  in  (5)  substituirt: 

(6) 


OD  _? 

o 

da  Dämlich  der  Ausdruck 

U""«      »+ni/;(iu:) 

sowohl  för  u  =  0>  als  auch  für  u  =  oo  Ferschwindet 

Substituirt  man  nuo  den  in  (6)  stehenden  Ausdruck  in  die 
Gleichung  (4),  so  hat  man^  auch  im  ersten  Theile  derselben  für 
y  seinen  Werth  einfahrend,  die  Gleichung: 


OD  «"'■*^ 


/ 

o 

o 

welche  identisch  sein  soll.  Man  kann  dieselbe  folgendermassen 
schreiben : 

(7) 

o 

und  diese  Gleichung  ist  wirklich  identisch,  weil  der  in  der  ecki- 
gen Klammer  stehende  Ausdruck  Null  ist  Entwickelt  man  näm- 
lich denselben,  so  hat  man: 

(8) 
-  C^^Y  J^^  "  l)w"*-*a;«-«i/;(«-«)(iar) 


i 
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NuD  ist  aber  vermöge  der  Gleichung  (2)  identisch  : 

i/;(«HH.)(a;)  =  ^^^  (^«-^f;(^)), 
oder,  in  entwickelter  Form: 
^("•+-)(ar)  =  a:w-ii/;(«»-i)(ar)  +  ('^  7  \^  ""  1) jr«-«i/;(«-«)(a:) 


und  da  diese  Gleichung  identisch  ist,  so  bleibt  sie  auch  identisch, 
wenn  man  ux  statt  x  setzt>  folglich  ist  in  der  That: 

und  daher  die  Gleichung  (7)  eine  identische. 

Es  ist  leicht,  die  hier  gegebene  Methode  mannigfach  zu  er- 
weitern. 


M    i    8    c    e    1    1    e    n. 


Auszug  aus  einem  Briefe  des    Herrn   Professor    Eugen io 

Beltrami  in  Pisa  an  den  Herausgeber,   betreffend  die  im 

Archiv  mitgetheilten  Bekrami'schen  Sätze. 

Pise,  7.  Avril  1865. 

Honorable  collägue  et  tr^s  eher  ami. 

J*ai  regu  de  m^roe  deux  envois  de  feuilles  separöes  de  votre 
,,Archiv'S  contenant  des  däroonstrations  de  quelques  th^ordmes 
de  göomötrie,  dotinös  par  moi  dans  un  de  mes  travaux.    Je  vous 


^^^^r  renterct 
^^^H    tealion 

r  Mratiiin 


rentercte  iTißninieiil  de  ta  {toiiie  que  vuu8Q«ez  (irisc  <rap(ifller  Tat- 
lealion  des  g^omelres  sur  ces  lh£äreiu«s.  et  benucoup  gitiiii  «nmrc 
4lu  soiii  <]ue  vniis  uvex  voulu  [iretiilfe  de»  cliercliet  les  ilinMii- 
Mratiiins  par  la  voie  paremeiil  analytique,  en  y  H^|iloy&nl  lotn 
e](>gance  accuiituni^e.  J'avaia,  11  y  a  d^jü  quel<]iieti  ann^vs  ilc  ccb, 
ilt^veloppe  {lur  I'analyse  (rigononi^lrique  les  noinbreuscs  relallani 
auxquelles  dorine  lieu  la  considtfratioa  du  triaiigle  recliltipie,  de« 
centres  de  ses  cercles  iri8crits,  exiiiecrilfi  et  nrconscnls,  etc.  Mnw 
la  [)lus  grande  jiartie  de  ces  r^lations  aynnt  M  (rouv^  par  d'su- 
tres,  i1  Rcrait  inutüe  de  [inlilier  mon  Iravait.  Je  dois  ciler  c» 
jiarticulier,  coiiime  trds  riclie  en  T^aullatü ,  Ig  pelit  Memoire  de 
M.  Noeggeratb,  cite  par  cc  m^ine  nuteur  u  la  page  S'J  de  rdR 
Archives.  T.  XI^III.  ~  L'exteneiou  &  l'cspace  de  (rots  dimea- 
sioiis  a  «fte,  presque  en  mäme  tenipe,  l'olijet  de  deux  traraus, 
l'üii  de  Mr.  Proahet,  Nouvellcs  Amiales,  T.2'»  de  la  IKs^rie, 
p.lS'i,  l'aulre  de  moi-m^mo,  tiinrnale  di  Miiletuatichc ,  T.  I' 
pp.  208  el  364.  Je  crois  vnns  avoir  envny^  uti  exeiiiplatre  de  ee 
deniier  arlide,  IVlais  In  tiiali^re  vst  loiii  d'^lre  «pois^e.  Pnor 
luol,  il  in 'est  Impossible  de  m'eii  occ-upor  ä  presenl. 


'.n    räll^chissatil   de    nnuva 
page   102,    T.XLMI., 


I  6ur  le  tli^oreme  denionlr^  por 
,  jai  reconiiii  qu'on  peul  le  rendte 
tat  par  les  ol^nienls  de  geoniötrie,  de  la  maniere  suh'Ute: 
Soit  ABC  (Tali.  X.  Fig.  10,)  le  triatigle  donn^.  auquel  je  dican. 
scris  Uli  cerclc.  I'fennnl  les  niilieus  A',  ß',  C  de«  arca  snui- 
lendiis  par  les  cÄtüs  ßC,  CA,  Aß  reap.  et  joignaDt-jfJ', 
ßß',  CC,  j'ohtions  les  bisseclriceH  internes  du  triangl«.  Cd» 
fail,  soient  AD,  BE,  CF  les  paralleles  meii^es  dea  soinOHt*. 
suivnnt  une  eerlaiiie  dlroction.  Pour  mener  par  A  une  droit» 
laisunt  avec  .f.-l'  le  inenie  angle  >\Be  AD,  il  suriil  ävldemmenlde 
preiidre  un  arc  A'J:=A'D  et  de  joindre  AJ.  De  m^me,  pour 
mener  de  B  une    drnlle   laisunt  avec  ßß'    le    meine    ongle  qu« 


ßE.  \\  faut  prendre  de  ß' 


c  =  B'E,  du  ciWi  oppttse  iv  B'E, 


savoir,  ä  cause  de  ß'C=B'A4,  il  faut  prendre  de  C  vere  Bw 
arc  =  AE:  maia  ü  cause  des  paralleles  AD,  BE  on  a  AE^  DB, 
et.  ä  cause  que  CD  =  JB,  oti  a  aussi  DB  ~  CJ,  donc  AE=  CJ, 
et  la  drnile  qu'on  doit  mener  par  B,  passe  par  le  pnliit  J.  II 
en  est  de  meme  de  la  troisl^Die  droile,  car  uii  a  AF=  CD  ^  BJ, 
AC  =  CB.  donc  CF=CJ,  et  par  suilc  la  droite  CJ  fall  avec 
CC  le  meme  angle  que  CF.     Ce  qui  demonlrc  le  theor^me. 

On    pout  aussi  le   faire    d^pendre   d'uiie  proposition  plus  gö- 
ti^ale  et  tr^s-facllc  Jk  d^montrer.    Voici  de  quelle  manifrre. 

Solent  A,  B  (Tab.  X.  Fig.  II.}  deux  jioinU  et  AO.  BO  Jeu 


Uhcn/rii.  4^3^ 

<)ruilM  Üxen.    füsoiis  OAÜ=a.  OBA=ß.    Par  lee  {loiiiU  .'1, 

ß  inenonn  ileux  pnrall^les  AD,  BE,  (Virmant  uti  angle  Q  avec  AB: 

I      |iuM  |Mir  tes  niämes  ileux    jiuints   nieiiiiriB  ileux  nouvcllos   tlro'itcs 

I      AJ,  i?y  ^alcnient  iiicliii^cs  qtieles  deux  paralleles  siir  les  ilroiles 

,     fiicfl  AO,  BO  resiiectivemciil.    On  .iura  eviilemnipnl 

I^H^  JBA=->ß\-6.    .IAB=la- 


AJB  = 


-'2(«  ^ß)=-i.AOB~\m''. 


Dane  l'aiigle  des  üeux  droiles  AJ,  BJ  est  intldjicinlaNt  (1d  celui  que 
forment  nvec  i4tf  tes  ileux  paralleles  AD,  BE.  II  s'eiisuK  que 
quami  la  clirectiun  de  ces  deux  droites  varie,  le  poiiit  J  se  roeul 
sur  utie  Gircanference,  passant  par  les  deux  poirits  A  et  B'), 
Ue  cetle  proprit^t^  generale  decoule  inim^diatcmeiil  le  th^or^me: 
car  lorsque  les  deux  paralleles  se  superpusent  le  long  de  AB,  le 
point  J  se  Irouve  en  C,  au  sonimet  dun  triaiigle  ABC  dorit  [es 
biasectrices  en  A,  B  eont  AO,  BO,  et  donl,  par  stiite,  CO  serait 
la  troi«ieiue  üis^ectrice.  Aiiisi  la  circoiilurcuce  en  queäliuii  passe 
par  ce  ttoisieme  poiut  C.  11  est  facile  d'apercevoir  l'ideiitite  de 
te  deciier  rtisullat  avec  le  Iheoreine  dotit  il  s'ajjit. 


Haie   c*csl  assez  pour  cet  ohjel,  et  je 
»  pordoniier  ces  iacUes  d^veloppenients**). 


itietaminent 


r  einen  SaU  Beltrami's  vom  Ureieck  und  über  Nagels 
Cenirnlendreiecke. 


I  3.  Uefl  des  412.  Tiiells  Iheilt  Urunert  im  Archiv  der 
m.  Dud  Phys.  als  einen  Satz  von  fteltranii  zu  Pisa  mit, 
lern  i>reieck  der  Mittelpunkt  des  Umkreises 
irpunkt  der  Mittelptinkle  der  4  Boiilli  rkrelse 
Dfern  diese  4  Putiklc  als  mit  gleichen  Massen  behaftet  ge- 
\  werden),     Grunert  leitet  den  Satz  sehr  achüri  nus  seinen 


Im  3ß.  Theil  mitgelbeilten  Formeln  [iic  <lie  CoofillDalen  j 
Mittelpunkte  her  und  Torilert  ilie  Mathematiker  in  «lemeatar 
geometrischen  Betveiflen  desselben  herauE«.  Im  neuesten  ffefk 
(Tfal.XLIIl.  Hell  I.  S.m.)  {<ibt  NilgRerath  einen  EdMirsbal 
gen,  alier  aehr  verwickolten  stereometrischen  Beweis  d« 
SatEes  uiiil  kCndigt  der  Herausge  her  snei  andere  Beweis«  Ü 
das  nächste  noch  nicht  erschienene  Hert  an'). 

"2)  Iteltrami's  Salz  ist  ein  ziemlich  uit mittelbares  Corol- 
Ist  eines  von  Nagel  im  5.  Abschnitt  seiner  Untersuchungen  d 
die  Kreise  des  Dreiecks  aufgestellten  Satzes,  iiSmlicb  ilass 
Mittelpunkte  des  Umkreises  und  des  Inkreises  mit  dei 
Umkreismitle  des  grösser en  Cen traten dreiecks  fd.  h. 
dessen  Spitzen  die  Alilfelpuiikte  der  Ankreise  sind)  in  Gerader 
liegen,  der  erste  der  3  Punkte  in  der  Mitle  ztrischen 
den  beiden  anderen,  anf  vt elcher  Geraden  Überdies  auch  dei 
Schwerpunkt  jenes  Centtalendreiecks  Hegt  (ivas  Nagel  »Is  nächste 
Folgerung  beifügt).  Haben  die  Buchstaben  O»,  O».  O,,  O,  K, 
S,  M,  It  ihre  gelohnte  Bedeutung  ffir  ein  beliebiges  Dreieck 
ABC"),  und  sind  K',  S',  M'.  H'  die  entsprechenden  PanM« 
rtJT  das  grüssere  Ceiitralendreieck  OaOiOr,  so  beweisl  sich 
der  Nagel'acbe  Satz  ganz  einfach  wie  folgt.  VermGge  der 
bekannten  Relation  zwischen  den  beiden  Dreiecken  ABC  und 
OaObOe  (nfimlich,  dass  ersteres  das  HUhendreieck  des  letxlo- 
nn  ist)  ist  der  Punkt  H'  identisch  mit  0  und  M'  mit  A'.  Aber 
die  Punkte  h',  M',  S',  K'  liegen  in  Gerader,  JU'  in  der  Mitte 
lonWK'.  folglich  ist  auch  OKS'K'  eine  Gerade  und  ÖR=KK'. 

3)  Aue  diesem  Nagel'schen  Satze  ergibt  sich  der  Belti 
mi'sclie   nicht  minder   einfach,   übrigens  statisch,   so.    Da 
nerseits  der    Schwerpunkt   S'   so  liegt,   dass  WS'^iO'K',  so 
folgt  aus  dem  Vorigen   WS' =  iÖK  und    yÄ'  =  JÖÄ. 
derseils   der  Schi^erpunkl    eines    Dreiecks  mit  dem  Scbiverpunkl 
seiner  3  Spitzen  identisch  ist,  so  ist  •$' Schwerpunkl  der  -l  Punkte 
Ob.    Ob,    Oc  und  ist  folglich  der  Schwerpunkt   X  der   4  Puakle 
O,  Oa,  Ot,  Oc  einerlei  mit  dem  Schwerpunkte  der  2  Punkte  0 
und   S',  sofern  letzterer  als  dreifach  gilt,  mithin  ist  ^K=iOJf 
und  folglich,  da  auch  sH  =z  iOK  war.  X  ideolisch  mit  K. 

t  BvH  II.  hereiU  er«clii«sen. 
»8. 
•*)  Tiämlicb   0  Mittelpunkt   Je*   Inkreise«,  Oa,  Ot,  0c   Miltalpunkle 
der  3  Ankreiie,  *■  Midclpnnkt  dei  Umkreise*.  S  Schweninnkl,  W  »HUel- 
pnnkt  de«  MittenliToisei,  //  HöhcnilurchBchnitt. 


4)  Da  man  .lio  4  PunktG  O,  O,,  Oi,  0<  nocb  nuf  aniler« 
3  Arien  in  ein  Drcieclc  und  einen  einzelnen  Punkt  verllieilen  kann 
(OOiOc  und  Oa  u.  8.  w.),  so  miies  ihr  Schwerpunkt  X  (U.h,  AT 
vermöge  Nf.3)  auch  auf  den  Strecken  STÖ^.  S^Öi,  SjOc  lie. 
gen,  wo  .V,  St'.  Sc'  die  Sehivcrpunkto  der  Dreiecke  OOsOc, 
OO.O,.  OOaOi,  Bind.  Also  schneiden  sich  die  Verliin- 
dvngBlinieii  der  Mitlel|iunkle  der  4  BetCIhrkreisc  des 
Ureiecks  mit  den  Schircrpunk  ton  der  4  Ccnlraiendrei- 
eck«  in  einem  und  deniaelben  Punkt  K,  der  Cnikrcis- 
nltfe  des  Urdreiecks*). 

9)  Dies  führt  xu  einem  statischen  Beweis  des  andern 
Saties  von  Nagel,  di-r  dem  Obigen  (Nr.'2.)  lor  8eito  siehf, 
Hfimllchda§s  der  Um  kreis  niillcliiunkt  tles  Urdreiecks  und 
je  ein  Atik[eismillel|iunkt  mit  dem  üni  kreismiltcl  punkt 
lies  kleineren  Centralen  dreiecks  der  3  (ihrigen  Bc  rühr- 
kreise  In  Gerader  lie^'t  und  zwar  der  erste  derS  Punkte 
in  der  Mide  der  beiden  andern.  Da  nämlich  jener  Ankreis- 
ralttelpunkt  (k.  U.  O^)  mit  dem  llübendiirch§tl)ni(t  (HJ)  dieses 
Centralen dreiecka  {OOiOc)  identisch  ist,  $u  liegt  auf  der  Gera- 
den (/bÄ.V  auch  der  Umkreismillelpunkl  (A*,')  dieses  Dreiecks 
(OOtOr).  und  da,  wie  leicht  zu  sehen,  der  Umkreis  des  Ur- 
dretecka  der  gcmeinschaniiche  Miltenkrois  sllmmlli- 
cbec  4  Centralcndrciecke  ist**),  so  werden  die  Strecken 
ÄTOl,  WÖi,  ÄTÖ;  im  Punkt  K  halbirl. 

0)  DcrUnibreisiuiltelfiunkt  A' ist  daher  nicht  nur  der  Schwer- 
punkt der  8  l'uTjkte  Ü,  A',  0„  AV.  O».  AV,  O,.  AV,  sondern 
•Dcb,   nie  (nach  ItellramiJ  der  von   O.   O..   Oi.    Uc.  so  der  von 

*)  Stellt   mau    vitu    Atta    bciondiTcn  Pull    alt.  ■»  lial  muB  hierin  ilcn 

■  ligeineinen  Sati  vmn  Viererb,  ilm«  die  Vcrbinitiingilioien  der 
SdiKerpaulile  acincr  4  Diiignnnldri'ii.'cke  (d.  Ii  deren  jsdei  toa  8  Suiloa 
naA  I  Oi'gotiatn  gebildet  i>l)  jn  mit  der  4  t  ivrecb*|iiUe  in  einem  ein- 
«IgrD  Pnolt  ■icl>  ichnniilcn,  weither  drr  Srbwrrpunlit  der  4  Punlile  lil 
nnd  »ut  Jeder  der  4  Strecken  tu  liegt,  da»  .td*  SrliotteUlüib  da*  Drci- 
taelin  de4  fiiH.lnibi  i*l.  »li'*rr  »Imo  Zweifel  l»b<ii<i>le  Sal«  ([lU  anrh 
«an  winrfxcbierea  Vi»recb  und  1*1  iiu  Grnnd  der  Sali  tum  Schwer- 
pankt  de*  Telraeder*.  *i)tern  die*«r  $thwcr|>iinht  mil  dein  Schwer- 
punkt 4er  I  S|iitren  identidh  i*t,  eine  Idenlilll,  die  übrigen*  nnler  den 
VIererten  nnr  bei  dem   farBlIelogriiiuiii  ilaltandet. 

**)  Uumit  hängt  diinn  um-li  der  Sal*  in  der  NagcIVhen  Schrift 
WMnmea,  riaii  d  i  e  «  CeDlralendreierhedeii  gleichen  Ilalhnei- 

■  ar  M  haben,  d.  b.  gleich  dem  ll  mh  roitdorehmeKer  de>  lir- 
4relacka. 


4S6  iHhcellen. 

K',  Ka,  Kb'i  Kn',  trae  sich  auch  ebenso  wie  oben  üiTbcl 
weisen  tSsst,  indem  man  die  Schwerpunkte  S",  Sa",  St" 
Dreiecke  /fo'Ä'j'AV,  KfCi'K,'.  KK^'/i»',  Ktia'Kt'  beiiiebt, 
auf  den  Strecken  WO,  Ka'Oa,  ÜTth,  Kc'Oc  in  Beziehung  auf 
K  symmetrisch  mit  den  schon  oben  eingerührten  Schwerpunkten 
S'.  Sa',  Si',  Ä„'  Jiegen. 

7)  üobcrhaupl  stehen  die  4  Punkte  Ä,  K„'.  Ki',  K^'  und 
ihre  4  Dreiecke,  die  ich  dcsehalb  der  Kürze  wegen  Coccntra- 
lendreiecke  nennen  müchle,  in  merkwQrdigen  Relalionei)  zu 
den  4  Punkte  O,  Oa,  Ot,  Oe  und  zu  deren  4  Dreiecken,  Na* 
gel's  Centrolendreiecken. 

a)  Je  ein  Centralendreieck  und  das  entap  rech  ende  Coeentra- 
lendreieck  sind  congruent  und  von  invers  ähnlicher  Lage, 
wobei  K  der  gemeinschaftliche  innere  Aehnlichkctta- 
puokt  der  4  Paare  ist,  von  OaOtOe  und  Ka'Kt'fCc,  sowie 
von  OOtOc  und  K'K»'K^'  u.a.». 

b)  Je  ein  Centralendreieck  und  ein  Coccntralendreieck  stehen 
in  der  Reciprocilät,  dass  der  Umkreismittelpunkl  dea 
einen  der  liühendurchschnltt  des  andern  ist  und  um- 
gekehrt. 

c)  Die  S  Dreiecke  haben  den  gleichen  Umkreishalb- 
messer IR  und  einen  gemeinscbafllichen  Mittenkrelfl, 
den  Umkreis  des  Urdreiecks. 

f^)  Je  ein  Centralendreieck  ist  dem  Beriihrungs- 
dreieck*)  des  vierten  UerQhrkreises  ähnlich  mit  paral- 
lelen Seiten,  wie  Nagel  in  seinen  Untersuchungen  bemerkt 
bat.  Man  kann  beifügen;  einmal,  dass  die  Aehnlichkeitslage  bei 
dem  giüBseren  Centralendreieck  und  dem  inneren  llerSbrunfrsdreieck 
die  directe,  bei  den  iibric^en  3  Paaren  die  inverse  ist,  wobei 
die  Aehnlichkeitspunkte  mit  den  Schwerpunkten  der  ent- 
sprechenden Cocentralendreiecke  coincidiren  oder  mit  ihnen  sym- 
metrisch liegen,  jcnachdem  die  Aehiilichkettslage  die  inverse  oder 
die  directe,  also  der  Aehnlichkeiteipunkt  ein  innerer  nder  ein 
äusserer  ist**),  alsdann  dass  zwischen  den   Cocentralendrei- 


*)  So  nennt  Kagel  pB««cnd  dai  Dreiectt,  il««ten  SpiUen  die  3  Pnnlite 
sind,  in  nelchcn  ein  und  dcraellie  Oerülirkrcis  dio  Dreieckieiten  berölict. 

■*)  El  füttt  aiio  z.  B.  der  (innere)  Aelinlidikellipankt  doa  Draiack« 
OOtOc  nnd  doB  entaprccb enden  äutiercn  BsrühniDgidreiecki  mit  den  Pankl 
Sa'  ■uismmcn  u.a.«.;  dagegen  liegt  der  (äaiaere)  AehnltchbeitapoDbl 
dea  Dreiecki  OaOiOe  und  d«a  ianern  Bcrähriingadreierk*  auf  der  OK'  in 
gtcichciD  ALaland  vcid  0  wie  S". 


I 
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Ion  snd  <tenBer)lhriingsdreieckcD  re^p.  dieenigegengesetz* 
ten  LagenvQrbüllniseo  obwalten,  wobei  Oie  AefinMcIiketls- 
punkte  mit  den  Punkten  O,  Oa,  0»,  O^  selbst  zusammen Tallen, 
to  dnfis  also  O  <Ier  (innere)  Aehnlicbkeitsputikt  des  Dreiecks 
Ka'Ki'Ko'  und  des  igneren  Berührungsdceieclta  ist,  Oa  der  (Süssere) 
Aeholicbkeitspunkt  des  Dreiecks  K' KtKc  und  des  enlsprecb enden 
Berübrungsdrciecks  u.  s,  w. 

8}  Uie  G  Punkte  Oo,  Kc' ,  Oh,  X,',  O«,  Kt,'  bilden  in  dieser 
Folge  ein  Sechgeck  von  folgenden  merkwürdigen  Eigenschaften: 

e)  Es  ist  gleicliseilig  (jede  Seile  ='iA}  und  je  2  Ge- 
genseiten siad  parallel. 

6)  Je  zwei  Gegenwinkel  sind  gleicb  und  werden  durch 
die  Hauptdiagonalen,  welche  die  Gegenspitzen  verbinden  (d.  h. 
Je  einen  der  Punkte  A' mit  einem  der  Punkte  O),  balbirt. 

r)  Gleichwohl  ist  es  weder  Sehnen-  noch  Tangenten-Sechseck, 
wohl  aber  balbiren  sich  die  3  Hauptdiagonalen  gegenseitig 
in  dem  Punkte  K,  aaw'ie  überhaupt  alle  durch  diesen  Punkt  ge- 
henden und  am  Umfang  begrenzten  Strecken  in  K  balbirt  werden, 
welcher  Punkt  milhiD  der  „Mittelpunkt"  des  Sechsecks  im 
eigcntlicbstcn  Sinn  ist. 

d)  Ton  den  (ihrigen  6  (Neben-)  Diagonalen,  welche  dberhaupt 
die  Punkte  O  untereinander  nnd  die  Punkte  K  untereinander  ver- 
binden, sind  je  zwei  gleicb  und  parallel  (A^'A*«' #  O^Ot 
B.  8.  w.),  80  dasa  sie  mit  den  parallelen  Gegenseifen  Parallelo- 
grarame  bilden. 

Mit  einem  Wort,  dieses  Sechseck  gehurt  in  diejenige 
Classe  von  Sechsecken,  welche  unter  den  Sechsecken 
ist,  WBB  das  Parallelogramm  unter  den  Vierecken,  als 
der  besondere  dem  Ithombus  entsprechende  Fall. 

e)  Die  Selten  des  Sechsecks  (resp.  ibre  Verlängerungen) 
Mhaeiden  die  T)  Verlängerungen  der  Seiten  des  Urdreiecks  in  den 
~  ikten  der  Ankreise. 


Em  les  losarithme»  des  slniu  et  Mngentes   des  pellts  uglei. 

Bnllciln  dE  In  Socie'i^  vaudoise  des  ecIcdces  nHluroIles,  No.  b%. 

Par  M.  F.  Burnier. 
uve  danü  la  plupart  des  (ables  de  logarilbnies  des  quan- 
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tites  d^signees  par  les  lettres  S  et  T.  Ce  sont  les  logtrithmes 
des  rapports  du  sinus  et  de  la  tangente  au  nombre  de  secoodM 
de  l'arc.  Les  formules  deMaskelyne  qui  donnent  ces  qnaDfit^ 
au  rooyen  du  log.  de  la  secante,  mais  pour  de  tr^s  petita  arcs 
seulement,  peuvent  ^tre  beaucoup  ^tendues,  rooyennant  une  cer- 
rection  en  fonction  de  ce  indme  log.  secaote,  alnsi  qo'on  va  le  roir. 

Pour  cela,  j'ai  pris  le  d^velopperoent  de 

log  sec  2:  = — log  cos  a: , 

qui  procöde  suivant  les  puissances  patres  de  x.  Renversant  cette 
sörie,  j*eD   ai  tir^  ^*  ep  fooction  de  log  sec or.     J*ai  substitue  ce 

810  X 

räsultat  dans  le  d^veloppenient  en  s^rie  de  log •     C'est  aiosi 

sc 

que  je  suis  arriv^  ä  trouver: 

log——  =  -  tlogseca?  +  |gj^(log8ec«)« 

■"  28367»*  ^*®S««c*)' +  ••• 

M  est  le  module  des  (ables.  Le  dernier  terme  ^crit  atteiot 
une  uDit^  de  la  lO*"^,  Q'"«  et  8*^  d^cimale  pour  des  valeurs  de 
logsecor  correspondant  k  des  angles  de  5^59',  7^49'  et  1P27'. 

Si  Ton  D^glige  ce  terme  et  qu'on  entende  par  x  le  nombre 
de  secondes  de  Tarc,  on  aura  la  formule  pratique  suivante: 

sin  X 

log =  log  r — i  log  sec  jr  +  0,204674  (log  secx)«. 

Ajoutant  logsecor,  on  aura  de  m^me: 

log*55S£  =  log  V  +  üogseca:  +  0,204674 (log sec a:)«. 

Une  maniere  simple  d*utiliser  ces  formules  scrait  de  forroer 
une  petite  table  des  valeurs  de  log  l"-f  0,204674 (log sec ;r)',  soi- 
vant  Celles  de  log  sec or.  L'argunieiit  proc^derait  par  unit^s  de  la 
4'"<^  d^cimale,  depuis  log  sec .r  =  0,0001,  jusqu'ä  log  sec  :r= 0,0040. 
La  derni^re  difference  serait  1,6  de  la  7'"<decimale. 


Druck  fe  hier. 

Id  Nr.  LXXI.   der  Bibliographie    (bei   Tbl.  XLIII.  Heft  3.)  auf 
der  dritten  Seile  Z.  16.  8.  m.  „DeTiation^'  statt  „DeriTation''. 


Literarischer  Bericht 

CliXIX. 


Der  \a  der  vorigen  Nanimer  des  Literarischen  Berichta  (S.S.) 
von  uns  nuB^esprochpne  innige  Wunscb,  ilass  die  Vorsehung  dem 
nEKÜgen  Greise  P.  G.  W.  r.  Struve  noch  längeres  Leben  ver- 
leihen müge,  ist  leiilcr  nicht  in  Erfüllung  gegangen.  Schon  am 
23steH  November  d.  .1.  (1864)  starb  in  Petersburg  der  berühmte 
hochverdiente  Astronom: 

Friedrloh  Georg  Wilhelm  von  Strnve. 

Br  war  geboren  in  Altonaam  15.  Aprill793,  wurde  ISIS  Obeer- 
vmtor  and  1817  Directnr  der  Steriiivarte  in  Uorpat,  1839  Director 
der  berBhmleo  kais.  russ.  Hauplslernivarte  io  Pulkoiva  bei  Pe- 
tersburg. Welche  gro.>)sartigc  Arbeiten  hauptsUchlicb  im  Fache 
der  Stellar- Astronomie  undGeodSsiein  diesen  seinen  verschiedenen 
amtlichen  Stelhingen  entweder  von  ihm  selbst  oder  unter  seiner 
Leitung  ausgeführt  ivnrden  sind,  ist  bekannt  genug,  und  kann 
nicht  der  Gegenstand  dieser  kurzen  Anzeige  sein.  Sein  Name  ist 
t&t  alle  Zeiten  mit  goldenen  Lettern  in  die  Geschichte  der  Astro- 
nomie eingetragen.  Im  .lahre  1858  musete  er  in  Folge  schwerer 
Kraukheit  die  Uircctian  der  Pulkowaer  Sternwarte  niederlegen, 
die  nun  in  die  kundigen  ilünde  seines  gleichfalls  schon  hochver- 
dienten und  berühmten  Sohnes,  des  Herrn  Otto  v.  Struve,  ge- 
legt ist.  Müge  das  groüsarlige  Institut,  durch  dessen  Errichtung 
die  kais.  russische  Regierung  sich  ein  untcrgänglicbes  Denkmal 
h)  den  Aniialen  der  .Astronomie  gesetzt  hat,  auch  unter  der  Lei- 
tung «eines  neuen  Directors,  wie  schon  iu  deu  letzten  Jahren, 
notih  lange  fortfahren,  die  Astronomie  mit  so  herrlichen  Früchten 
irie  bisher  zu  bereichern  I 


Am  10.  November  d.  J.  (1664)  starb  In  Wien  der  haupbfich- 
Ticb  tUD  Geodäsie,  Theorie  und  Praxis  des  Nivellirens,  Conslniction 
-niL^T-lII.  Hfi.l.  I 


J 


^^ 
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neuer,  alle  früheren  an  Genauigkeit  ond  Umfang  der  Anweodoog 
weit  übertreffender  Nivellir  Instrumente,  Astronomie  o.  p.  w.  hoch- 
verdiente  ehemalige  Professor  am  polytechnischen  Institofe  io 
Wien,  ordentliches  Mitglied  der  kais.  Akademie  der  Wissenschaf- 
ten n.  s.  w., 

Simon  Ritter  von  Stampfer* 

Durch  Einsendung  eines  Necrologs  dieses  so  vielfach  verdieoteo 
Mannes  zum  Abdruck  im  Archiv  würden  wir  sehr  erfreuet  werden. 


Matliematisches  und  physikalisches  rnterrichts- 

wesen. 

Protokoll  der  zweiten  Versammlung  der  Directo- 
ren  der  Gymnasien  und  der  Realschulen  erster  Ord- 
nung in  Pommern.    Stettin  1864. 

Wir  müssen  alle  Lehrer  der  Mathematik  und  Physik  aof 
dieses  Protokoll  recht  sehr  aufmerksam  machen ,  weil  in  der  ge* 
nannten  Versammlung,  unter  dem  Vorsitze  des  um  das  hoboe 
Schulwesen  in  der  Provinz  Pommern  hochverdienten  ProviDiial* 
8chulratbs  Dr.*  Wehr  mann  in  Stettin,  in  sehr  eingehender 
und  überaus  lehrreicher  Weise,  eine  (ur  das  höhere  Unterricbts 
wesen  sehr  wichtige,  mit  dem  mathematischen  und  physikalischen 
Unterricht  in  engster  Verbindung  stehende  Frage  discutirt  worden 
ist.  Es  war  nämlich  dem  Kunigl.  Provinzial  Schul  •  Collegium  in 
Stettin  der  Vorschlag  gemacht  worden: 

„dass  in  Prima  denjenigen  Schulern''  —  (der  Gymnasien)  — 
„welche  am  hebräischen  Unterrichte  Theil  nehmen  und  sich  an- 
heischig machen,  in  der  Lectfire  griechischer  und  lateinischer 
Schriftsteller,  sowie  im  schriftlichen  und  mandllchen  Gebrauche 
der  lateinischen  Sprache,  über  das  Mass  des  gewuhnlich  Gelei- 
steten hinauszugehen,  gestattet  werde,  am  Unterricht  in  der  Ma* 
thematik  und  Physik,  nachdem  sie  bei  einer  Versetzungsprüfong 
darin  die  Kenntniss  eines  guten  Secundaners  nachgewiesen,  nicht 
ferner  Theil  zu  nehmen.'^ 

„Die  dadurch  gewonnenen  Lehrstunden  und  die  erübrigte 
Arbeitszeit  sollen  der  classischen  Philologie,  zum  Theil  auch  dem 
Studium  der  heiligen  Schrift,  zu  Gute  kommen;  die  Zahl  der 
wöchentlichen  für  die  Mathematik   aber,    wenn    nicht    schon    in 


QDarla,  so  Joch  in  Tertia  auf  4,  die  für  die  Physik  in  Secuada  aul* 
2  erbShl  werden." 

IVIit  <ter  Ztreckmtissigbeitoder  UnzneckiuSsaiglceit  dieses  Vor- 
achlaga  hat  eich  ein  grosser  Theil  der  Verhandlungen  heschäfligl, 
wie  man  aus  den  sehr  ausrührlichen  iMiUheiiungen  in  Nr.  III. 
S.  28  — S.  57  aehen  wird.  Daes  auf  Versatnralungeo  dieser  Art 
bindende  Beschlüsse  nicht  gefasst  werden  können  und  »allen, 
liegt  ganx  in  deren  Natur;  sie  sind  nur  zum  Auslausch  gegensei- 
tiger Meinungen  beslinimt,  wie  dies  denn  auch  hier  der  Fall  ge- 
wesen ist  Es  liegt  gleichfalls  in  der  Natur  der  Sache,  dass  die 
Ansichten  vielfach  aus  einander  gehen  mussten,  und  wir  sind  daher 
aoch  nicht  im  Stande,  gefasste  allgemeine  und  feststehende  ße- 
sclilfisse  hier  miliutheilen ,  kOnnen  vielmehr  unseren  Lesern  nur 
die  Veraicherang  geben,  dass,  so  wie  für  uns  die  Lectnre  dieser 
Verhandlungen  in  jeder  Beziehung  sehr  interessant  und  vielfach 
anregend  genesen  ist,  dieselbe  dies  gewiss  auch  für  jeden  unserer 
Leser  sein  wird;  daher  müssen  diei<e  Verhandlungen  zut  allge- 
meinsten Beachtung  empfuhlen  werden. 

Am  wenigsten  kann  es  unsere  Absicht  sein,  uns  hier  auf  eine 
Kritik  und  Darlegung  unserer  eigenen  Ansichten  einzulassen.  ?lar 
Eins  künnen  nir  nicht  unterlassen  ganz  in  der  Kürze  zu  bemer- 
Icen.  Wenn  nämlich  von  einem  der  Herren  Referenten  S.  52.  dem 
vsrslorbenen  niitscherlich  die  Aeusscrung  in  den  Mund  gelegt 
wird:  „dass  in  der  Phjrsik  iveuig  gcistesbüdender  Stoff 
enthalten  sei",  so  glauben  wir,  sdion  im  Interesse  des  ver- 
storbenen grossen  Chemikers,  aus  näherer  und  genauerer  Kennt- 
Hins  der  Tbatsache,  hier  bemerken  zu  dürfen,  dass  von  demselben 
eine  Aeusserung  dieser  Art  —  wenn  aach  keineswegs  in  so  schrof- 
fer  Weise,  —  in  der  That  gelhan  worden  ist,  sich  aber  nicht  auf 
ilie  Physik,  sondern  vielmehr  nur  auf  die  „Chemie",  rücbsicbt- 
lieh  des  Elementar-Unterrichts  in  derselben  auf  Schulen,  belogen 
Etat     Von  der  Physikkannte  auch  (Vlitscherlich  wohl  schwer- 

^^^B^blea diverses  pour  la  ddcoroposition  des  nombres 
HIKors  facteurs  premierH,  par  V,  —  A.  Lebesgne,  Pto- 
r«8seur  hunoraire  de  la  Facaltä  des  Scionces  de  Bor- 
deaux, Membre  correspondaat  de  V Institut  Paris. 
[iBller-  Villars.     1864. 


Arithmetik. 
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Herr  Lebesgue,  der  sich  um  die  Zahlenlehre  bekanutlich 
grosse  und  vielfache  Verdienste  erworben  hat,  hat  im  Jahre  1859 
ein  elementares  VVerkchen  über  diesen  Gegenstand  unter  dem 
Titel: 

Exercices  d'Analyse  numc5rique.  Extraits,  Com- 
mentaires  et  Recherches  relatifs  ä  T  Analyse  indeter- 
min^e  et  k  la  Theorie  des  Nombrcs.  Paris.  Leiber  et 
Faraguet.    8^. 

herausgegeben^  welches  wir  im  Literar.  Ber.  Nr.  CXXXII.  S.  4. 
angezeigt  und  unseren  Lesern  nach  Verdienst  zur  Beachtung  em- 
pfohlen haben.  Im  Jahre  1S62  hat  Herr  Lebesgue  diesem  Werk- 
chen ein  zweites  unter  dem  Titel: 

lutrodnction     k    la    theorie    des    Nombres.     Paris. 
Mallet-Bachelier. 

folgen  lassen,  welches   uns  leider  bis  jetzt  noch  nicht  näher  be- 
kannt geworden  ist,  von  dem  wir  aber  bald  noch  eine  eingehendere 
Anzeige   liefern   zu  können  hoffen.     Jetzt  beabsichtigt  Herr  Le- 
besgue eine  Reihe  einzelner  Hefte  herauszugeben,  welche  spe- 
cielle  Untersuchungen  aus  der  Zahlenlehre  und  Beiträge  zu  der- 
selben enthalten  werden.       Das    erste    dieser   Hefte,    auf  deren 
Erscheinen  wir  unsere  Leser  recht  sehr  aufmerksam  machen,  liegt 
unter  dem   obigen  Titel    uns  jetzt  vor,   wobei    wir  zu  bemerken 
nicht  unterlassen  dürfen,  dass  dessen  Herausgabe  durch  die  Bei- 
hulfe  und  Unterstatzung  der  thäfigen   „Sociöte  des  Sciences 
physiques  et  naturelles*'  in  Bordeaux  in   der  rühmlichsten 
und  mit  grösstem  Danke    anzuerkennenden  Weise    gefördert  und 
ermöglicht  worden  ist.     Den  Hauptinhalt  dieses  Heftes  bildet  eine 
Tafel  derTheiler  der  Zahlen  von  Ibis  115500,  welche  nur20 
Seiten  umfasst.     Diese  Tafel  geht  weiter  als   die,  vielen  unserer 
Logarithmentafeln  beigegebenen  Factorentafeln,  namentlich  weiter 
als  die  Tafel  von  Vega-Hulsse,—  welche  nur  die  Zerlegung  der 
durch  2,  3,  5  nicht  theilbaren   Zahlen  bis    102000  enthält,  —  und 
besitzt  eine  von  der  gew?ihnlicben   in  vielen   Beziehungen  abwei- 
chende sehr  sinnreiche  Einrichtung,  die  hauptsächlich  aus  auf  der 
hüheren  Zahlenlehre   beruhenden,  und   in  derselben  begründeten 
Betrachtungen    und    Untersuchungen   hervorgegangen    und   durch 
dieselben   erzielt  worden   ist.      Nicht    bloss  wegen  der   schonen 
Tafel  an  sich,  sondern  ausserdem  auch  wegen  dieser,  in  der  vor- 
ausgeschickten ausführlichen  und  sehr  lehrreichen  Einleitung  ent- 
haltenen zahlentheoretischen  Betrachtungen,  empfehlen  wir  diese 
Schrift  unseren  Lesern  recht  sehr  zur  Beachtung,  und  bemerken, 
dass  diese  Einleitung  folgende  Paragraphen  enthält:  §.  L    Crlble 


nr1ltiiii^lli|u«,  "ütlii  sich  iler  Herr  \  frlusser  mit  den  verscltio- 
den«n  MclhniJeti  ilcr  C'oiislnictloii  und  F/mrinhlung  eines  „Cribruni 
«rilhmcticiiin " ')  in  ülteruus  lehrreicher  Weide  tteschülligl.  Den 
ächloä«  dieses  Paragrafihen  bildet  r!n  „Tableau  des  nomhres 
prCRiirrs  impairs,  inftirit-urs  a  !)500.  —  $.  II.  Uecomposttion 
en  fiictpnrs  des  noinhres  ijui  deiiu88Cnt  la  limito  des 
labte».  —  g.  MI.  Usage  de  U  Table-  ou  du  Crilile  aritb- 
m^tique.  —  Man  »vinl  hJenius  eeheu,  nie  «iel  Nüt/ücbes  und 
liehrreicbcä  diese  Ncbiin  tun  nur  geringem  Ümriingc  eiittiült,  und 
wird  bei  niiberer  und  (tenuiierer  KeDntiiirisiirilimt!  unsere  Ernjireb- 
lung  derKe]l>en  gercchirerligl  Jinden**}. 

Indern  \\\i  schliesslich  bemerken,  ilass  dio  Tarel  nach  Anlei- 
tung lies  Verrnssers  vnn  dem,  namcntliih  inicli  durch  seine  fiinl- 
slrllti^n  Lognrtlhnienlareln  sehr  verdienten  Herrn  Proresenr  Iloüel 
in  Bordeaux  berechnet  norden  1^1,  machen  tvir  zugleich  scbnn 
vorläuO»  uuf  die  ferneren  Hefte  .lafmerksam,  welch«  Herr  Le- 
be«Kue  über  verschiedene  Parliee»  der  Zahlenlehre  zu  j)iibliciren 
bcabslchligl.  Das  näihsli^  Heft  nird  demCunnn  arilfimelicus 
von  Jacobi  i;cnidmel  seiiT,  und  denselben  in  einer  abgekßrxten 
Form  liefern.  Wir  werden  auch  Über  dieses  neue  Helt  nach  set- 
1  Erscheinen  sn  bald  als  ninglich  berichten. 


nllc  deri 


di 


rdii 


u|.e 


delle    fnnzi 
i864. 


««mpcf^lc.     Nnta  di  l'lacidn    Tardy.     Nap 

Ilvkanntlich  h.il  Herr  il..|.|.e  in  seiner  Sthrin:  Theorie 
der  independenlen  DarstclInNg  der  hüberon  Uifferen- 
(lalquii  tienlen.  S.  'IS.  eine  bemcrlcenstvctthe  Fnnnel  zur  in- 
clepcndcnten  Darslelliinij;  vnn  D'sfii),  wo  i  eine  Function  von  x 
.  Ist,  Und  0"if(i)  den  nlen  Uifferentinhinotienten  \on  f(i)  in  Bemg 
auf  X  als  DnabhAn^igc  verSiiderliche  Urüsse  bezeichnet,  gegeben. 
In  der  varlicgcnden  Alihnndluiiic  hat  nun  Herr  Trofessor  Placido 


•}  Brli.tnntl>rh  i>I  Üc.  V.tntonibvnei 
ein«  Mvihi'itr  dietcs  nttvn  »etebrlen  Mnlliei 
8l«ii  Jnhrhitndrrt  «.  Cb.  C,  die  l'rimiul-lrn 
■Mondern.  M...  z.  B.  MnthpnialT«rtie« 
8.   ras.     In  dcM  Philotoiibirul  Traiiaa.. 


Wi 


(Critinixi,  Ketnifoy) 
m  nnd  Aslrnnonico  im 
II  übrigi^n  Zahlen  ana- 
-terbuch.  Till.  11. 
.    Vol.  02.  find«!  licli 


■iaa  AbliBDillaiig  von  llordo;  über  ilas  Sieb  den  Crutu^Üicnc«. 

")  Eine  MiUbeilunK  aut  ilur  Einleitung  haben  wir  bereit*  io  Tbl. 
XUL  S.  4Td  ff.  gcmiitht,  niii  ichnn  lutliiiiS^  atif  die- rcrdl«niil{ehfl 
Schrift  anfmcrlisam  zu  niorbrn, 
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Tardy  in  Genua  diese  Uotersuchung  zu  iveit  gr&sserer 
Allgemeinheit  erhoben,  und  eine  Formel  zur  independenten 
Bestimmung  von  D^xfiu^  v)»  wo  u,  o  beliebige  Fanctionen  von  x 
bezeichnen,  gegeben.  Die  vollständige  Mittheiinng  dieser  Formel, 
die  ausserdem  eine  besondere  Anweisung  zu  ihrem  Gebrauehe 
und  ihrer  Anwendung  erfordern  wurde,  würde  hier  zu  viel  Raum 
in  Anspruch  nehmen,  und  wir  können  daher  unsere  Leser  in  die- 
ser Beziehung  nur  auf  die  sehr  beachtenswerthe  Abhandlung  des 
Herrn  Prof.  P.  Tardy  selbst  verweisen. 


Praktische  Geometrie. 

Leitfaden  für  den  Unterricht  im  technischen  Zeich- 
nen an  Real-,  Gewerbe-,  Handwerker-  aud  Bauge- 
werkenschulen.  Von  Dr.  C.  F.  Dietzel,  Oberlehrer  am 
Gymnasium  und  der  damit  verbundenen  Realschule, 
80  wie  Lehrer  an  der  Kunigl.  Baugewerkenschnle  in 
Zittau.  Mit  Holzschnitten.  Leipzig.  Seemann.  1864.  8^. 
I.  Heft  Die  Elemente  der  Projectionslehre.  U.  Heft 
Die  Schattenconstruction.  HI.  Heft  Die  Elemente  der 
Perspective.  IV.  Heft  Die  angewandte  Projections- 
lehre. 

Der  Herr  Vf.  hat,  wie  es  uns  scheint,  in  diesem  Werkcheo 
eine  sehr  deutliche,  anschauliche  und  recht  praktische,  zugleich 
ein  fiusserst  geringes  Maass  mathematischer  Vorkenntnisse  in  An- 
spruch nehmende  Anleitung  zum  geometrischen  Zeichnen  nach 
den  verschiedenen  Projectionsarten  gegeben,  welche  zugleich  noch 
in  der  grossen  Anzahl  sehr  sauberer  Holzschnitte  eine  wesentliche 
Erläuterung  findet.  Das  4te  Heft  enthält  auch  in  einfacher  und 
deutlicher  Weise  die  Grundzüge  der  axonometrischen  Proje- 
ctionsmethode.  Wir  glauben,  dass  dieses  Werkchen  allen  Leh- 
rern an  den  auf  dem  Titel  genannten  Unterrichtsanstalten  recht 
sehr  zur  Beachtung  empfohlen  zu  werden  verdient;  aber  auch  für 
solche  Schüler,  die  eine  der  genannten  Lehranstalten  nicht  be- 
suchen können,  scheint  es  uns  zum  Selbstunterricht  recht  brauchbar, 
und  mag  daher  auch  in  dieser  Rücksicht  bestens  empfohlen  sein. 


Mechanik« 

Studien  zur  analytischen  Mechanik.   Die  allgemei- 
nen Gesetze  der  Bewegung.     Von  Dr.  J.  Dienger,  Pro- 


^or  der  Math«niatifc  »n  d«r  polytecbnlschen  Scbole 
in  Karlsruhe.     Stuttgart    .F.  f.  Mctzler.    1663.8". 

Es  ist  nach  uniierer  Ansicht  sehr  dantcenswcrth,  ilass  der 
Serr  Vr.  in  dieser  Schrill  eine  zusaniinenbäiie;enile  und  streng  »ysl«- 
natische  Entnicitelung  der  allgenieinslen  (>ese(xe  der  Mechanik 
ttis  den  «rsten  und  einTacheten  Principieii  dieser  herrlichen  Wis- 
penschaft  geliefert  hat,  und  zwar,  ivie  ur  in  dem  Vorn-ort  selbst 
lagt,  ohne  die  „unendlich  hleinen  Crllssen"  (Vari.itionen,  Üiffe- 
entisle,  U.B.W.},  wodurch  er  zugleich  die  ziemlich  vorbreitete 
VnaScht,  dass  man  ohne  solche  Grüscen  in  der  Mechanik  nicht 
iiukommen  könne,  zu  iTii]erle«en  sticht.  Eine  .Arbeit  wie  die  vor- 
legende ist  um  SD  dankensvrerrher,  weil  Jeder  weiss,  daes  bei 
len  vieiracheii  Anwendungen,  die  gegenwärtig  von  der  Mechanik 
D  dem  weiten  Kreise  der  Nafnrwissenscharien  gemacht  werden, 
;crode  die  ollgetneinaten  mechanischen  Gesetze  die  ausgedehn- 
este  Anwendung  bei  der  Lösung  der  betreffenden  Aufgaben  Qnden. 
ndem  wir  daher  diese  Schrift  recht  sehr  zu  nllgenieinster  Be- 
chtung  ein[<fehleu,  küiinen  wir  hier  nur  noch  nachstehend  ihrea 
Isuplinbalt  nngeben,  weceifdes  Weiteren  auf  die  grCodlich  und 
orgfftttig  ausgearbeitete  Schrift  selbst  verweisend:  §.  1.  Grund- 
ormeln.  §.2.  Beilegung  des  Schwerfiunkts  des  Systems.  §.3.  Prin- 
Ip  der  Flächen.  §,  4.  Feste  Punkte  eines  beweglichen  Systems. 
.5.  Umformung  der  allgemeinen (ileichungen.  §.G.  Trnghcitsmoment 
et  starten  KOrpem.  §.7.  Rotation  eines  starren  Küri.ers  um  eine 
este  Ase.  {.  S.  Rotation  eines  festen  Körper»  um  einen  festen 
'entit.  J.  9.  .\llgemeinste  Bewegung  eines  starren  freien  Körjiers. 
.  10.  Untersuchungen  über  die  lebendige  Kraft.  §.  11.  Bewegung 
Ines  festen  Körpers  bei  Berficlt^ichtigung  der  inneren  Krfifle. 
,12.  Prineip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten.  §.  13.  Das  Priocip 
er  kleinsten  Wirkung.  {.14,  Kleine  Schwingungen  eine«  Systems. 


Physik. 


IRlTbuch  der  Physik  mit  mathemntischeT  Be- 
nng.  ZumGebrauch  in  den  hüheren  Schulen  and 
Selbstunterrichte.  Von  Dr.  A.  Kunzek.  Edlen 
OD  Lichton,  k.  k.  ord.  Professor  der  Physik  an  der 
Inirersität  in  Wien  u.  s.  w.  Dritte  verbesserte  und 
ermehrte  Auflage.  Mit  390  in  den  Text  gedruckten 
lolzschnitten.  Wien.  BraumfiUer.  1865.  —  XVU  und 
»  S.    8". 

Uie  erste  Auflage  (18ä3)   dieses  ausgezeichneten   Lehrbuchs 
n  Physik  ist  Im  Literar.  Bet.  Nr.  LXXXVI.   S.  II.,  die  zweite 
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(1860)  \m  Literar.  Ber.  Nr.  CXXXV.  S.  11.  angezeigt  wofdn. 
Eis  macht  uns  ungemeine  Freude  und  liefert  das  beste  Zengiiiit 
für  die  Richtigkeit  unseres  gleich  bei  seinem  ersten  Erscheloet 
über  diei<es  treffliehe  Buch  gefällten  sehr  günstigen  Urtheils,  da» 
schon  jetzt  wieder  eine  neue  Auflage  desselben  nothig  gewordci 
ist.  Zu  wesentlichen  und  durchgreifenden  Veränderungen  der  dca 
Buche  in  der  zweiten  Auflage  gegebenen  Gestalt  hat  der  Herr 
Tf.  keine  Veranlassung  gefunden,  wie  bei  der  Trefflichkeit  des- 
selben auch  vorauszusehen  war;  aber  eifrig  ist  er  bemühet  ge- 
wesen^ in  den  einzelnen  Theilen  Alles  zu  verbessern,  wo  ooch 
eine  grössere  Deutlichkeit  oder  richtigere  Auffassung  erzielt  trer- 
den  konnte,  und  zugleich  alle  neueren  Entdeckungen,  so  weit  ood 
in  dem  Umfange,  wie  sie  irgend  in  ein  Buch  von  der  Bestim- 
mung des  vorliegenden  gchüren,  nachzutragen.  Wir  können  ans 
demnach  im  Uebrigeu  ganz  auf  unsere  Anzeige  der  zweiten  Auf- 
lage in  der  oben  genannten  Nummer  des  Literarischen  Berichts 
beziehen,  und  würden  nur  das  dort  Gesagte  wiederholen  müssen, 
wenn  wir  ausführlicher  über  die  vorliegende  dritte  Auflage  be- 
richten wollten.  Aber  Das  wollen  und  müssen  wir  hier  nochmals 
wiederholen,  dass  das  Hauptverdienst  dteses  Buchs  iu  der  über- 
all strengen  mathematischen  Darstellung  liegt,  die  —  bei  aller 
Anerkennung  der  grossen  Bedeutung  des  Experiments  und  dessen 
sorgfältiger  Berücksichtigimg  überall,  wo  es  vorzugsweise  zor 
Geltung  kommt — nichts  unbewiesen  lässt,  was  irgend  elementa^ 
mathematisch  bewiesen  werden  kann.  Mit  vollem  Rechte  ist  in 
diesem  Buche  die  mathematische  Darstellung  nicht  analytiscfa, 
sondern  vorzugsweise  synthetisch,  insbesondere  geometrisch,  ge- 
halten, welche  letztere  Darstellung  ganz  geeignet  ist,  mit  Aii- 
schauliclikeit  wahre  mathematische  Strenge  verbinden  zu  können, 
was  dem  Herrn  Vf.  überall  sehr  uohl  gelungen  ist,  und  uns  von 
Neuem  mit  besonderer  Freude  die  strenge  mathematisohe  Schule 
hat  erkennen  lassen,  in  welcher  derselbe  gebildet  worden  ist  und 
sich  selbst  .izebildet  hat.  Nur  wenn  der  |)hysikalische  Unterricht 
nach  einem  Buche  wie  das  vorliegende  ertheilt  wird,  kann  und 
wirti  derselbe  in  vollem  Umfange  die  bildende  Kraft  auf 
den  Geist  des  Jüngliniis  ausüben,  welche  in  so  hohem 
i\laasse  in  ihm  liegt  und  ihm  beiwohnt.  Bedenken  wir  aber  nun 
auch,  dass  nach  einem  iu  allen  Parlieen  so  streng  mathematisch- 
gebaltonen  Buche,  in  dem  Umfange  von  71)5  eng  gedruckten  Sei- 
ten, auf  den  österreichischen  Mittelschulen  der  Unterricht  in 
der  Physik  ertheilt  wird,  so  muss  uns  dies  wahrlich  mit  grosser 
und  wahrer  Achtung  vor  dem  Zustande  dieses  Unterrichtszwei- 
ges auf  jenen  Lthranstalten  erfüllen.  Auch  kann  und  wird  die 
vortheilhafte  Kückuirkung  des  in  dieser  Weise  ertheilten  physi- 


Ann  üiilL'irit'lila  aul'  den  eigenlliclipn  motlieitialischcn  Uuler- 
)  olchl  aii)i bleiben.  Man  tiehnie  —  titttfirlich  mit  cig«iipm 
I  Sinn  für  ntrLIiclie  mnthematische  Streni;e  uml  eigener 
IltntHS  strenger  geanietrischer  Melhoilen  im  Geißle  der  grie- 
nen (>comcl«r  —  nähere  KeniitnisR  roii  ilem  v orlicg enden 
Ichen  ßuche,  und  mun  ivird  freniligst  dem  'von  nnä  vorher 
Hprochenen  Urlbeile  beislimment  Wir  eni|>IVhlen  also  die- 
Ulcb  allen  Lehrern  der  Physilt,  und  eben  st»  sehr  denen  der 
Ibnislik,  »iederhull,  und  ztT.ir  jotzl  zum  dritten  iVlnle,  dringendst 
I  aorgl^lligster  Beachtung,  uird  ndnschen  dem  von  uns  hoch 
SBflirten  Herrn  Vf.,  dass  ihm  In  seinem  hohen  Aller  die  Vorse- 
baii^  noch  Innae  Johre  schenken  m<"ge,  lim  die  schilneti  Fri'ichte 
seiner  vieljährigeri  nemilhungeti  fiir  das  tvahrharto  Gedeihen  des 
|>fa>;i9il(iilidcben  UnterriL'hti;  auf  seinen  vaterländischen  Lekranstat- 
ten,  —  die  Prfichtc  seines  patriotischen  nil'ers  ffir  die  tüchtige  Aus- 
bildung des  Celsles  der  diesen  LehrunstaKen  anvertrnuten  ZSf^- 
linge  durch  den  genannten  Unterricht,  —  immer  iriebr  und  immer 
ttchdner  ersiiriessen  sehen  zu  binnen. 


Annual  R«]i'>rt  of  Ihe  Board  ol  Regents  uT  tbe 
Smitbsonian  Instilulion,  shmving  Ihe  Operation»,  ex. 
Itendilures,  and  condition  of  Ifie  Institution  Tor  the 
jrea?  ISOÜ.    Wnshington.    1863.    «". 


zugegangenen  Jubrgange  de: 
onian  Inslilnlion  in  Waf 
23!).: 


In  diesem  neuesten  uns 
nual  Report"  der  Smithi 
(un  üuden  sich  p.  1(18  —  p. 

Letlnrcs  -in  llie  iiiiduintory  Iheory  oT  Light.  I>y 
r.  A.  P.  Uarnaid,  S.  T.  IX,  LL.  Ü.,  bic  CliancelUr  of 
Ihe  Univcrsity  of  Mississippi. 

Auf  nelclic  "ir  recht  selir  aufmerksam  machen  zu  muKsen  glau- 
ben, well  ilicse  Vorlesungen  Über  die  Theorie  des  Lichts  nach 
uiisererKIeiiiuiig  Kolir  deutlich  geschiieben  sind, und  namentiichauch 
die  mathcmati^icbe  Uarstelhmg  möglichst  einfach  gehalten,  auch 
Alle»  durch  eine  grosse  Arisabl  sehr  sauberer  HoUschnitle  er- 
läutert ivnrdcn  icl.     Der  H^inpliidinlt  ist  folgender: 

Pnrt.  1.  In  ti  »ductory.  Outline  nf  uptical  diccovcry.  — 
E«rly  ivritera  on  nptiu«.  Snellind.  Law  of  refraction.  Effects  of  tq- 
ftadion.  Uneqnal  refrangibility  of  differciit  colors.  The  rainboiv. 
Diffraelion.  Double  refraction.  t'olors  of  thin  plale?.  Colors  ot  thick 
Itbles.  l'rogri'Ä&ive  motion  of  Light.  \  elocily  uf  Lii;ht-  Velocily 
iifLi^ht  in  water  and  air.   Lines  in  Ihe  »peclrum.   Polariiolion  of 


Ltghl.  Law  of  MtiluA.  PoIatUstiun  Iry  rcrraclian.  Nlcal's  priia 
Polfiriscopes.  Colors  in  «-rj-slalliaf!  )il5lea.  Crvstala  cot  » 
Ibe  azia.  Crystale  of  i]itartz  ncrnss  the  axis.  Airy's  ^irah 
Fresnel's  (irism.  Circular  fioUrization.  FrestierB  rbomb.  TnUl 
refleclton.  Ellipli<:  polurizatiun.  rr^-Rtals  of  tun  lutrs.  Pwlarixlnf 
slructure  arlißcially  proiluced.  Rotalory  poUmalion  of  iiqimUj 
Hcmihedrism.  Tbc  >nrlralea.  Atntnitphcric  polaiizalian. 
siebt  tiieriiia,  ttass  dieser  einleitende  Theil  »ich  savötilenl  nit 
einer  selir  vollständigen  Darlegung  der  von  dem  Licht  datgeb»* 
lenen  Erscheinungen  Iie8chsrii|;t).  —  Theories  at  LigÜL 
Malemi  Theory  of  Light.  Thenry  of  cniission.  DifGea 
Mach  dieser  allgemeinen  Charalclerislrung  der  ülterea  Tkeaiiei 
folgt  iinn:  Part.  II.  Undulalftry  Theory.  §.  I.  ViüraUin. 
§.  II.  Undulalion.  §.  III.  ReHet-tion  and  Rerraclion.  (.  IV.  I 
ferenre.  g.  V.  Uiffraclion.  §.  VI.  Colors  nf  tbiD  plates.  §.  VII. 
PolariKalion  by  Keflection  and  liy  Refractioii.  §.  Vlll.  Circalaf  aad 
elliplical  l'olarization  by  Keflecfton.  §.  IX.  Rotatory  P<ilaiixati«a- 
9.  \.  Chronialics  uf  polarieed  Light  $,  \l.  Double  Rerractloi». 
$.  XII.  Wave  surrace.     Conclusion.     Index. 

Man  nird  hieraus  sehen,  dass  man  hier  eine  eehr  volkUB- 
ilige  Theorie  des  Lichts  vnr  sich  hat.  Ausser  dieser  Abbandlsng 
machen  wir  auch  noch  auT  die  Tolgende,  gleichfalls  in  dieeeia  Jabr- 
gange  des  „Rejtorl"  befindliche  aufinerksan): 


The 


alytic  force,  or  studies  on  the  Phenotiieaa 
of  contact.  A  prize  memoir,  by  T.  L.  Phipson,  Ü.  S.  - 
Translated  for  the  Sniithgonian  Institution  by  G.  A. 
Alexander,   p.  395  — p.  412. 

so  wie  auf: 
On  Atoms.     By  Sir  John  Herschel.   (GesprSch  aniidi» 
Hermogenes  und  Hermione.)    p.  413.  —  p.  4ld 


Krystatlographie. 

Eine  Abhandlung;  über  Krystallograpbie.  VoB  W. 
H.  Miller,  Professor  der  Mineralogie  an  der  Unirirai- 
tat  zuCambridge.  Für  Studirende  der  Mathematik  orJ 
der  Mineralogie  aus  dem  Englischen  übersetzt  roa 
Dr.  P.  Joerres.  Rector  der  höheren  Kuabenanatall  tu 
Ahrweiler.    Bonn.    Henry.     1864.    8°. 

AI«  »pir  im  Literar.  Bericht  Nr.  CLX.  S.  9.  den  „Triel  »f 
Crystallographv   by   W.    H.  Mill«r.    Cambridge.    WBX" 


Utaurluher  IterUHl  C/.XIX. 


11 


Torderl«!!  wir  KUf;leic)i  zu  einer  „recht  haldiaen 
'  Jie^es  durch  Kdrxe  und  geonietTisrhe  Elegans 
«icbnelen,  auch  für  MathematiLcr  sehr  xu  enipfehlenden 
des  hcrühmlcn  Kryalallotiraphen  von  CamliTiilge  auf. 
Herr  Keclor  Joerres  durch  diese  Aufforderung;  zur 
Herausgabe  der  vorliegenden  (Jehersetzung  veratdassl  worden, 
«rms  wir  nicht  tvissen  klinnen,  da  derselhen  eine  Vorrede  nicht 
beIg*Beb«o  ist.  Jedcnfatla  hat  er  »ich  durch  diese,  »vle  es,  bei 
flOcbUger  OurchAichl.  nns  geschienen  hat,  überall  den  Sinn  des 
Originals  treffende  Ucbereetzung  ein  Verdienst  envorben ,  und 
wir  empfelilen  dieselbe  sotvobi  im  Allgemeinen,  als  auch  nament- 
licb  Alalhemalikern  zur  Beachtung.  Die  äussere  Ausstattung  ist 
gat,  Menü  sie  auch  l'reilich  der  Eleganz  des  englischen  Originale 
nicht  gleich  kommt;  geivüiischt  bütten  wir  aber,  daas  die  Figuren, 
gleicb  nie  im  Original,  in  sauberen  HoUschiiitten  in  den  Text 
«IngeJruckt,  und  nicht  in  drei  besonderen  Figurentafeln  am  Ende 
beigefügt  norden  uSren. 


Veimischle  Schriften. 

Sucirit^  des  Sciences  naturelles  du  Grand-Duchtf 
de  Liuxemhonrg.  Tome  seplidme.  —  Annöe  IS64.  Luxem- 
bourg.     Imprimerie-Librairie  de    V.    Back.     m64.     8» 

Der  sechste  Tbeil  dieser  sehr  beacbtenswerlhen  SocietSts- 
schriften  ist  im  Lilerar.  Ber.  Nr.  CLXIV.  8.  13.  angezeigt  worden. 
Der  vnrliegende  siebente  ThetI  enthält  nieder  mehrere  sehr 
lehrreiche  und  Icsenswerthe  Abhandlungen,  die  wir  der  Beachtung 
unserer  Leser  recht  sehr  empfehlen. 

Den  meisten  Raum  n 
handlung  ein; 

Wouvellc  theorie 
de  lileclriclte,  pnr 
Hclences.  professeur  ä  I 
bourg,  membre  de  plusieu 
mlire  Partie.  D^Ierminat 
entrs  la  chaicur  rayonna 
tibint«  et  l'i^lectricit^. 

welche  Abhandlang   auch   als   ein  besonderes,   Sr.    Majestät  dem 
KSniga  Wilhelm  III.   der    Niederlande  getridmetes    Buch  unter 


diesem  Theile  die  folgende  Ab- 


tbämatitjuo   di 
Colnet-d'Hua 


I  de  la  relation  qui   existe 
3,   la   chaleur    de    condac- 
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besonderem  Titel  erschienen  ist.    Der  Herr  Verfasser  hat  in  die- 
ser Abhandlung  sowohl  die  Theorie  der  Wfirme,  als  auch  die  der 
Electricität»  von  einem  neuen  Standpunkte  ans  bearbeitet,   hanpt* 
s&chlich  gcstätzt  auf  die  früheren  bekannten  trefflichen  ArbeitcD 
von  Lame,    und    hat   —  besonders   hiniveiseiid  auf  die  lieideo 
Ansichten    von    Huygens  und  Newton:  9,l>*apres    Huygens  la 
chaleur  serait  un  mouvenient  moleculaire;  roais  alors    la  chaleor 
de  condnctibilit^   serait  inexplicable;  d'apres  Newton   la  chaleor 
serait  un  fluide  cn  mouvenient,  et  alors  la  chaleur  rayonnante  oe 
s*expliqae  plus  rationellement*'  —  verschiedene  dabei  in  deo  ge- 
nannten Theorien  sich  zeigende  Discordanzen  aaszugleicheD»  und 
Alles  auf  ein  einziges  Princip  zurückzuführen  gesucht,  wobei  er 
namentlich  ein  grosses  Geschick  in  der  Handhabung   des  Caiculs 
an  den  Tag  gelegt  hat,  so  dass  wir  aus  vollster  Ueberzeogaog 
seine    Arbeit   der    sorgHiltigsten    Beachtung    empfehlen    mOsseo- 
Nliher    auf   den  Gegenstand  einzugehen,  wie  wir  gern  moGbCeo, 
würde    mit    gehöriger    Deutlichkeit    ohne  grössere  WeitlSuCgbeit 
nicht  müglich  sein,  was  uns  der  hier  uns  zugemessene  Haam  und 
die  Natur  dieser  literarischen  Berichte  leider  nicht  gestatten;  und 
wir    können    daher,    indem   wir    auf    die   lehrreiche    Abhandlung 
nochmaU  dringend  aufmerksam  machen,  nur  noch  bemerken,  dass 
dieselbe,  nach  einer  in  sehr  lehrreicher  Weise  über  die  verschie- 
denen   bisher    erschienenen    Wärroetheorieen    sich    verbreitenden 
Einleitung,  die  drei  folgenden  Kapitel  enthält:  Chapitre  premier. 
lüquations  dumouvement  detranslation  et  du  niouvement  de  rotation 
des  moiecules.  —  Chapitre  dcuxieme.     Theorie  mathdmatiqae 
des    conrants    electriques.    —    Chapitre     troisieme.     Theorie 
mathematique  de  la  chaleur  et  de  la  lumiere.  —  Aber  nur  aus  den 
üeberKchriften   der  einzelnen   Paragraphen,    die    wir    leider  hier 
nicht  geben  können,  würde  man  eine  völlig  deutliche  Vorstellung 
von  dem  hier  gebotenen  reichen  Inhalte  gewinnen  können. 

Calcul,  par  approximation,  des  racines  d'uneequa- 
tion  nnmoriquo,  algebrique  ou  transcendante.  par 
J.   P.  Michaelis,  professeiir  a  rAthcnce. 

Herr  Profes$(»r  Michaelis  hat  in  dieser  beachtenswertben 
Abhantllnn^  die  Ncwton'sche  Nahrungsmetliode  zur  Lösung  der 
numerischen  (ilcichuiigen  in  einigen  wesentlichen  Punkten  ver- 
vollständigt, weshalb  wir  die  Abhandlung  der  Aufmerksamkeit 
unserer  Leser  recht  sehr  empfehlen.  Er  sagt:  „On  sait,  et  cela 
resulte  aussi  de  l'analyse  suivantc,  que,  quand  menie  les  condi* 
tions  sous  lesquellcs  la  niethodc  de  Newton  est  applicable,  sont 
remplies,  cette  ro^thode  ne  peut  ötre  employ^e  qae  poor  Tnne  dei 
deux  limites,  et  qa'elle  peut  ^tre  fautive   poar  Tautre  limife  — 


i 
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,yNou8  nous  proposons  d'indiquer  cotniuent  oii  peut  reconnaitre 
ais^roent  ä  laquelle  des  deux  limites  il  conviendra  d'appliquer  la 
formule  de  Newton;  et  nous  montrerons  que,  pour  Taulre  limite, 
on  trouve  encore  une  approximation  certaine  en  reropla^aot  dans 
les  formules  de  Newton  Tun  des  diviseurs  f((ii)  ou  f\AY)  par  un 
iiombre  que  nous  d^signons  par  m^  et  qui  se  calcule  aisement." 

Expression,  sous  forme  de  sdrie,  de  toiites  les  ra- 
eines  de  l'öquation  tanga:=Aar;  par  J.  P.  Michaelis, 
professenr  ä  l'Athenäe.    p.  167  —  p.  171. 

Die  vorzugsweise  auf  geometrischem  Wege  gefundene  Reibe 
ist  jedenfalls  sehr  bemerkenswerth  und  gewährt  eine  rasche  An- 
näherung) wie  die  beigefugten  Beispiele  zeigen. 

Emploi  des  imaginaires»  pour  la  sommation  d*une 
classe  de  söries  trigonometriques,  et  pour  le  calcul 
de  certaioes  integrales;  par  J.  P.  Micba^Slis,  profes- 
senr ä  TAthänäe.    p.  172  — p.  190. 

Die  Reihen  y  mit  deren  Snmmirung  der  Herr  Verfasser  sich 
in  dieser  Abhandlung  beschäftigt,  sind  die  folgenden: 

Wenn  sich  f{x)  in  die  Reihe 

entwickeln  lässt,  wo  also  Aq^Ax^A^^A^ bekannte  Coefficien- 

ten  sind,  so  sollen  die  sehr  allgemeinen  Reihen: 

cos  C  cos  C  cos  C 

^o    •   Xa^^A^x     .   \{a\b)\Anx'^    .   <(fl+26) 
"  sm^  '      sinj^     I    /  ■      a-'    gm^^     ■    ''f 


und 


cos 


cos  C  cos  f  cofl  C 

^  8ln5"  +  ^'*«"   sin  ((''  +  *)  +  ^*«^*""8lnr''"^*^ ■•■•••• 

summirt  werden,  für  welche  Summen,  die  er  auch  auf  verschie- 
dene specielle  Fälle  anwendet,  der  Herr  Verfasser  bemerkens- 
werthe  Resultate  erhält.  Die  theilweise  schon  anderweitig  be- 
kannteo  Integrale,  wie  z.  B. 

/e " cos bxdXi  fe^sm bxdx , 

stehen  zu  diesen  Reihen  in  naher  Beziehung. 


*")  a  9t  A  6tami  lesdenx  limites. 
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Mit  der  Anzeif^  Wieset  Atihandlungen  erionbvn  wir  wit  im 
die  Anzeige  0er  fnlgeuden  Abhandlung  so  verbSitilrn : 

De  rEllipsoida,  par  J.  P.  AlicbaClis,  profeasovr 
TAIbt-nee  de  Luxemboarg  (Extrsit  des  l*ubltci(l«n 
de  )a  aocidtv  des  Sciences  de  Liege,  annrie  1^^). 

(f);^(!y^a)'=- 

wie  getF&hnlicb,  die  Gleichung  des  Ellipsotds  ist,  so  ISat  lieb 
2=acoao,  y^z^coaß,  t  =:  eeoBy 
it  in  der  Tbat  sehr  be:nefbenÄ»ertb.  wie  viile, 
auf  andere  Welxe  nur  Bcbwierig  und  vveitIKurig  xu  bcweisetuli 
SStie  von  dem  Ellipeoid  durch  diese  Transrormation  mit  eroHer 
Leicbtt^keit  und  nur  geringem  Auffrande  von  Calcul  benie««i, 
auch  mantiigfallige  Best! um un gen  und  Lösungen  ran  Aufgab« 
aüsgeliibrt  werden  liiinnen.  Alles  dieses  hat  der  Herr  VerCuMt 
i  beachtenden  Abhandlung  sehr  deutUcb  mit  t» 
sonderem  analylischen  Geschick  gezeigt. 


Italieniscbe  matliematische  Literatur. 

Die  italienische  malbematische  Literatur  ist  jelut  so  relcb  u 
wicbligen  Erscheinungen,  namentlich  an  einzelnen  hticiut  intere» 
santen  und  tvicbti|!en  Untersuchungen,  es  triebt  sich  geg«onSrti| 
:  so  grosse  Lebhani^beit  und  Reg^anilieil  aaT  die»)>ai  nwMiM 
schaftlicbcn  Felde  in  Italien  kund,  und  es  treten  dort  so  rlek 
tüchtige  und  buchst  aosgezeicbnele,  in  Deutschland  grvsslcl 
theils  noch  ganz  unbekannte  ntssenscharilicbe  Krfine  bervw 
dass  es  uns  ganz  unmöglich  ist,  in  diesen  Blättern  Ttm  alUi 
diesen  liternrischen  Erzeugnissen  ausruhrlich  zu  berichten, 
auch  rflcksichtlich  mehrerer  dies  schon  srters  geschehen  Ul,  it| 
die  Leser  ^ich  geiviss  erinnern  nenlen.  \Venn  nun  aoch  solct 
Berichte  künftig  noch  öfter  als  bisher  erstattet  irerrlen  snltiHi, 
messen  wir  doch,  um  bei  der  grossen  niosse  uns  rorliegeMiK 
Schriften  nicht  zu  weit  mit  unseren  Berichten  zaräckiubfcdNU 
and  unsere  Leser  wenigstens  einigermassen  und  nur  im  A!Ügf 
meinen  mit  denselben  bekannt  zu  machen,  jetzt,  ausfabrIidlM 
Anzeigen  uns  vorbehaltend,  das  vnriäufige  Auskunltsmlttd  ( 
greifen,  die  neuesten  und  neueren  dieser  Schriften  nur  ik reo  Till 
Dach  anzugeben,  nie  in  dem  folgenden  «raten,  Blphabvliitch  aa 


den  VerrassefD  (■eordiielen  Veneichniase,  tvelcheni  mehrere  an- 
dere Talgen  wcnlen,  geschieht.  GeiviKa  werden  schon  ans  diesem 
erstell  V«ri«icbni«se  die  Leeer  mit  Interesse  Kenntniss  Debinen 
von  dem  jotzt  In  tlatlen  lierrschenden  lehhnf^en  Treiben  nuf  dem 
Gebiele  der  matliemitliBcheti  Lileralur. 

Schon    früher    besonducB    angoieigte    Schririen    »tnd    in    das 
»achroigeiide  Verxeichnias  nicht  nieder  anlgenommen  worden.    G. 

Hatlaglini,  G.,  Sülle  serio  di  curve  d'indice  qualunque.  Napoli. 
1863.    4". 

—  Nofn  sopra  aicttue  qiieslioni  di  Geometrla.    Napoü.  1863.  4°. 

—  Sopra  aicune  propriela  delle  Mnec  di  secondo  grado.  Napoli. 
1862.    4« 

—  fiulla  dipeiidenxa  equianarmflnica.     NapoK.     186.X    4". 

—  Nota  di  Geometria.     Napoli.     186'J.     40. 

—  Naja  sui  dcferminanti.     Napoli.     1863.     4". 

—  Sülle  siipetficie  di  secondo  grudo.     Nnpoli.     1862.    4". 

—  Sopra  una  questiane  di  masetmi  e  minirot.  Napoli.  1863.  4" 
(Das  Problem  ist  Tolgendes:  „Trovnre  tra  lufte  le  superfieic  di 
2°  grado  che  passano  per  olto  pimti,  owero  che  hanuo  uns 
medesinia  tinea  d'Intersezione,  quella  per  la  quäle  il  prodotlo 
dei  quadrali  de'  seniiasai  e  un  niueslnio  o  un  miDinio"* 

— -    SuMe  fnnne  geonietricUe.     KapoU.     1862.     4". 

—  Sulla  dipetideiJEa  di  primo  otdine.     Napoli.     1863.    4**. 
Bellrami,    Eugenio,    Itilorno  alle   coniche  di  novc  punrl 

aicune  quisllorii  che  ne  dipendono.     Bologna.     ]863.     4". 

—  Eatensione  allo  spazio  di  tre  diraensionl  dei  teoreiDi  relativi 
alle  coniche  di  nove  putili.     Napoli.     IHGS.    4». 

—  Inlorno  ad  aicuni  eislemi  di  curve  piane.     Koma.     1862. 

—  Solla  teoria  delle  Bvlluppoidi  e  delle  sviluppanti.  Roma.  1862. 4". 
Betti,  E,.  Sopra  le  TunKioai  algebriche  di  una  variabile  complessn. 

Pisa.     1863.    40. 
fiordoni.  A.,  Sull'  equilihrio  astratto  delle  volle.    Memoria  po 

lama.    Milatio.     1863.    4». 
Brloachi,  F.,   Sopra    una  nuova    farmola  tiel   calcolo  integrale. 

Napolt.    1864.    4". 

—  Sulla  risolveote  di  31alfalli  per  le  equazioni  del  quinlo  grado. 
Milano.    ISC3.    4". 

^  Sopra  una  nuova  Irasforraazione  dell'  integrale  elliltico.  Mi 
l&no.     1804.    8". 
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Chellnl,  Domeoico,  Delle  sesioni  del  cooo  e  della  prospettift 
neir  insegnamento  della  Geometria  analitica.  Bologna.  18ß4.  4^ 

Fergola,  E.»  Sopra  lo  sviluppo  della  funzione  — - — |»    e  sopri 

una  nooTa  espressione  dei  nomeri  di  Bernoulli.  Napoli.  1837.  4®. 

—  Sopra  due  formole  di  calcolo  differenziale.    Roma.     1858.    4^. 

—  Sopra  la  condizione  per  la  possibilitä  dello  sTiluppo  di  qoa- 
lunque  funzione  in  serie  ordinata  secondo  le  potenze  ascendeati 
della  differenza  della  Tariabile  sopra  ud  valore  costante.  NapolL  49. 

—  Ricerca  dell'  espressione  di  una  derivata  qualunque  di  ona 
funzione  in  termiol  delle  derivate  della  funzione  inversa.  Na- 
poli.   40. 

—  Ricerche  sulla  risolozione  per  serie  di  un'equazione  qualun- 
que.   Napoli.     4*^. 

•»  Sopra  aicune  proprieta  delle  super6cie  di  secondo  grado. 
Napoli.    4». 

—  Sopra  talune  proprieta  delle  soluzioni  intere  e  positire  deir 
equazione 

Napoli.    1863.    4» 

—  Sulla  risoluzione  per  serie  delle  equazioni  trinomie  di  grado 
qualunque.    Napoli.    1862.    4^. 

Padula,  F,  Ricerche  su  le  superficie  curve.    Napoli.    4^. 

—  Su  le  equazioni  relative  al  rooto  de'  liquidi  osservaziooi.  Na- 
poli.   4«. 

—  Ricerche  di  Geometria  analitica.    Napoli.    1862.    4^. 

Tardy,  P.,  Sülle  derivate  di  ordine  superiore  delle  funzioni  com- 
poste.    Napoli.     1864. 


Literarischer  Bericht 

CLXX. 

Geschichte  der  Mathematik. 

Tattthys  d'Il.n  Albannä,  publU  et  traduU 
Jpr«a  an  Ms.  in^dit  de  la  Bibliotheque  Bodleyenne 
ftlarab.  371.  No.  CCXVII.  du  Catalogue  <I*Uri).  Pat 
^ristiile  Mnrre,  Professeur.  Urficicr  de  l'insiruction 
publique.  Rome.  Imprimerie  des  seien  ces  math^ma- 
tiqne»  et  physiques.     Via  Lala.     No.  211.  A.     1865.     4». 

Dem  so  rühmlichen  und  für  die  Wissenschaft  so  folgenrei- 
chen Eifer ,  mit  Mclchem  schon  seit  langer  Zelt  der  Fürst  Don 
Ballhasar  Boncompagoi  in  Rom  —  bei  eigener  tiefster  nnd 
umfangreichster  Kctinlniss  des  Gegenstandes,  und  )>egenw&rtig 
jeilenfalls  der  grösste  Kenner  der  Geschichle  der  Mathematilc, 
namentlich  im  Mittelalter  —  sich  der  Forderung  hisloriscb-mathe- 
matischer  Studien  nidmet,  verdankt  die  Geschichte  der  Matbe- 
niallk  auch  die  vorliegende  sehr  wichtige  und  in  vielen  Beziehungen 
buchst  interessante  Schrift.  Von  dem  auf  dem  Titel  genann- 
ten überaus   merkwürdigen  arabischen  Manuscript   der  Bodleia- 

chen  Bibliolhelc,  über  dessen  Verfasser  Ihn  AlbaiinA 
nur    sehr    wenig    bekannt    ist'),    halte    der,     leider     schon    im 

■)  |>Ds  IX.  Iiciul  •■»:  „En  nral>e  k  ritre  <!<■  livro  rtt:  KeUk 
Tal  Wh  j«  «I  hi>aii.  le  nn.n  ie  r«iiti-iir  c.i  Ab..<i'l  AI.1..1«  Ahm  eil 
n  M«hiiRimi'>l  lict>  Ollioian  MAv.aäi,  et  s-n  «iirnutn  Ibn  Al- 
and AI  tinrnilti  (Ic  ßli  de  l'nrchileclc  ilc  Grrnaitc).  Originaire  de 
Sraiiidc,  inui'  hnliitant  da  Marob,  Um  AlIiannA  Mt  pta»  comuiuna- 
■  AI  ^larakeifthi."  Itieriu  lietnertien  wir  Durli ,  dau  der> 
Mitte  in  Mnrocco  im  Jnlite  I2S2  iiniercr  ZeitrechnuDg;  Aitrono- 
mfaeh«  Tafeln  pablicirlc.  (\L  ».  Journal  Aaiatiqne,  Cinquifime 
4rh.  Toniu  IV,  [..  371.) 
TUl.M.lll.IHi.2,  a 
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38steii  Lebensjahre  der  Wisseoschaft  entrissene  Doctor  Fttn 
Woepcke  eine  Abschrift  gemacht,  in  der  Absicht»  den  arabisclMi 
Text  za  übersetzen,  woran  ihn  sein  frOber  Tod  verhinderte.  Diew 
Abschrin  gelangte  in  den  Besitz  des  Forsten  Balthasar  Bon- 
compagni,  welcher  mit  dem  rühmlichsten  Eifer  Herrn  Aristidc 
Marre  Teranlasste,  sich  der  Uebersetzang  za  unterziehen,  uelclie 
non  in  der  obigen  Schrift  uns  vorliegt,  und  jedenfalls  ein  neuer 
sehr  wichtiger  Beitrag  zur  Geschichte  der  Mathematik  ist,  wobei 
wir  zugleich  nicht  unterlassen  wollen  zu  bemerken,  dass,  nach  einer 
uns  gemachten  freundlichen  Mittheiinng,  der  arabische  Text  oocb  in 
dem  laufenden  Jahre  gedruckt  werden  und  dieser  Uebersefzung  sich 
unmittelbar  anschliessen  wird,  indem  die  letztere  schon  jetzt  nur 
deshalb  herausgegeben  wurde,  um  die  Publication  der  wichtigen 
Schrift  nicht  zu  lange  zu  verzugern. 

Der  „Talkhys'«*  des  Ibn  Albanni  ist  eine  Schrift  fiber  die 
Regeln  des  Caiculs,  und  besteht  aus  folgenden  Theilen:  Pre- 
■il^re  Partie«  Snr  le  nombre  connu.  —  Premiere  Se- 
ctio n.  Sur  les  entiers.  Chap.  1.  Des  divisions  du  nombre  et 
de  ses  ordres.  Chap.  II.  De  Taddition.  Chap.  III.  De  la 
soustraction.  Chap.  IV.  De  la  multiplication  et  de  Toffrande 
de  son  seL  Chap.  V.  Sur  la  diTision.  —  Seconde  section. 
Snr  les  fractions.  Chap.  I.  Sur  les  noms  des  fractions  et  leurs 
numerateurs.  Chap.  11.  SurTadditionetlasoustraction  des  fractions. 
Chap.  111.  Sur  la  multiplication  des  fractions.  Chap.  IV.  Sorla 
division  et  la  denomination.  Chap.  V.  Snr  la  röintegratioB  et 
labaissement.  Chap.  VI.  Sur  la  conversion.  —  Troisi^me 
seetion.  Sur  les  racines.  Chap.1.  Sur  Textraction  de  la  racine 
des  nombres  entiers  et  de  la  racine  des  fractions.  Chap.  II.  Sur 
Taddition  des  racines  des  nombres  et  leur  soustraction.  Chap.  111. 
Sur  la  multiplication  des  racines  des  nombres  et  leur  denomination. 
riiap.  IV.  Sur  la  division  des  racines  des  nombres  et  lenr  d^ 
noniination.  —  Sec^mde  Partie*  Sur  les  regles  par  les- 
quelle«  il  est  possible  de  parvenir  a  Tinconnue  deman- 
ilee  Ol)  partant  de  ce  qui  est  connu  et  donne.  Elle  se 
divis^e  en  deux  sections:  section  sur  Toperation  par 
la  Proportion,  et  section  sur  Alf^ibr  et  AlmolcAbalali. 
Diese  zweite  Abtheilung  enthSit  also  die  eigentliche  Algebra  oder 
die  .Xuflosung  der  Gleichungen,  namentlich  auch  derer  des  zwei- 
ten Grades. 

Die  Leser  werden  aus  Vorstehendem  sehen,  dass  sie  hier 
eine  sehr  vollstSndige  Abhandlung  eines  alten  arabischen  Autors 
über  die  Arithmetik  vor  sich  haben  und  die  Wichtigkeit  der 
Schrift  filr  die  Geschichte  der  Mathematik  erkennen.     Ganz  be- 


»s  hemerkensivertb  ist  es  aber,  daas  dieser  alle  urabische 

}  »cbon  viele  Regeln  und  SSlie  kannle,  deren  Biiiveie  selbst 

IM  neueren  allgemeinen  ArÜbinetik  nicht  ohne  ulle  Suhivie- 

fsl,   in   welcher  IteEiehung  vth  bemerken,   da^s  sieb,  in 

Zeichen    ausgcilrückl,    z.  B.   in    der  vorliegenden  Schrirt 

I.  6-,  i>.  7.  die  rolgenden  Sätze  oder  Gleichungen  linden:, 

|»  +  3»  +  3»  +  4»  +  -.  +  n'  =  {l +2  +  3+4+.. ..  +  «)'. 

l»  +  3»  +  5»  +  7»  +  .,..  +  (2h— D» 

=*(l43  +  5  +  7  +  ....  +  ('2H-l))|2(l  +  3  +  5+7+....  +  {2n-I))-II. 

2» +  4» +  6» +  8» +  ....  + (2«)* 
=  (2  +  4  +  G+8+....  +  2«).2C2  +  4  +  e  +  8  +  ....+2n). 

I  iler  im  vorigen  Jahre  (1864)  erechienenen  Schrin: 

Passages  relatiTs  ä  des  soramations  de  s^ries 
de  cubes  oxtraits  de  deux  roanuscrits  arabes 
in^dits  du  British  Maseam  de  Londres,  col«is 
N.«  CCCCXVII  et  CCCCXIX  des  nianuscrita  orien- 
Uux  (N.o-  7469  et  7470  des  manuscrits  addilion- 
nels).  Par  M.  F.  Woepcke.  Rome.  Imprimerie 
dea  Sciences  niatb^mutiques  et  physiques.  A'ia 
Latft.    Nd.  211.  A.    1864.    4«. 

■an  p.  4,  — p.  19.  eine  Stelle  aus  einer  Schrift  croes  Com- 
««ntators  des  Talkhys  des  Ibn  Alhan  nä,  nanilicb  des  ChibAb 
Eddin  AbodI  Al)b.<ls  Ahmed  Uen  Radjab,  bekannt  unter 
dem  Namen  Ibn  Almadjdi,  gestorben  im  Jahre  850  der  Hed- 
sehra  (29.  MSrz  1446  bis  18.  März  1477  der  christlichen  Zeitrech- 
nung) flberselzt,  in  welcher  man  p>  5.,  p.  10-,  p.  13.  die  folgenden 
Glelcbungen  beiviesen  findet: 

]i  +  2»+3»  +  -...  +  »'  =  (1  +  2 +3 +  ....  +  «)>. 

2'  +  4»  +  6»+....  +  (2n)»  =  2(2+4  +  6  +  ....  +  2«)«j 

[ier  anderen  Schrift,  dem  „Schlüssel  de/<  CaIculs" 

chid    Ben    Mas'uüd    Uen    Mahmodd.    dem   Arzt, 

inl  Ghiyäth  (Eddin)  AlqdchSni,  einem  der  Astronomen, 

welche  an  der  Redactia»  der  Tafeln  von  Oloug  lieg  Tbeil  nah- 

.abersetzt  Dr.  Woepcke  a.  a.  O,  p.  24.  ff.  eilie  Stelle,  welche 

pleichungen 


IU2»  +  3»  h   ..  +  « 


=  (l+2f3+...  -I  «)". 


4  Uterariicker  BerUhi  CIXX. 

l*+2*  +  3*  +  ....  +  «* 
=  [ill+2+3+...+(n-l)+(«-l)}+|l+2+3+..+ji|].|lH-2«+3*+..tifl 

=  5\i  (6n*  +,15ii*  +  ]0n<— n) 

enthält,  woraus  man  sieht >  wie  eifrig  sich  die  Araber  mit  der 
Suromirung  der  Potenzen  der  natörlichen  Zahlen  heschüftigten 
und  nie  sehr  dieselbe  unter  ihnen  \*erbreitet  war. 

Zum  Schluss  bemerken  wir  noch,  dass  Herr  Aristide  Marre 
in  der  sehr  gelehrten  Vorrede  seiner  Uebersetzung  des  Talkbvs 
p.  VII— p.  XII  über  das  übersetzte  Manuscript  und  die  vreitere 
betreffende  Literatur  Alles  das  zusammengestellt  hat,  ^ras  za 
wissen  nuthig  und  interessant  ist,  so  weit  irgend  die  Forhande- 
nen  Quellen  und  Hülfsmittel  reichten. 

Möge  die  Schrift  in  die  Hände  aller  Derer  übergehen,  welche 
der  Geschichte  der  Mathematik  sorgfältige  Studien  widmen;  aJle 
werden  dem  Herrn  Baldassarre  Boncompagni  wärmsten  and 
aufrichtigsten  Dank  zollen,  dass  durch  seinen  Eifer  und  seine 
Vermittelung  dieselbe  ihnen  zugänglich  gemacht  worden  i$t 

Histoire  de  la  Perspective  ancienne  et  moderne 
contenant  Tanalyse  d'un  tr^s-grand  nombre  d^ourra- 
ges  8ur  la  Perspective  et  la  description  des  procedes 
divers  qu*on  y  trouve.  Par  M.  Poudra,  Officier  sape- 
rieur  d'ötat-major  en  retraite.  Faisant  suite  au  Conrs 
de  Perspective  professe  ä  TEcole  d*^tat-major.  Avec 
12  Pianches.     Paris.    J.  Correard,  l^diteur.     1864.     8^. 

Herr  Poudra,  der  sich  bekanntlich  neuerlich  durcb  die  Her- 
ausgabe der  Schriften  von  Desargues  so  sehr  verdient  gemacht 
hat  (I^iterar.  Her.  CLXIV.  S.  9.),  erwirbt  sich  jetzt  ein  neues  an- 
erkennungswerthes  Verdienst  durch  die  Herausgabe  des  vorlie- 
genden Werkes.  Was  dasselbe  leisten  will,  giebt  der  Titel  deutlich 
und  bestimmt  an.  Man  kann  zwar  nicht  sagen,  dass  es  eine  ganz 
>j>ll.stän(lige  (»cschichte  der  Perspective  von  den  ältesten  bis  auf 
die  neuesten  Zeiten  in  fortlaufender  entwickelnder  historischer 
Darstellung  enthält;  aber  es  liefert  mit  sehr  grosser  Sachkennt- 
nis» lind  offenbar  als  Frucht  sehr  eifriger  und  umfangreicher 
Studien  eine  Analyse  einer  sehr  grossen  Anzahl  älterer  und 
neuerer  Werke  über  die  Perspective,  nach  der  Zeitfolge  geord- 
net, und  führt  uns  überall  in  sehr  lehrreicher  Weise  in  die  vor 
schiedenen,  von  den  Verfassern  dieser  Werke  erfundenen  und  ri 
denselben  entwickelten  Methoden  perspectivischer  Darstellungen 
und  Zeichnungen  ein ,    so   dass   man   auf  diese  Weise   allerdirr«« 


^nli  xe  I 


Ulerarisc/irr  Htrlchi  (V-.t.V. 


SD  eioei'  «leutlklion  Kt^niiltiiss  di-r  We^c  gcinngl,  auT  ^onen 
4io  Pera|>cc(itc  in  iininer  besserer  iinJ  tolUiandigercr  AukIiüiIuh^ 
und  Eolivicbelung  vnrguscbritfen  ist.  Wir  ItGnnen  (lober  (Ücncp 
Werk  eln«ni  Jede»,  iltr  sich  Tür  dieKea  Gegeii«ta»d  inlcroBslrt. 
als  ein«  aehr  inlcreasantc  uiiil  lehrreiche  Lrcttirc  aus  Uehi^rxeii 
gong  cmpfehluii,  miil  holten  es  deshttlti  TCr  unsere  Pflicht,  um  zu- 
gleich den  UmfaiiR  des  Werke«  und  der  von  dem  Herrn  VerfasNer  ge- 
machten Studien  deiillicher  hervonuheben,  hier  noch  die  Verfnsser 

I  der  aualysirten  Werke  sfimmllich  xu  nennen,  indem  wir  absichtlich  die 
franaüsiscbe  Schreibart  der  Manien  dernolben  beibehalten:  Intm- 
ductiniK  Premiere  ^poque,  dans  latguelle  optique,  perspective, 
apparcnce  nnt  lu  nit^me  signification.  Euclidc,  Eliodore  de  Larissc, 
Ptolt^mee.     Viletlion,     Roger   Hacnn,    P.   Ranius  und  F.  Kisner. 

\  Reiscb  und  Oronce  Kin^e,  Hsinelins  und  .1.  Pisanua,  Jaunnin 
(Peccam),  Aguilon,  Deehales,  Lacaille  (1750).  OUcnottnns.  — 
Deaxiäme  ^poque,  dana  iaquelle  la  Perspective  va  recevuirune 
alpiißcation  differenle  de  celle  <|ue  nous  lui  avans  donn^e  dans  la  pre- 
ml6r«.  Iniroducitün.  Du  dessin  et  de  la  |ieiDlure  chex  Ics  ancieii». 
VItruvo.  Averlissement.  Pietro  della  Krancexca  dal  Bori;o  ean 
SttiM>lcTO.  (Iraninnie  d»  IVlilnn.  Baldussaro  de  Sienne.  Lennard 
de  Vincy.  PAmponius  (laurlcus,  Leun-Bapliale  Alberti.  Praler 
Lucaa  Pacciolus,  Vinlor,  Perspective  pnailive.  Albert  Uurer, 
Reiach  et  (>.  Finäe.  Serlio  (Sebnstieii).  Federic  Coniinaridin. 
Hana  Leucker.  Daniel  Rarlt.iro.  J.  Couain.  Du  Cerccau.  Mgmili! 
«t  Ganimenlniri'B,  par  J.  Uanti.  Sirigali.  Guido  Ubaldi.  Les  !?3 
melhades  de  (>.  Ubaldi.  Sievin.  Sulamon  de  Caus.  Aijuilon.  Samuel 
Harolais.  J.  Uredeman  Friniua.  Slntagnia.  Accotti.  Desarguc^. 
Du  Breui).  Alleaumo  et  itlißitn.  Vnviczard.  Italtax.  La  Cura 
bell«.  Bosse.  Rene  (jauÜer.  Cb,  Bourguin.  Niceron.  G.  Huret 
Andr^  Albert,     niillict  Dcchalex.    Scb,  Lccicrc.     Guiln  Troily    m 

I   ParadoBse.    S.  Gravesande.    Scbubler.     Hnmillon.     Cniita.     Jeau 

'  rat     Kaestner,    Lacaille.   Gallus.    Taylor  par  F.  Jncquier.    Cl.  Rny. 

,  Petilol.  Lambert.  Taylor  et  Murdach  Zannli.  I.e  cbevulicr 
De  Curcl.  Torelli.  Prlestley.  Lesploasse.  I,avi(.  PnUi*cBU. 
rl^MMtl.  Tbibault.  Clai|uct.  Dufour.  Puillcl  de  Monlaberl.  i'ii-l- 
Poodra. 
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Wie  dieses  dufgabenbucli  entstanden  ist,  giebt  sein  TiUl 
vollstätiillg  ai>.  I'ic  in  (iemBelbeii  enlliallencn  1500  AarfjaheB, 
sSmuitlich  iinr  Tiir  ilie  obersten  KlassGii  bi'stimml ,  sinil  UA  Wm- 
Icm  dem  grüssteii  Tbeile  nacb  aus  den  bei  den  Abilnrieale»- 
Prfifiiii^en  auf  den  preuesiscben  Gpnnagien  und  Realsckiilei 
gegebenen  matbematiscbrn  Aufgaben  e  usa  mm  enges  (eil  t ;  ila  a~ 
der  Herr  Verfasser  nitl  sebr  rivbligem  Takte  zugleich  eb  dm 
ganzen  Carsus  von  Prima  und  Secunrla  umfasseodes  Anifpheii- 
buch  liefern  wollte:  so  hat  or  einige  Partieen,  »ro  »Ich  i 
den  AMlurienleii- Aufgaben  zu  wenig  hetielfendä  Aurgabca  vor- 
fanden, aus  eigenen  Millelii  ergSnet,  was  nir  nur  TollkoniBi 
billigen  bünnen.  Um  dem  Leser  einen  CebethÜck  fibtr  dci 
reichen  Inhalt  dieses  Gachs  eu  verschaffen,  glauben  wir  deasdkcct 
nachfolgend  wenigstens  seinen  Unu|itth eilen  »ach  ajigabeo  . 
müssen:  Tliell  I.  Geometrie.  A.  Planimetrie.  I.  Lehrsatz«. 
II.  CoQslructions-Aufgaben.  (L  Vom  Dreiecke.  2.  Vom  Victecke. 
3.  Vom  Kreise.).  III.  Aufgaben  aus  der  algebraischen  Geometrie. 
(1.  Formelentwicicelung  durch  Coostruction.  2.  KumeriscfMi  B«- 
rechnun^eti.)  B.  Trigonometrie.  I.  Goniometrie  und  tiiguui)* 
metrische  Gleichungen.  II.  Ebene  Trigonometrie.  (I.  Dos  lecht- 
winklige  Dreieck.  2.  Das  scbieftvinklige  Dreieck.  Ü.  I>as  Vterecii. 
4  Das  Polygon.  5.  Der  Kreis.  6.  Anwendung  der  Trigartoitietrt« 
aufLiiiigenbeatimmungen.).  III.  SpliSriscbe Trigonometrie.  (I.Rtriu« 
Mathematik.  2.  Anwendungen.).  C.  Stereometrie.  (I.  Pyramide. 
2.  Prisma.  3.  Kegel,  i.  Cylinder.  5.  Kugel.  6.  Die  legclmäo- 
eigen  Kürper.  7.  iVIaximaundMinimB.).  0.  Coordiuatan-Geo- 
nietrie.  (L  Gerade  Linie.  2.  Kreis.  3.  Parabel.  4.  Ellipse.  5.  %- 
(lerbel.  6.  Alle  drei  Kegelschnitte.  7.  Curven  hühorer  Grade.)  - 
Thcil  II.  Arithmelik.  A.Algebra.  I.  Gleichungen  von 
ersten  und  zweiten  Grade  und  solche  Gleichungen  hGhcror  Gradd 
dio  »ich  auf  diese  zurück lübren  lassen.  (I.  Gleichungen,  In  Zel< 
eben  gegeben.  %  Gleichungen,  in  Worten  gegeben.  3.  GlelcbniH 
gen,  nns  Rechenaufgabon  zu  bilden.  4.  Gleichungen,  in  geome* 
trischer  Etnkleldiing.}-  H-  Diopbanliscbe  Gleichungen.  li|.  Kubisohl 
«lelcbungen.  IV.  tlJilu-rc  Algebra.  (I.  Hühere  aIgebr«i»ch»Cld^ 
chungoii.  2.  Transcendenlc  Gleichungen.).  II.  niedere  An*- 
lysia.  I.  Progressionen.  (I.  Arilbmoliscbe  Progressionen  « 
Ordnung.  2.  Arithmetische  Progressionen  bUbcrer  Ordnung.  3.  Gc» 
metrische   Progressionen   erster  Ordnung.    4.  ZusammengesetsM 


und    f^eoinelrisrbe    Progressionen    hühcrer    Ordnungen.). 

I  «uf  Zins.      (I.  ZiDsesxinsrechnunt;.     2.  Itentenrechniing.), 

KelterilirOcbe  (mit  Etnscliluss  dtr  Aiiiveiidung  dersellicti  zur 

buRg  unbestimmter  Aufgaben).     IV.  Comliinalionslelire  (aucii 

ncbeiolichkeilsrechnun;!).     V,  Annendungen  des  Oinoniischen 

Wataes.    VI,  Die  anendlichen  Itoilton.     (a.  Uelier  Convergen«. 

.  Die  Methode  der  anbeslimmtcn  Coefficienten.  c.  Die  Reilicn 
flir  SiDus  und  Cosinus.)  —  Ttaell  III.  Aufgaben  nii«  der 
Pbj/tik.  1.  Mechanik,  (i.  Der  Hebel.  2.  Vom  SchHerpunkIc. 
3.  Der  frei«  Fall  der  Körper.  4.  Die  Gravilatioii.  S.  Der  senk- 
rechte Wurf.  6.  Die  schiefe  Ebene.  7.  Die  parabolische  Wurf- 
b«wegunf;.  8.  Die  SchHnnglcrafi.  9.  Das  Pendel.  10.  Vom 
«Itecißschen  Goticht.  11.  Vom  Luftdruck).  II.  Würnelebre. 
(1.  Sirahlong.  2.  Ausdehnung.  3.  WSrmecapacität.  4.  Dampf- 
niaschinen.).  111.  Optilc.  (t.  Katoptrik.  2.  Dioptrik  mit  Einschluas 
der  Theorie  d«s  Regen  bog ens.). 

Die  Leser  werden  bieraas  den  grossen  Reicbthum  dieser 
Sammlung  erkennen,  und,  wie  nir  ihnen  versichern  künneti,  durch 
die  Neuheit  der  Aufgaben  —  die  auch  keinesivegs  zu  den  leich- 
testen gehören  und  die  gcrsüge  Kraft  und  das  Combinations- 
vertudgen  des  Schülers,  ivie  ihre  Beslininiung  ist,  in  Anspruch 
zu  nehmen  durchgängig  geeignet  sind  —  vielfach  freudig  über- 
rascht «erden. 

Der  Herr  Verfasser  hat  sich  seiner  im  hijchsten  Grade  dan- 
kensivertben  Arbeit  augenscheinlich  mit  dem  grGsslen  Fletsse, 
wahrer  Uingebung  und  besonderer  Umsicht  getvidmel.  Zu  dem 
nierslen  Danke  werden  ihm  natürlich  die  preussischeu  Lehrer  der 
Mathematik  und  Physik  sich  verpflichtet  halten,  aber  auch  aus- 
serhalb Prcuüscns  wird  man  mit  aufrichtiger  Anerkennung  nähere 
und  gcnauero  Kennlniss  nehmen  von  den  Leistungen  preussischer 
bübsrer  Lehranslallen  in  der  Mathematik  und  Physik,  natürlich 
innerhalb  der  Grunzen  des  vnn  iler  höchsten  üntertkbla-liehiirde 
mit  weiser  Fiirsnrgc  für  die  allseilige  geistige  Ausbildung  der 
vaterländischen  JuL-end  den  hilheren  Lebranstalten  zur  Bearbeitung 
zugewiesenen  uissenschaftlichen  Feldes,  über  welche  nach  unse- 
rer vollkomniensicn  Uelicrzeugung  nur  mit  Gefährdung  wirklichen 
Erfolges  di's  mathematischen  Unterrichts  hinausgegangen  werden 
dürfte,  weshalb  wir  uns  bekanntlich  auch  früher  schon  oft  genug 
gegen  jede  ganx  unberufene  und  unberechtigte  Einmischung  der 
Uifferenlialrechnung  u.  s.  w,  in  den  mathematischen  Schulunter- 
richt, wie  sie  hin  und  wieder  beliebt  worden  iol,  in  der  bc- 
stimmteslen  Weise  erklärt  haben  und  wiederholt  erklären; 
«er  eine  solche  Einmischung    für  xweckmcissig  und  erspriesslich 
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hält,  hat  von  den  Anforderungen,  welche  namentlich  die  neifie 
Zeit  an  die  strenge  Begründung  der  genannten  höheren  TheSe 
der  Wissenschaft  stellt,  keinen  Begriff!  Diese  Dinge  lieget 
ausserhalb  der  geistigen  Sphäre  des  Schülers  eines  Gymnasioni 
oder  einer  Realschule  und  sind  späteren  Studien  vorzubehalten. 
Deshalb  hat  auch  die  vorliegende  Aufgabensammlung  sich  gant 
in  den  allein  vGlIig  richtigen  Gränzen  gehalten,  die  noch  weiter 
hinaus  nie  gesteckt  werden  dürfen. 

In  der  Vorrede  des  in  jeder  Beziehung  zu  empfehlenden 
Buchs  sagt  der  Herr  Verfasser:  „Das  Buch  enthält  gewisser- 
massen  ein  Stflckchen  Geschichte  des  preussischen  Schulwesens; 
es  wird  den  Standpunkt  erkennen  lassen»  auf  welchem  sich  der 
mathematische  Unterricht  an  den  preussischen  Gymnasien  und 
Realschulen  um  die  Mitte  des  ]9ten  Jahrhunderts  befand^.  Wir 
stimmen  hiemit  vollkommen  überein,  und  sagen  dem  Herrn  Ver- 
fasser freudigst  Dank  und  wünschen  ihm  aufrichtig  Gluck,  dass 
er  die  mit  patriotischem  Eifer  und  Interesse  für  das  vaterländische 
Schulwesen  unternommene,  in  vielen  Beziehungen  schwierige  und 
muhevolle  Arbeit  in  so  anerkennungswerther,  nach  unserer  Mei- 
nung nichts  zu  wünschen  übrig  lassender  Weise  in  ihrer  ersten 
Abtheiinng  glücklich  zu  Ende  gefiihrt  hat.  Möge  ihm  Zeit  und 
Kraft  zu  Theil  werden,  die  zweite  Abtheilung,  welche  die 
mit  der  grussten  Mühe  von  ihm  ausgerechneten  Resultate  ent- 
halten wird,  in  der  nächsten  Zeit  erscheinen  zu  lassen,  wozu, 
%vie  wir  zu  versichern  im  Stande  sind,  die  bestimmteste  Aussicht 
vorhanden  ist! 

Fünfstellige  Logarithmentafeln  der  Zahlen  und  der 
trigonometrischen  Functionen  nebst  den  Gaussi  sehen 
Additions-  und  Subtractionslogarithmen  und  verschie- 
dene Hülfstafeln.  Von  Dr.  G.  J.  Iloüel,  Professor  der 
reinen  Matbeni  at  ik  an  derFacultät  der  Wissenschaften 
in  Bordeaux.  Zweite  durchgesehene  und  vermehrte 
Ausgabe.  Paris,  Druck  und  Verlag  von  Gauthier-Vil- 
lars.     Berlin,    Verlag  von  A.  Asher  &  Co.     1864.    8*^. 

Tables  de  Logarithmes  a  cinq  Decimales  pour  les 
nombres  et  les  lignes  trigonometriques,  suivies  des 
logarithmes  «raddition  et  de  soustraction  ou  logarith- 
mes de  Gauss,  et  de  diverses  tables  usuelles.  Par 
J.  Hoüel,  Allelen  jfileve  de  Tl^cole  Normale,  Pro- 
fesseur  de  .^lathematiques  pures  ä  la  Faculte  des 
Sciences  de  Bordeaux.  L*inlroduction  de  cet  ouvrace 
dans  les  Ecoles  publiques  est  autoris^e    par    decisioii 
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riilitiori,  revD«  et  augiuent^e.  Pari?.  Gauthier- 

IS04.  8". 
.  der  Versanimluiig  deulsclier  Lehrer  der  Mathemalik,  ivelche 
Drigcn  Jahre  i»  Hannover  zufiamnieii|TelreteR  war,  iat  auch 
'Frage  Icbhal't  dieculirt  ivorden:  ,,nie  viel  stellige  Logarithmen- 
tafaln  für  den  Gebrnacli  ouT  Schuten  am  meisten  zu  empfehlen 
«eien".  Zu  unserer  Freude  haben  aicii  sehr  gewichtige  Stironieik 
ftlr  den  Uebroucb  fanTstelliger  Tafeln  erhoben,  und  es  dürrie 
wobl  Oberhaupt  die  Mehrheit  der  Versantmlun^;  derselben  Ansicht 
gewesen  sein,  eine  Ansicht,  die  auch  »vir  im  .\rcbiv  schon  mehr- 
mals Eur  Gellung  zu  bringen  gesucht  haben  ,  und  von  der  wir  im 
tiiterease  des  malhemaliNchen  Unterrichts  auf  Schulen  lebhaft 
wtfnschen,  dass  sie  sich  recht  bald  ganx  allgemein  Bahn  brechen 
mufte' 

Im  Literar.  Ber.  Nr.  CL.  S.  I.— S.ß.  haben  wir  die  in  allen 
Bflsiehnrigen  nach  unserer  vollkommensten  Ueberzcugung  ausge- 
seidiDeten  rünfstcHigen  Tafeln  von  Hodel  angezeigt,  die  in 
Franicreich  und  auch  in  Italien*)  wegen  ihrer  Trefflichkeit 
bereits  grosse  Verbreitung  gefunden  haben.  Wie  sich  erwarten 
tiess ,  ist  von  diesem  ausgezeichneten,  in  allen  Beziehungen  so 
selir  zu  empfehlenden  Buche  schon  jetzt  eine  ziieite.  durch  das 
koiserl.  franzrisiechc  Unterrichts-  und  Cultus- Ministerium  iilr  den 
Gebrauch  in  den  Schulen  besonders  aulorisirte  und  empfohlene 
vermehrte  Ausgabe  erschienen,  und  zu  unserer  grüssteii  Freude 
haben  der  Herr  VerfaMser  und  der  Herr  Verleger  sich  veranlasst 
gesehen,  auch  eine  Ausgabe  mit  deutscher  Einleitung  zum 
Gebrauche  auf  deutschen  Schulen  lu  veranslalten,  »eiche  uns  Jetzt 
vorliegt,  und  von  der  Verlagsbuchhandlung  des  Herrn  A.  Asher 
Sc  Co.  in  Berlin  auf  dem  kü'rxeslen  und  bequemsten  Wege  zu 
beziehen  ist. 

Die  Einrichtung  dieser  trefflichen  Tafeln  ist  im  Wesentliche» 
und  in  der  Hauptsache  in  dieser  zueiten  Ausgabe  unverändert 
geblieben.  Dieselbe  ist  in  unserer  früheren  Anzeige  a.  a.  U.  von 
uns  schon  so  ausführlich  charakterisirt  norden,  dass  es,  um  nicht 
früher  Gesagtes  zu  niederholen,  hier  geniij;en  mnss,  in  dieser 
Beziehung  auf  jene  frühere  Anzeige  lu  venveisen.  Wir  haben 
seit  jener  Anzeige  diese  Tafeln  selbst  sehr  oft  und  vielfach  ge- 
braucht, und  können  nur  das  wiederholen,  was  wir  schon  dort 
sagten:  dass  diese  Tafeln,  hei  dem  jetzigen  Stande  der  Sache, 
in  der  ihnen  durch  die    beibehaltene  Anzahl   von  Deci- 

')  M.  1.  Elfmenli    i1  i  Alirclira.    per  R.  Kiihini.    hccoikU    etti- 
.     Kh|i»1<.   I»<<4'     I'-  2V.>. 
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maUtetlen  vou  selbst  vofge«chrlcbeii«n  Bogr&ntttD|, 
das  aon  (ilaa  ultra  crrpichbartir  Ucqtipnilichkcil  nnil  G«naui^keil 
lelaleo.  Auf  Einzelnes  Icrmnvn  und  ilärfen  nir  aas  iIub  nbn  , 
aBgeKfibenon  <>rundo  hier  iwar  itlelil  neiter  eingeben,  «ollen  je- 
doch nicht  unterlassen,  gaax  bosondcf»  daraul'  binzuHctsvnt  d>n 
0.  A.  «<n  hau(itsüchlii'bes  Ffiriiemngsmttlel  der  BequemUcUelt 
und  Vetiaiiigkeit  in  d«r  in  alkci  Kcxiehungen  IreBlicbeii  Einricti 
Untg  der  die  Differenzen  und  Propartionaltfieilc  enthallenden  Stu- 
ten XU  suchen  ist,  »eiche  in  anderen  bekannten  Tafeln  mMilena 
Vieles  zu  tvflnschen  älirig  und  Jen  llechner  n(l  in  Zncifel  und  t'a- 
sicherheit  bei  der  Ernführung  dieser  Zahlen  in  die  Rechnung  lassen. 
Dass  auch  aul'dio  letzte  beibehaltene  Stelle  von  dem  Herrn  Verrasset 
dia  griissle  Sorgfalt  vervrnndt  worden  ist,  versieht  sich  gani  ton 
selbst,  und  wie  ungenau  viele  andere  Tareltt  io  dieser  fQr  die  ta 
erreichende  Genauigkeit  so  ungemein  nichtigen  Ucii«)iuiig  sind, 
nird  den  Leeern  genitis  noch  aus  unserer  Anzeige  der  vcrdleoat- 
licben  Arbeit  von  Gernerlh  im  I.iterar.  Ber.  Nr.  CLXI.  S.  3. 
erinnerlich  sein.  Auch  den  von  einander  gelreonten  Additinos- 
und  iSubtracfions- Logarithmen  ist  eine  sehr  bequeme  Einriebhing 
gegeben  worden. 

In  RQcksicht  auf  die,  ausser  den  eigentlichen  Lagattthmeii- 
tufeln,  beigegehenen  Tafeln  Eeichnet  sich  die  neue  Ansgabe  Tot 
der  früheren  vielfach  aus  und  bat  in  dieser  Beziehung  raehrcre 
sehr  wesentliche  Bereicherungen  ethniten,  Ganz  besanders  not- 
len  wir  nur  in  der  Kürze  die  sehr  erweiterte,  ungemein  vid 
Lehrreiches  Aber  den  sichern  und  genauen  Gebrauch  der  Tafeln 
enthaltende  Einleitung  und  die  Sammlung  von  Formeln  und  Con- 
stanten  hervorheben,  welche  letztere  man  in  den  meisten  andoren 
Tafeln  schwerlich  in  derselben  Vollständigkeit  und  Boquomlicli- 
keit  antreffen  dürfte,  wubei  aber  der  Herr  Verfusser  das  fUr  -die 
Schnelligkeit  und  Uequenilichkeit  des  Aufschlagens  so  wichtig« 
Printiii:  den  Umfang  der  Tafeln  niC.glichst  in  beschränken,  stets 
feslgchallcn  und  nie  aus  den  Augen  verloren  bat,  woher  es  kiiiunit, 
dass  dieses  so  ungemein  vieles  NilUliche  enlhnlteode  Buch  doch 
nur  den  geringen  Raum  von  XLVI  (Einleitung)  und  118  (Tafelu) 
Seiten  einnimmt. 

Die  berühmte  Verlagshnnillung:  Gautbier-Villara,  Sar- 
cesseur  de  Mallet-Bncbclier,  hat  in  der  neuen  Ausgabe  för 
sehr  scbünes  weisses  und  festes  Pnjiicr  gesorgt,  und  die  D«it- 
lichkeit  und  Schärfe  der  Ziffern  lassen  nichtis  zu  wünschen  Sbrtg- 

D.1S  kleinere  l-onnat  mehrerer  IVidicrcn  ränfstelligen  Tafeln 
halten  wir  durchaus  nicht  für  einen  Vorzug;  denn  je  tven^r 
Seiten  mun  hat,  desto  weniger  braucht  man  zu  hlfJUcrn,  und  Ln-  ' 


UUTarhCher  llerlcDt  CLXX. 


11 


BEnienlar«lR  werden   nicht    in   der  Tasche,    eonilern    auf  ilem 
9  gebtauclit,  tressliulh  wir  auch  das  diesen  Tafel»  im  Ver- 
i  au  den  Jlltcru  Lalande'schen  Tafelti  absiclillich  gegebene 
9  Format  nur  vollständig  billigen  kiitirien. 
n  bediene   sich  dieser  Tafeln,    tvio  ivir,  eine   längere  üeit 
solchen  üingen  immer  eine  Hauptsache  ist,  und 
Dicht  fehl  XU  gehen,  nenn  ivir  hoffen,  dass  man  ans 
i  Obigen  beistimmen  wird.     Uns  sind  diese  trefflichen  Ta- 
thon seit  mehreren  Jahren  ein  steter  Begleiter. 

t  nach  unserer  Meinung  so  sehr  emiifehlensnerlben 
Bache  geaienit  es  sich,  hier  wenigstens  den  Hauptinhalt  nächste- 
lieod  ansugeben: 

[uhali:  Vorrede.  Einleltnng.  I.  Tafel  der  fünfsteUigeu  Lo- 
garithmen der  Zahlen.  U.  Tafel  der  Logarithmen  der  trigonome* 
trischen  Functionen.  III.  Tafel  der  Additions-  und  Subtractions- 
logaritbmen.  IV.  Tafel  der  achtstelligen  Logarithmen  der  Zahlen. 
V.  Abgekürzte  Tafel  tur  Berechnung  der  Logarithmen  oder  Lo- 
garithmanden  mit  vielen  Decimalslellen.  VI.  Vier-  und  Dreistel- 
lige Tafeln  der  Logarithmen  und  Antilogaritbmen.  VII.  Tafel  der 
kleindten  Divisoreo  der  z  us  a  mm  enges  etzten  Zahlen.  VIII.  Zehn- 
stelltge  Tafel  der  naturlichen  trigonometrischen  Functionen  und 
der  Längen  der  Bogen  in  Theilen  des  Radius.  Die  Tulel  der 
Formeln  und  Constanlen  mit  ihren  Logarithmen  tindel  sich 
S.  XXXV— S.XLVI  und  besteht  aus  folgenden  Haupt  theilen ; 
Allgemeine  lielatiooen  zwischen  den  circulären  Functionen.  Um- 
gekehrte Formeln  (nämlich  arcsinx,  arcconz,  u.  8.  tv.).  Reihen. 
AuflSsung  der  (jleichungen  des  »weiten  und  dritten  Grades,  Dif- 
ferenzen •  und  Differential 'Formeln-  Formeln  von  Muskelyne. 
Ebene  und  sphSrische  Trigonometrie  (hücbet  vollständig,  auch 
Diffarenzialformeln  der  Dreiecke,  Satz  von  Legendre ,  sehr  viele 
unendliche  Reihen  u.  s.  tv.  u,  s.  w.).  Zahlen,  von  denen  häufig 
(i'ebrauch  gemacht  wird,  nobst  ihren  Logarithmen  (auch  Dimen- 
sionen der  Erde  u.  s.  iv.).  Vergleichutig  verschiedener  Alaasse 
und  Gewichte  mit  dcro  Meter  u.  s.  w.  (gleichfalls  sehr  vollstländig, 
ohne  zu  weit  zu  gehen.)  Specilische  Gewichte  fester  und  tropf- 
barer KUrper. 

Wir  wiederholen  schliesslich  —  und  zwar  nach  vielfachem 
eigenen  Gebrauch  und  mit  besonderer  Rücksicht  auf  die  neue 
Ausgabe  mit  noch  mehr  Zuversicht  ivie  fiüher  —  unser  früher 
aosgeeprochenes  Uttheil,  dass  diesen  Tafeln  vor  allen  bisher  er- 
schienenen fünfstelligen  Tafeln  uuhtdingt  der  Vorzug  gebührt,  und 
empfehlen  dieselben  namentlich  und  ganz  besonders  auch  zum 
Gebrauch  und  zur  Einführung  auf  allen  höheren  Lebranstal- 
tn  dringend. 
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Geometrie. 

Lehrbuch  der  Geometrie  für  die  oberen  Klassen 
der  Mittelschulen  von  Dr.  Rudolf  Sonndorfcr.  Erster 
TheiL  Die  Geometrie  der  Ebene.  Mit  190  in  den  Text 
eingedruckten  Holzschnitten.  Wien.  1865.  Wilhe\m 
Braurouller.    8^. 

Dieses  Lehrbuch  der  Geometrie,  mit  Einschluss  der  Trigoao* 
metrie,  ist  auf  zwei  Theile  berechnet,  %'on  denen  der  erste  hier 
vorliegt;  derselbe  enthält  die  ebene  Geometrie,  die  ebene  Trigo- 
nometrie und  die  analytische  Geometrie  in  der  £bene  mit  EioschlusK 
der  Kegelschnitte;  der  zweite  Theil  wird  die  Stereometrie,  die 
sphärische  Trigonometrie  und  die  analytische  Geometrie  des  Rau- 
mes enthalten. 

Zunächst  ist  dieses  für  die  oberen  Klassen  der  österreichischen 
Mittelschulen  bestimmte  Buch  für  uns  deshalb  von  Interesse  ge- 
wesen, weil  sich,  wie  es  uns  geschienen  hat,  aus  demselben,  mehr 
als  aus  anderen  uns  sonst  zu  Gesicht  gekommenen  derartigen  Büchern, 
mit  besonderer  Deutlichkeit  entnehmen  lässt,  wie  weit  und  io 
welchem  Umfange  der  geometrische  Theil  der  elementaren  Mathe- 
matik auf  den  genannten  Unterrichtsanstalten  gelehrt  wird.  Nach 
dem  vorliegenden  ersten  Theile  ist  dieser  Umfang  nicht  bloss 
ein  völlig  genügender,  sondern  darf  selbst  schwerlich  noch  mehr 
erweitert  werden,  wenn  die  Granze  des  für  die  Schule  zweck- 
mässigen Lehrstoffs  nicht  überschritten  werden  soll;  im  Ganzen 
entspricht  derselbe  vollkommen  den  auch  für  die  preiissischen 
Realschulen  erster  Ordnung  geltenden  gesetzlichen  Bestimmun- 
gen, die  sich  bei  uns  als  durchaus  zweckmässig  bewährt  haben. 
Wir  freuen  uns  zu  sehen,  dass  dieselben  Grundsätze  im  Allge- 
meinen auch  in  Oesterreich  festgehalten  werden,  und  finden  in 
dem  Inhalte  des  vorliegenden  Buchs  den  Beweis  für  den  guten 
Zustand  des  mathematischen  Unterrichts  auf  den  dortigen  buhe- 
ren  Lehranstalten  und  die  weise  Fürsorge  der  vorgesetzten  kai- 
serlichen Unterrichtsbehurden  für  diesen  so  wichtigen  Zweig  des 
Schulunterrichts. 

Dass  in  einem  Lehrbuche  %vie  das  vorliegende  absolut  Neues 
nicht  viel  gegeben  werden  kann,  liegt  ganz  in  der  Natur  der  Sache; 
die  Lehren  der  Eleroentar-Mathematik  sind  längst  Gemeingut  ge- 
worden, und  es  kommt  nur  darauf  an,  ob  der  Verfasser  sich  einer 
strengen,  deutlichen  und  einfachen  Darstellung  und  einer  guten 
Anordnung  des  Lehrstoffs  befleissigt    hat,    bei  verständiger  Be- 
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Ehg  des  ior  ihm  Geleistelen.  Wir  kitrincn  in  keiner  dieser 
Aongen  dem  Veriusser  unsere  AnerlfehHuiij;  versagen,  da 
r  auf  Divergenz  der  Ansichten  in  einif;en  einzelnen  Punblen 
t  anbonimen  Itann-  Was  luvilrderet  die  Uarsleilung  im 
betrifft,  sn  hat  de^  Uerr  Verrasser  sich  nicht  der 
Hte  des  Eudiiles.  und  der  griechischen  Ceoroeter  überhaupt, 
)  ZerspaKung  des  abzuhandelnden  Stoffs  in  einzelne  Erklä- 
mdffklr.e,  Forderungen,  Lehrsülze,  Aurcaben,  Zu- 
.  bedient,  sondern  hnt  einer  mehr  genetischen  Ent- 
äiiang  der  geometrischen  Wahrheiton  aus  einander,  iu  eitiTacher 
Aneinanderreihung  derselben,  den  Vnrxug  gegeben,  einer  Me- 
thode, die  beltaniilltch  in  Deutschland  zuerst  von  Thiliaut  zur 
Geltung  au  bringen  versucht  norden  ist.  Welche  von  beiden 
Methoden  die  beste  ist,  darüber  lasst  sich  im  eigentlichen  Sittnc 
nicht  rechten,  denn  es  rifhrcn  hier  mehrere  Wege  in  erspriess- 
licher  Weise  zum  Ziele.  Sehr  viel  knmmt  hiebe!,  wie  im  Lehr- 
Taehe  Überhaupt,  auf  die  Individualität  des  Lehrers  an,  welche 
Melhode  ihm  am  meisten  zusagt  und  welcher  er  sich  am  meisten 
gewachsen  Fühlt;  dieser  soll  man  ihn  Tolgen  lassen,  er  wird  doiin 
auch  das  Vorzüglichste  leisten;  und  den  Lehrern,  welchen  die 
letstere  der  beiden  genannten  Lehrmethoden  am  meisten  zusagt, 
glauben  wir  das  vorliegende  Buch  sehr  wohl  emprehlen  zu  dür- 
fen; auch  Gndel  ja  gegenwiirtrg  diese  letztere  Methode,  nie  es 
Echeint,   den  loeisteu  Beirall. 

Um  nun  Einiges  im  Einzelnen  zu  berühren,  sn  milchten  tvit 
ftlwa  rücksichtlich  der  Lehre  von  den  Parallelen  bemerken,  dass 
mä  bier  die  ältere  Euklidische  Methode  doch  gewisse  Vorzüge 
IU  baben  scbeinl.  Der  Unterzeichnete  hat  in  seinem,  ganz 
nacb  Euklidischer  Methode  verTaesten,  vor  mehr  ats  dreissig  Jnh 
ren  znm  ersten  Male  herausgegebenen  „Lehrbuche  der  ebe- 
nen Geometrie",  wnvon  knrzüch  die  fünfte  Ausgabe  (Bran- 
denburg 1802)  erschienen  ist  '),  auf  Seife  49  deutlich  darzulegen 
gesncht,  worin  ihm  die  bekannte  Schitierigkeit  bei  der  Darstel- 
lung der  Lehre  von  den  Parallelen  eigentlich  zu  liegen  scheint, 
und  zugleich  bervorgehoben,  dass  ohne  einen  dieser  Lehre  eigon- 
thümlichen  ernndsatz  **]  gar  nicht  auszukommen  ist.  In 
dem  genannten  Buche  ist  in  §.  04.  der  Satz:  Zwei  gerade 
Linien,  deren  jede  einer  gewissen  dritten  parallel  ist. 


UteTarisehcr  Bericht  CLSX. 

gind  selbst  parallel,  znm  Grunde  gelegt  nnd  änntttf  die  ganse 
Lehre  von  den  l'arallelen  gegründet  irordeo.  Es  ist  daher  dem 
Ciiter/.eichneten  erfrcnlich  genesen,  dnag  von  diesem  Satze  auch  uiifier 
Herr  Verraeeer  ausgegangen  ist,  nur  liädeti  nir  für  besser  gehallen, 
dass  dieser  Sstz  auch  hier  obtie  Weiteres  als  ein  Axiom,  also  nk 
ein  eines  eigentlichen  Beneisea  gar  nicht  mehr  fXIilBer 
Salz  hingestellt  worden  wäre.  In  der  Lehre  von  den  Parallelen 
scheint  ferner  auch  noch  deshalb  die  Euklidische  Methode  den 
Vorzug  zu  verdiene»,  weil  bei  Anwendung  derselben  der  Schulet 
sich  am  Deutlichsten  und  Bestimmtesten  bewusst  wird,  dass  es 
hier  ganz  besonders  auf  zivei  Sätze,  von  denen  der  eine  die 
Umbehrung  des  anderen  ist,  ankommt,  und  dass  die  Schwie- 
rigkeit in  der  Lehre  von  den  Parallelen  lediglich  oder  ivenigslens 
hauptsGchlicb  in  dem  Beweise  des  Salzes  liegt,  welcher  die  Um- 
kebrung  des  anderen  ist  Vielleicht  Tindet  es  der  Herr  Verfas- 
ser Tür  angemessen,  bei  einer  neuen  Auflage  diesen  Bemerkun- 
gen einige  Berücksichtigung  za  schenken. 

Auf  die  sogenannte  neuere  Geometrie  ist  gehfibrende  Rflck- 
sichl  genommen,  in  einer  zweckmässigen  Ausdehnung,  die  nnclr 
unserer  Meinung  bei'm  Schulttnterricbte  auch  hier  durchaus  nicht 
öberschrilten  werden  durfte;  ebenso  hat  der  Herr  Verfasser  auch 
die  Anwendung  der  allgemeinen  Arithmetik  bei  der  Lösung  ver- 
schiedener Aufgaben,  namentlich  bei  der  Berechnung  des  KlSchen- 
inhalls  gezeigt.     Historische  Bemerkungen  sind  mehrfach  beigeffjgt 

Die  ebene  Trigonometrie,  in  welcher  der  Herr  TerfauOT  nach 
der  jetzt  vielfach  gebräuchlichen  Methode  die  Erkl&rung  der  gonio* 
metrischen  Functionen  unmittelbar  an  das  rechtwinklige  Dreieck 
angeschlossen  hat,  scheint  mit  besonderer  Vorliebe,  ebenfalls 
mit  völlig  ausreicfaender  AusfiQbrlicbkeil  dargestellt  zii  sein.  Die 
Anwendung  der  goniometriseben  Functionen  znr  Auflüsnng  der 
Gleichungen  ist  an  einer  ziemlich  grossen  Anzahl  zweckmBsdg 
gewählter  FSIIe  gezeigt  und  auch  die  Anwendung  der  Trigono- 
metrie in  der  Praxis  ist  mit  Recht  nicht  unberücksichtigt  geblie- 
ben. Alle  Aufgaben  sind  durch  numerische  Beispiele  erlKutnl 
worden.  Vielfach  ist  uns  die  Klage  zu  Obren  gekommen,  das« 
bei  dem  mathemalischen  Unterrichte  auf  Schalen  die  durch  den- 
selben erlangte  Fertigkeit  und  Sicherbett  im  nnmerischen  Calcnl 
Manches  zu  wünschen  übrig  lasse.  Uns  scheint  diese  Klag« 
nicbt  unbegründet,  und  wenigstens  zum  Theil  suchen  wir  den 
Grund  dieser  mehrfach  nicht  ganz  genügenden  Fertigkeit  und 
Sicherheit  im  numerischen  Calcul  darin,  dass  nicht  immer  bei'm 
Unterrichte  auf  eine  Kürze  und  Sicherheit  der  nomeriscben  Rech- 
nungen verbürgende  Anordnung  oder  Form  derselben  die  ge- 
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Ii  Sorgftilt  veru-endcl  win).  In  ilieser  Rücksicht,  glnulien 
kat  der  Herr  Verrasser  in  liJesem  Buche  Voraiigliches  gelei- 
und  dasseliie  verdient  auch  ans  itiesem  Gesichtspunkte  zur 
Bescbliing  emiifolilen  zu  werden,  denn  ilie  vnn  ihm  gegebenen 
DaincTlschen  Beispiele  Itiinnen  in  der  ihnen  gegebenen  Form  und 
Anordnung  in  Wahrheit  ale  Musler  dienen.  Mancher  mehr  Ge- 
flbte  wird  seine  Rechnungen  vielleicht  noch  weiter  abzukürzen  die 
FShiglteit  liesilzen;  tur  SchQlcr  dürfte  nher  in  diesem  Buche  das 
richtige  Maasa  getroffen  sein.  Vieileichl  entschlieeet  sich  der 
Herr  Verfasser  Icfinrtig  noch  zur  Anwendung  nur  funratelliger 
Tafel»  statt  der  siehenslelligen. 

Auch  die  eigentliche  analytische  oder  Coordinaleu-Geonietrie, 
mit  EinschlusB  der  Conrdinaten- Venvandlung,  ist  mit  einer  der 
BeslimiRnng  des  Bnclis  entsprechenden  Anschaulichkeit  ond  in 
einen  auch  hier  vollkommen  hinreichenden  ümrange,  der  in  kei- 
ner Weise  hatte  flherachrilten  werden  dürfen,  bebandelt  worden, 
anter  Hinzufiigung  einer  nicht  geringen  Anzahl  analytisch  gelöster 
Anfgaben  (namentlich  auch  über  die  Berührungen  der  Kreise), 
bis  einschliesslich  xu  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten,  auch 
der  Quadratur  der  Parabel  und  Ellipse;  neun  die  Schüler  der 
üaterreichi sehen  Mittelschulen  das  ihnen  in  diesem  Theile  des 
mathematischen  Schulunterrichts  hier  Gebotene  sich  Trdtig  zu  eigen 
machen,  so  ist  für  ihre  künftige  Beslimniung  im  Leben  und  na- 
mentlich Rir  ihre  Ternere  mathematische  Ausbildung,  wenn  sie  in 
der  Mathematik  weiter  zu  gehen  beabsichtigen,  vollkommen  ge- 
sorgt. Die  lossere  Ausstattung  des  Buches  ist  vortrefflich  und 
auf's  Beste. 


Grunert. 


Astronomie. 


irtoriam  der  Gameten  -  Aelronomie  von  Dr.  Pb. 
Carl,  Privatdocent  an  der  Universität  München.  Mfln- 
chen,  Rieger'scbe  Universitäts-Buchhandlung.  1864.  8» 

In  seinem  grossen  Werke:  Com^tographic  ou  Trait^ 
hlfttortque  et  theoriquc  des  Conietes.  Tome  Premier. 
Paris  1783.  Tome  Second.  Paris  1784.  4».  lieferte  Pingr« 
flieht  nur  eine  sehr  vollsllindige  Geschichte  der  bis  zu  der  Zeit 
der  Herausgabe  dieses  immer  noch  wichtigen  Werkes  beobachte- 
ten und  berechneten  Cometen,  sondern  gab  auch  zugleich  im  zwei- 
ten Theile  eine  Darstellung  der  verschiedenen  bei  der  Berechnung 
der  Comeleuhabnen  angetvandten  Methoden,    'lie  auch  gegenwär- 
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tig  noch,  nenn  man  aach  jetzt  bekanntlich  im  Besitze  wmt  voH* 
kommenerer  Methoden  ist,  die  Pingr^  noch  nicht  kannte,  fo« 
grossem  Interesse  und  historisch  wichtig  ist.  In  seiner  dassi- 
schen  Abhandlung:  Ueber  die  leichteste  und  bequemste 
Methode,  die  Bahn  eines  Cometen  aus  einigen  Beob- 
achtungen lu  berechnen.  Weimar  1797.  8*^  lieferte  hier- 
auf Olbers  S.  36.— S.  66.  eine  sehr  werthvolle  Cometentafel,  die 
in  den  neueren  Ausgaben  dieser  Abhandlung  von  Galle  in  sehr 
verdienstlicher  Weise  verrollkommnet  und  weiter  fortgeführt  wor- 
den ist.  Diese  Arbeiten  hat  nun  in  der  vorliegenden  Schrift  Herr 
Dr.  Carl  in  München  wieder  aufgenommen,  aber,  was  ganz 
besonders  hervorzuheben  ist,  in  der  Weise,  dass  er  nicht  nur  ein 
solches  Cometen verzeichniss,  wie  die  vorher  zuletzt  genannten, 
:»ondero  vielmehr  eine  Cometographie  nach  ihrem  jetzigen 
Standpunkte,  wie  Pingrö  sie  ftir  seine  Zeit  lieferte,  zu  liefern 
versucht  hat,  welches  letztere  Werk  er  sich  daher  (5r  seine  Ar- 
beit zum  Muster  nahm,  ohne  sich  jedoch,  was  %iir  nur  voUkom- 
men  billigen  können,  wenigstens  fiir  jetzt ,  wie  Pingrö  that,  auch 
auf  die  Theorie  der  Berechnung  der  Cometenbahnen  einzulassen, 
indem  er  sich  also  vorläufig  auf  das  Historische  beschränkte. 
Wir  haben  mit  sehr  grossem  Interesse  von  dieser  Arbeit  Kennt- 
niss  genommen  und  können  dem  ungemein  grossen  Fleisse  und 
der  riihmlichen  Sorgfalt,  womit  der  Herr  Verfasser  auch  einen 
ungemein  grossen  Schatz  von  Literatur  in  diesem  Werke  aufge- 
speichert und  dem  Leser  vor  die  Augen  geföbrt  hat,  nur  unseren 
vollkommensten  Beifall  zollen.  Der  folgende  Hauptinhalt  %vird  dem 
Leser  zeigen,  wie  eifrig  der  Herr  Verfasser  sein  vorgesteckten 
Ziel  angestrebt  hat:  1.  Die  Cometen  bis  zum  Ende  des  XVf. 
Jahrhunderts.  II.  Die  Cometen  des  XVII.  Jahrhunderts.  III.  Die 
Cometen  des  XVIll.  Jahrhunderts.  IV.  Die  Cometen  des  XIX. 
Jahrhunderts.  V.  Die  periodischen  Cometen.  L  Die  Cometen  mit 
kurzer  Umlaufszeit,  a)  Der  Encke'sche  Comet  b)  Der  Biefa  sehe 
Comct.  c)  Der  Faye-MuMersche  Comet.  d)  De  Vicos  Coniet. 
e)  Brorsen's  Comet.  f)  D'Arrests  Comet.  g)  Winneckes  Comet. 
h)  Cometen  mit  kurzer  Umlaufszeit,  welche  nur  bei  einer  Sonnen- 
nähe beobachtet  wurden.  2.  Cometen  mit  einer  Umlaufszeit  von 
circa  70  Jahren,  a)  Der  Halley'sche  Comet.  h)  Cometen  mit  einer 
Umiaufszeit  von  circa  70  Jahren,  welche  bloss  bei  einer  einzigen 
Sonnennähe  beobachtet  wurden.  3.  Cometen  mit  sehr  grosser 
Umlaufs  zeit. 

Wie  wichtig  eine  solche  vollständige  Cometographie  u.  A.  schon 
deshalb  ist,  um  mit  möglichster  Leichtigkeit  erkennen  zu  können, 
ob  ein  erschienener  Comet  schon  früher  einmal  beobachtet  wor- 
den ist,  was  natürlich  hauptsächlich  nur  an  der  Uebereinstimmung 
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EJetuenle  erkannt  nerifen  kuiiii,  btauchen  nir  Mer  natürlich 
nicht  Heiler  zu  eiilnickcin,  unil  schKessen  daher  mit  dem  Wunsctie, 
(UsB  <tas  verdienstliche  und  ßei^itge  Werk  eich  recht  bald  in  den 
HSnden  aller  .Astronomen  befinden  mCge! 

Der  von  dem  Herrn  Verfasser  in  Aussicht  gestetlten  t'ort- 
sutxung,  tvorin  er  tvahracheinlich  auch  das  Theoretische  beson- 
ders berfttk  sich  (igen  wird,  sehen  wir  mit  Verlangen  entgegen. 


Kalender  für  alleStände. 
Karl  y.  Littrow.  Dtrector  de 
Mit  einer  Sternkarte.     Wien. 


18Ö5.  Uerausgegebe 
k.  k.  Sternwarte  in  ' 
Carl   Gerolds  Sohn. 


Wir  haben  diesen  Kalender  nun  schon  bo  oft  als  eine  sehr 
brauchbare  kleine  Epfaemeride  allen  Liebhabern  der  Astronomie 
emplobleti.  dass  wir  diese  Empfehlung,  itelche  das  Btlchlein  ge- 
wiss sehr  verdient,  hier  nicht  zu  wiederholen  brauchen,  da  seine 
für  den  genannten  Zweck  kaum  Etwas  zu  wfinschen  übrig 
lassende  Etnrichlcng  im  Ganzen  vSllig  unverändert  geblieben  ist. 
Ausser  der  eigentlichen  Ephemeride  ist  aber  auch  der  äbrige  In- 
batt  stets  ein  interysanler  und  lehrreicher,  so  nie  denn  der  vor- 
liegende Jahrgang  auf  S.  77. —S.  114.  die  Fortsetzung  der  im  vo- 
rigen Jahrgange  angefangenen  Aljhandluiig  ,,uber  die  Sonne" 
enthält,  welche  wir,  so  wie  auch  diesmal  die  sehr  vollständtge 
Darslellong  des  Plauelensystems  nach  den  neuesten  Beobachtun- 
gen und  Rechnungen,  recht  sehr  zur  Beachtung  empfehlen.  Wir 
bedauern,  dass  diese  Anzeige  durch  zufällige  (JmstSnde  etwas 
verzögert  worden  ist. 

i 

^^^^M  UDWersitä  italiane,  pubblicato  per  cura  dei  Pro- 
^Hbri  G.  Battaglini.  V.  Janni  e  N.  Trudi  Sic.  NapoM. 
^^Eilersr.  Ber.  Nr.  CLXVIII.  S.  11.) 

^^^^Anno  II.  Luglio  I8&1.  Sülle  forme  binarie  de' primi  quattro 
gradi;  per  G.  Battaglini.  p.  103.  —  Nuove  ricerche  dl  Geo- 
Otetria  pura  sulle  cubiche  gobbe  ed  ispecie  enlla  parabola  gobba; 
L.  Cremona.  p.  203.  —  Teorica  de'  covarianli  e  degli  in- 
ftnti;  per  G.  Janni.  p.  211.  —  Dimostrazione  della  quistione 
i;  per  M.  Ferrari,    p.  224.  —  Quistione.     p.  224. 


Vermischte  Schriften. 
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Anno  II.  Agosto  IS64.  Stilta  decoinposizioiie  d«ltr  ftmiiöül. 
fralte  razlonalt;  per  N.  Trndl.  p.  225.  —  Sülle  forme  binarie 
de'  [irtml  quattro  gradi;  per  G.  Baltaglini.  p.  243.  —  Sulla 
notazione  ubbrevialA  applicsta  al  teorema  di  BHanchon;  per 
V.  Janui.  p.  253.  —  Saluzione  dellaquistionen. 38;  pet  (>.  Ual- 
iBglini.     p.  ä.15.  —  Quitflione.     p.  296. 

Anita  II.  Sellembre  1664.  Sulla  decomposiiitui*  delle 
Tunzioiii  fratle  raxionali;  per  N.  Trudi.  p.  257.  —  Sopra  una 
proposizjone  elemenlare  di  calcolo  integrale:  per  E.  FerRola. 
p.  264.  —  Rlcerche  di  analUi  applicata  alla  geametria;  per  E.  Bei  ■ 
Irami.  p.  267.  —  SuH'  eqaazione  differenziale  delle  ^perficif? 
applicabili  so  rti  niia  superfipie  data;    per  U.  Dinl.    p.  282. 

Anno  II.  Ottnbre  IS&I.  Sopra  gli  assi  permaneoü  di  rota- 
xiane  di  un  corpo;  pfr  A.  MognL  p.  2Sä.  —  Intorno  ad  una 
meniotia  del  Stg.  0.  Turazia;  per  ü.  Baltagliui.  p.  295.  — 
Rkerch«  dt  »nalliü  applicata  aila  geonietria;  per  E.  Beltratai. 
p.  207.  —  Sugl'  inviirtaiili  «d  i  covarianti  delle  forme  binarie;  p«r 
G.Novi.  p.305.  —  Soluzion«  della  qui«tMiie  39;  per  L.  Kaiola 
e  G.  Torelti.  p.  315.  —  Soluüone  delle  quisliont  40,  41,42;  per 
E.  d'OvIdio.  p.  317.  —  äoluuone  delle  qiuslioni  40,41,42; 
p«r  N.  Salvatore  l>ino.    p.  319. 


Annali  dl  Mateinatica  pura  ed  applicata  pubblicad 
da  Barnaba  Torlolini  e  compilalt  da  E.  Itctti  a  Piaa. 
F.  Brioschi  a  Paria  *),  A.  Genoccbi  a  Torino,  B.  Torto- 
lini  a  Roma.    (Vergl.  Literar.  Ber.  Nr.  CLXVH.  S.  6.J. 

Tom.  VI.  NO.  2.  Equilihrio  di  un  oolido  incasiralo  in  un'  eslre- 
mitä  appogiato  nell'  altra  e  carricalo  di  n  pest.  Memoria  dell' 
Ingegnere  Domenico  Cipoletli.  p.  49.  —  Theorie  des  coor. 
donnees  curvilignes  quelconqnes  par  M'.  L'Abb^  Aoust.  p.  63. 
—  BlTista  bibllop^Acn-  Equazioni  finite  ed  equazioni  dif- 
ferenziali  di  alcune  curve  derivate.  Articolo  del  Pror.  U.  Tor- 
tolini.  p.  88.  —  Maniirc  de  compter  des  Anciens  avecles  doigta 
des  inains  et  autres  parties  da  Corps.  (Extrait  du  Tralado 
de  Hathematicas,  por  Juan  Perez  de  Moya,  Alcals  de 
Henares  anno  1573).  Par  A.  Marre.  p.  93.  —  Qoaestiones 
quas  Academiae  R^iae  Scieatiarnia  Borussicae  Classis  phyeica 
et  Toathematica  cerlamini  litteratio  proponit.  p.  95.  —  Pubblica- 
zioni  recenti.     p.  96. 

Tom.  VI.  t>fi.  3.    Intorno   alla  rettificazioiie  e  alle  proprietA 

*)  Jot7t  ia  Mailand, 
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coustirbe  secoorfarie.  Sru<lln  M  Prof.  A.  Irenocchi-  p.  W, 
—  M^motre  sur  les  progrcssiona  des  dtvera  ordres  par  le  l*4re 
.1.  I<.  A.  Le  Cotnle  de  la  Compagnic  d«  Jcsos.  p.  134.  — 
■Irtsta  lilbllocrsflcs.  Pf«priel&  dt  alovM  enrv«  a^ebrkke. 
ArliMln  de!  Praf.  B.  Torlollni.  p.  150.  —  PvbbrKMioai  te- 
c«ntl    p.  I!t2. 

SitxnnKsbeTicbte  d«r  Idiiiigl.  Bayetlsciien  Akade- 
mie der  Wiasenscbaflen  in  Müuclieii.  (VcrgL  Litersr. 
B»r.  Nr.  CLXV.  S.  14). 

1804.  I.  Heft  tu.  Necrolog  auf  h'errfinand  v  Schmr.- 
gor.    S.  196. 

I8«l.  I.    HertlV.    UeftV.     1864.11.   flefll.    Diese  Hefte 

entbaltea  in  den  Kreis  d«s  Archivs  gehörende  AarBdtEe  nicht. 

1864.  II.  Hofl  II.  Laniont:  I)  Ueber  den  EinQuas  dea 
Mondes  aurdie  Ma);neli)adel  (inil  drei  lithograpb.  Tafeln).  2)  Üeber 
die  j&brlicbe  Periode  dea  iiaronielera.  3)  Ueber  die  sebnjSbrige 
Poriode  der  mAgneliachen  Variationen  nnd  der  Sonnenflecken.  — 
So  wie  alle  Arbeiten  Herrn  Laniont's  aufdieaeii  Gebieten  haben 
wir  auch  die  vorliegenden  Aufattt?:e  mit  groasem  Inleresae  gcleacn 
und  empfeblen  sie  unseren  Lesern  recht  sehr  zur  Bvachlutig,  in- 
dem wir  gern  besonders  hervarheben,  iluss  wir  nsmenttich  das 
am  Ende  dea  dritten  AuTsatzea  ausgesprochene  Urtheil  fiber  den 
„Standpunkt,  welchen  jetzt  die  Untersuchung  der  So n- 
noofleckcn  einnimmt"  ganz  zu  dem  unsrigen  machen  und 
demselben  in  allen  Bciichungen  beistimmen.  Dasselbe  lautet  Tot- 
gendormassen  :  „Nimmt  man  dio  Tabellen  de«  Herrn  8chnabe 
cur  Hand,  so  dradctHicb  darin  überatl  daa  KegelmSsKigppriodiBcbe 
aus.  liani  andera  verbfilt  sich  die  Sache,  iveim  man  die  jSbr- 
lieben  Resultate  der  Beobachtungen  von  Sluudacfacr,  Zuc- 
Goni,  Flaugcrgues  betrachtet;  denn  hier  treten  auch  in  den 
Jabreu,  wo  die  Beubachtungen  itabircich  ivaren,  so  aufrallende 
prange  hervor,  dass  man  versucht  sein  könnte,  eine  gSnilirhc 
Atnderung  in  den  VerfaKltiiiasen  der  SonnenntmosphKre  voraus- 
mwelzen,  wenn  man  nicht  beuchten  nCtde,  dass  die  genannten 
Beobachter  weder  eine  bestimmte  Methode  im  Auge  hatten,  noch 
dnea  bestimmten  Zweckes  sich  boivuast  waren,  noch  hinrci- 
diMde  optische  Hilfsmittel  bcsassen.  Erat  wenn  die  n&ch- 
Stea  2tvoi  Üecennleu  die  vorhandenen  Grundlagen  befeaüget  und 

liiert    haben   werden,    wenn    über    die    iiiitglichc   UrGase    der 
if  der  uns  zugewendeten  und  abgewendeten  Seite  J 
lue  Nfiherea  conslaltrt  ist,  und  Anhnitspunkle  fSr  «lael 
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Kritik  der  älteren  Beobachtungen  genonnen  tiind,  ina^ 
eine  uinsichtige  Benätzung  derselben  für  die  Theorie  von  einigem 
Vortbeil  sich  eriveisen,  "oj^egen  die  uiunittelbare  Vcrelnl- 
guns  des  alten  und  neuen  naterlalH  ohne  alle  Kiitlli 
nur  KD  lialtloHen  XatüenbestlmmunKen  f Obren  Icann. " 
—  Wer  sich  jetzt  solchen  Beobachtungen  nidmel,  sollte  auch 
nach  unserer  Meinung  sich  immer  vorballeii,  dass  er  zunKchst 
nur  für  die  Folgezeit,  vielleicht  für  eine  sehr  späte,  arbeitet,  und 
dasa  er  eben  deuhalb  eich  auch  nur  der  slSrLsleii  und  krSdigalen 
Beobachtungemitlel,  wie  sie  die  gegemvSrtige  Zelt  nur  irgend  xu 
liefern  im  Stande  ist,  bedienen  dliire.  Aber  rreilicb  möchte  jetxt 
Jeder  immer  gern  gleich  ein  Newton  iverdeu  und  bedenkt  niebt, 
dass   Nenton  einen    Kepler  zum  Vorgänger  hatte! 

18*^4.    II.    Heft  111.     ScbÜnletu:    Weitere    Retträge    zut 
Kenntntss  des  Sauerstoffs.     S.  'i40. 


* 
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Literarischer  Berieht 

CLXXI. 


Gescliirhte  und    Literatur   der   Mathematik  und 
Physik. 


Almariach   der   kalflerlicbu»  Alcuttc 
Bchiifleti  iii  Wteii.     Viersoliiilcr  Jahrg< 


ie   dar   Wiatien 
.g.     1««4. 


Der  dreuebnle  Jahrgaog  dieses  immer  vifle«  luteressanle  eiit- 
bAltfnden  Alniatiadis  «Iner  der  ersten  Akudera'meD  der  Wlsseu- 
»Gb»r(eii,  den  «ir  schnn  •il'ltTs  als  einen  «iclttigen  Beitrag  cur 
Literatur  der  Malhemalik  und  Fhy»ik  bi-zeielmet  balien,  ist  im 
LUerar.  Itcr.  Nr.  CLXVIl.  S.  2.  angcteigl  worden.  Tier  vorlie- 
geode  vicrxehnte  Jiiliruang  entfiäll  xuvürderet  im  Anhange  S.  7. 
—  8.  '-JO-  die  Rcdv  des  hochverdienlen  Präsidenten  der  Akademie, 
des  Herr»  Freiherrn  v.  Haumgnrtner,  Cilier  „Die  mecbanlHche 
Theorie  dor  WSrme",  »elrhc  wir,  ihres  sehr  grnsscn  lal«' 
reeaes  itnd  ihrer  gerade  hei  diesem  Gegenstände  ho  wichtlKen  uii* 
eomvinen  OeutlicIiLeit .  Klarheit  und  Bestimmtheit  nc)(e».  unseren 
Lebern  schon  im  Archiv.  ThI.  XLIl.  Nr.  XXII.  ä.  H  I  vollstfindiR 
niitgelheill  haben,  se  das»  wir  über  dieselbe  jetzt  nichts  weiter 
tm  sagen  braucben.  Ausserdem  entblllt  derselbe  im  Anhange 
S.  103.— S.  170.  eine  Lebensnlcltio  des  verdienten  .\stronomen 
Mas  Weisne  in  Kmkau,  desncn  Tod  schon  im  Literar.  Berichte 
Nr.  ('LXII.  S.  I.  vorl.lußg  angezeigt  worden  int;  wir  werden  diese 
van  dem  Verstorbenen  sribsl  verl'asiile  Lebensibliito  tullHlKodi^ 
mitthcilen,  sobald  uoa  der  uns  jetzt  fehlende  Itoum  daxu  zu 
Gebolfl  alchl,  und  bemerken  daher  (iir  jelxl  nur.  da»s  Weisse 
mm  IS.  Oclebor  I7U8  iu  Ladendorf  In  Ueslerreich  geboren  war 
und  am   10.  Uclober  I8fi-1*]  in   Krabau  in  Folge  einer  langnlcrigen 


•)  Im  I.i(er>r.  Her.  \>.  CL\1I.  S.  I 

kaaimenen  Naclitichl.  wahraelieiatfcli  i 
uli  Todnitag  •ngi^bsD. 
'l'bl.M.IIl.  IIII.3. 


Ul  B 
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Cntardin^  der  i'nlerleilisorgane  starb;  ein  verdicnsHiches  »ollgtSo- 
diges  VeTzeichniss  aeiner  Schriften  ist  Seite  170.  — Seite  172. 
niitgetbeilt.  Ausserdem  enthält  der  vorliegende  Jahrgang  noch 
bebenssfeiuzen  von  F.  X.  M.  Zippe,  J.  Kussegger,  E.  Mit- 
scherlich  und  Heinrich  Rose,  die  beiden  ersten  Mineralogen 
die  beiden  leteten  Chemiker,  Die  Lebensskizze  von  Russeggei 
ist  sehr  ausführlich  (S.  108.— S.  163,)  und  bietet  des  Interessanten 
Vieles  dar,  namentlich  auch  über  die  vielen  Reisen  des  ausge- 
aeicfaiicten  Mannes.  Der  Bericht  des  General-Secret.'irs  und  Se- 
crelirs  der  malbeniadech-naturwissenschafllichen  Klasse,  dea 
Herrn  Professor  A.  Schrötler,  fiter  die  Arbeiten  der  Akad*.. 
mie,  liefert  wieder  ein  hilchst  anziehendes  und  erfreuliches  BlWl 
von  der  so  ausgebreiteten  und  verdiene llicben  WirksamLeit  di^^ 
«er  berühmten  Körperschaft. 


Rivisln    llaliana    di    scienze,    letlerc    eil    urli    coli« 
ridi     della    )iui)blica     ielructione.       Anno    aesla. 
N. -237.    10  aprile  1865.    N.  «18.    17  nprile  1865.    4". 

In  den  beiden  vorher  genannten  Nummern  der  f^r  das  ge- 
sammte  Unlerricblstvesen  des  Kiinigreichs  Hallen,  namentlich  anch 
in  amtlicher  Rücksicht,  wichtigen  und  ITir  Jeden,  der  an  der  Eni- 
(vickelung  des  neuen  Italiens  lebhaften  Antheil  nimmt,  sehr  in-, 
feressanten  ..Rivisfa  Italiann"  finJetslch  ein  sehr  lesensnerlher 
längerer  Aufsatz  des  Herrn  Professor  Cremona  in  Bologna 
unter  der  Ueberschrift:  Sulla  storia  della  prospettiva  an* 
tica  e  moderna.  Wir  messen  einen  Jeden,  der  sich  für  die 
Geschichte  der  Perspective  interessirt,  auf  diesen  aasfabrlicbeD 
und  eingehenden  Aufsatz  uro  so  raebr  dringend  aufmerksam  machen, 
neil  die  Zeitschrift,  in  ivelcher  derselbe  abgedruckt  ist,  tvoU 
namentlicb  in  Deutschland  wenig  bekennt  sein  dGrfte,  und  deshalb 
die  genannte  sehr  verdienstliche  Arbeit  sich  leicht  der  so  sehr 
verdienten  Beachtung  entziehen  könnte.  Wenn  auehdieser  Auf- 
satz sich  zunächst  an  das  auch  von  uns  im  Literar.  ßer.  Nr.  CLXX. 
Sei^  4.  bereits  angezeigte  verdienstliche  Werk  des  Herrn  Poa- 
dra  (Histoire  de  la  Perspective  etc.)  anschliesst,  so  tat 
er  doch  als  eine  durchaus  selbstständige  Arbeit  zu  betrachten 
und  liefert  in  der  Tbat  eine  kurze  wirkliche  Geschichte  der  Perspe- 
ctive, wogegen  das  Werlt  des  Herrn  Poudra  —  wie  auch  von  uns 
a.  a.  O.  bervorzaheben  nicht  unterlassen  worden  Ist  —  mehr  eine, 
nalOrlicfa  in  ihrer  Weise  hCcbst  verdlenatlicbe  und  anerkennangs- 
werlbe,  sehr  eingehende  Charaklerisirung  einer  grossen  Anzabl 
VOR  zum  Theil  weniger  bekannten  und  schwer  zugSnglicfaen  Wer- 
ken aber  die  Perspective  liefert.     Dieses  verdieDstliche  Werk  ent- 
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''Mit    dfther    tliitcb    t)i«    Atbeil    >le>i    Herrn   Crenint 
•vesenllicbe   VervolUtSndißung,    no  dass  wir  tiim«re 
I  mich   alle  Kiinatter    -    nur  iriederboll    niif    it 
lornierksam  zu  mnclieii  (St  unttere  I'flichl  halte 


Leser  —  ja 
v.anWiti  recht 


A  r  i  1 1)  in  c  t  i  k. 

M.-ilhpmatlsche  AuTi^ubeii  suro  Gobraui^bv  In  ilen 
aberslen  Klassen  bliherer  Lehranslallcn.  Aas  ilen  Iici 
Abilarieuten-Prririingen  preuBsischer  (jymntisicn  iiud 
HealschnUn  iteelellten  AuTgalien  ausgeivShIt  utiil  mit 
HlnxufnKiiiif;  ijcr  KcRultate  zu  einem  UelinngslMiche 
vereint  von  II.  C.  E.  Alartas,  Oberlehrer  an  ilcr  k.liiiK- 
»IKcitiachen  Realscliulciii  Uerltn.  II.  Keiauttute.  nreifa- 
walil  1865.     C.  A.  Koch's  Verln^s-Biichhanillung.     H". 

Als  f*ir  in  ilvr  vorigen  Nutiitiier  uneerer  Literiiriscben  llcricble 
am  SchluNd  der  Anzeige  des  ernten,  Hie  Aufgaben  enthalleriilen 
Tboiia  dieser  (refflicheti  AurKaben-Naninilung  die  HoffintnK  auB- 
spracben,  dasa  der  zweite,  die  Resultate  enlhalleiidc  Theil  tu 
der  nKchsten  Zeit  erscheinen  vvurde,  konnten  «vir  doch  bäum 
gtanbeii,  Uaeü  nir  sibon  in  dieser  Nummer  dos  grosse  Vergnügen 
lieben  nQrdcn,  das  wirkliche  Erscheine»  dtesca  zweiten  Theila 
apr  AnzeiKfi  >■>  bringen.  So  liegt  denn  nun  aber  dieses  atiMgc- 
i^eichnete,  gewiss  dem  niatbema tischen  Unterrichte  grosse»  Nutzen 
bringende  Buch  vollslHndig  vor  uns.  Uass  durch  die  vollständige 
B^iftigun;;  der  ItesuKate  dem  Lehrer  und  dem  seibat  arbeitenden 
Schdier  nur  erst  der  volle  Nutzen  gebracht  werden  könne,  ist  iin« 
nie  aweirelbafl  gewefcn,  und  wir  glauben,  da»i»  dem  Herrn  Ver> 
faiaaer  der  grttsste  Oaok  gebfibrt,  sich  der  grossen  Miihe  der  voD- 
atfindigen  Ausarbeitung  der  Kcsullate  unterzogen  zu  haben,  wozu 
wahrDoh  grosse  Ausdauer  und  der  anhaltendste  Fleiss  gehlirle. 
SLogletcb  hat  er  aber  auch,  nie  der  vorliogonde  zncite  Thell  deut- 
lidi  zeigt,  diese  schwierige  und  mühevolle  Arbeil  mit  sehr  groa- 
•em  Geschick  nod  sehr  grosser  Sorgfalt,  namentlich  aucti  rück- 
alchtllch  der  numerischen  Rechnungen,  die  immer  bis  zu  einer 
mehr  als  ausreichenden  Anzahl  von  Uecimalon  forltieführt  sind, 
tff  Ijtandu  gehtiicht;  dabei  sind  uoch  bin  nod  wieder,  wo  es  «ich 
^a  fiolhwendig  berauaslelllo.  In  betgcfilglen  Anmerkungen  Fin- 
gerzeige zur  richtigen  oder  verlndrrlen  AuFTaasung  u.  s.  w.  der 
belreffenden  Aufgaben  gegeben,  ao  dass  hiernach,  v\t  jede  Seite 
selgt,  der  Herr  Verfasser  sich  seiner  Arbeit  mit  der  giüssten 
Lieb«  ind  —  wie  man  tilckslcbllicb  der  F.nlslehung  dieses  Uucb« 
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mit  Recht  sagen  kann  «—  niit«  die  wärmste  Aoerkennong  verdie- 
nendem ,  wahrhaft  patriotischem  Eifer  gewidmet  hat  Da  vnt  scImi 
bei  der  Anzeige  des  ersten  Theils  den  Inhalt  in  ziemlicher  VoU- 
stHndigkeit  angegeben  haben  und  dieser  zweite  sich  jenem  natür- 
lich genau  anschliesst,  so  brauchen  wir  hier»  auf  unsere  frflbere 
Anzeige  verweisend,   über  den  Inhalt  nichts  weiter  zu  sagen. 

80  liegt  denn  nun  hier  ein,  namentlich  auch  wegen  der  Neu- 
heit seiner  Aufgaben  gewiss  sehr  nutzliches  und  sehr  zu  empfeh- 
lendes Buch  vor  uns,  welches  zugleich  —  wie  wir  schon  früher 
sagten  —  ein  gutes  Theil  Geschichte  des  mathematischen  Unter- 
richts auf  den  preussischen  höheren  Lehranstalten  liefert,  ond 
den  für  einen  Jeden,  der  an  diesem  Unterrichte  lebhaften  Tbeil 
nimmt,  im  höchsten  Grade  erfreulichen  Beweis  liefert  von  dei 
grossen  Aufmerksamkeit  und  Sorgfalt,  welche  von  den  hohen  and 
höheren  preussischen  Unterrichtsbehurden  dem  Gedeihen  dieses 
wichtigen  Unterrichts  von  jeher  gewidmet  worden  ist,  auch  jetit 
fortwährend  gewidmet  wird  und  immer  gewidmet  werden  wird, 
wie  auch  die  ZeitverhSitnisse  sich  noch  gestalten  mögen;  aber 
auch  dem  Eifer,  dem  Geschick  und  der  Umsiebt,  mit  welchem 
die  preussischen  mathematischen  Lehrer  sich  dem  vertrauensvoll 
in  ihre  Hände  gelegten  Unterrichte  gewidmet  haben,  wird  Nie- 
mand seine  wärmste  Anerkennung  versagen,  der  das  vor/legende 
ausgezeichnete  Buch  mit  unbefangenem  Blick  in  die  Hand  nimmt 
und  mit  wahrer  Kenntniss  dessen,  was  durch  den  mathematischen 
Schulunterricht  —  der  gewisse,  sehr  bestimmt  bezeichnete,  auch 
in  diesem  Buche  sehr  richtig  festgehaltene  Gfänzen  nach  unserer 
schon  oft  ausgesprochenen  Ansicht  nie  überschreiten  darf  —  er- 
strebt und  erreicht  werden  soll,  einer  sorgfältigen  PrSfung  unterwirft« 

Zum  Schluss  dieser  Anzeige  möchten  wir  noch  den  Wunsch 
aussprechen,  dass  man  auch  in  anderen  Ländern,  wo  regelrois- 
sigp.  Abiturienten -Prüfungen  schon  seit  längerer  Zeit  eingeführt 
sind ,  mit  ähnlichen  Sammlungen  wie  die  vorliegende  hervortreten 
möchte,  deren  Nutzen  von  jetzt  an,  wo  mit  der  vorliegenden  eio 
so  Guter  Anfang  gemacht  worden  ist,  gewiss  von  keiner  Seite  in 
Ah  rode 'gestellt  werden  wird. 

Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  Arithmetik  und 
Algebra.  Zum  Gebrauche  in  Ober  -  Realschulen  und 
Gymnasien  überhaupt  und  für  jeden  IM athematik-ße- 
flissonen  insbesondere.  Bearbeitet  von  Dr.  Johann 
Rognor,  Professor  der  Mathematik  in  Graz.  Zweite, 
'iurchaus  umgearbeitete  und  bedeutend  vermehrfe  Auf- 
iHffe.     Wien.  Gerold.  1865.     8". 


iae  In  tweiter  Auflage  uns  vorliegende  Aurt;iilien-SnniTuliini[, 
schon  in  ibrer  ernten  Auflage  von  <1oni  b.  k.  Untertlcliln- 
fflr  (ieii  Gebrauch  auf  den  kaiserl.  i'isteneichiscben 
Bn  Lebrotietolten  approbirt  norden  ist,  enthält  einen  sehr 
Schatx  von  Aufgaben,  sowohl  für  die  allitemeine  Arith 
und  Algetir»,  als  auch  Kt  die  besondere  oder  sag<;iiaiiiil<' 
Arithmetik,  so  wie  sich  denn  der  Herr  Verfasser  bekannt 
lieh  Qb«rhaupt  durch  Herausgabe  mehrerer  Aurgaben-Samnilungen 
Rir  die  verschiedenen  Theilc  der  MathemaliL,  auch  fdr  die  hnherc 
Analysis.  bereits  melirfach  sehr  verdient  gemacht  hat.  Die  vor- 
liegende Sammlung  besiebt  aus  drei  Haupt -Abtheilungen  Die 
«»te  Abthcilong :  A  IlLüem  ein«.'  Arithmetik,  Algebra,  eiithSU 
3143  Aufgaben;  die  zweite  Abtbeiluuß;  besondere  Aritbroo- 
llk,  reine  und  angeivandte,  608  Aufgaben;  die  drille  Abthei 
lang  liefert  die  Resnltate,  die  aber  in  zweckmässiger  Weise  bei 
den  leichteren  Aufgaben  Kum  Theil  gatiz  »eggelassen  vtoiden 
«hid,  wogegen  wiederum  l>ei  schwierigeren  Aufgaben  der  Herr  Ver- 
fasser besondere  Aiiduulungcn  7,u  den  t.iir'urigcn  xu  geben  nicht 
unterlassen  hat.  Ks  ist  hier  dem  Lehrer  jedenfalls  ein  sehr  reicher 
Schal/  der  verscbicdenarligslen  Aufgaben  geboten,  welche  alle 
Theile  der  so^eiianuten  niederen  Arithmetik  umfassen,  und  auch 
«chwierigere  Theile.  die  sonst  gewöhnlich  unlierücksichligt  blei- 
ben, wie  7..  B.  die  Determinanten,  lier  polynoniiscbe  Lehrsatz 
neben  dem  binomischen,  vieles  auch  entfernter  Liegendes  über 
die  Kcllenbrüche  n.  s.  w.  sind  in  den  Kreis  der  milgelheilten 
Aufgaben  gezogen  worden,  sn  wie  denn  auch  in  der  Lehre  von 
den  Gleichungen  bis  xu  den  Glntcbungen  des  vierten  Grades  ge- 
gangen worden  und  die  L<">sutig  hilherer  nnmerischer  und  Irnn- 
scendenter  Gleichnnt;en  nicht  unbcrücksielitigt  gcbliebin  Ist.  Be- 
sonders reich  bedacht  scheint  uns  die  nllirenieine  Arilfimetik  ku 
sein,  wo,  ivas  wir  nicht  nur  vollkonjmen  billigen,  sondern  atii-b 
gani;  besundera  anerkennen,  der  Transformation  analylischor  Aus- 
drucke! auch  cumplicirlerer,  ganz  besondere  Aufmerksamkeit  ge- 
widmcl  wurdtrn  ist;  diese  zu  transformirenden  Ausdrücke  bat  der 
Herr  Verfasser  theilweisc  mit  sehr  grosser  Naclikenntniss  und  dem 
grßssten  Fleisse  au»  den  Schriften  neuerer  IVIalhcnmtiker  über 
die  verschiedenartigsten  Uegenstlinde  entlehnt,  wodurch  allen 
Lehrern,  und  dem  mathematischen  Unterrichte  überhaupt,  ein 
sehr  grosser  Dienst  gelcislel  wird,  weil  »ir  gerade  solche  Trans- 
formationen für  eins  der  geeignetsten,  »irksamsteu  und  besten 
Mittet  halten,  dem  Schüler  die  so  nnthwendige  Ucbung  im  alge- 
braischen Cnk-ul  zu  verschaffen.  Viele  Aufgaben,  nanientirch 
Dfller  den  algebraischen,  haben  auch  eine,  mit  Rücksicht  auf  den 
Unterricht  in    üe.r  Physik,    lehrreiche    (ihysikalische   Einkleidttug 


andere  sind  nn  hislorUeb«  Facta  anf>cscbtoascR  I 
I  n.  9.  w. ,  nas  Alles  das  lulercss«  des  ÜchOlers  oii  duui  i  ~ 
neu  Gegcnstanüo  xu  ertinheii  und  zit  beleben  geeigti«!  ist. 
allen  diesen  Gründen  glauben  nir,  <lasR  da»  voiIiei;«ndc  Uucb  (t 
:ille  Lehrer  der  Motbematik  die  breit:  Empf«lilun(>  r«i:bt  i 
verdient  und  dass  demselben  die  allgemeinste  und  sotglllbgib 
Beachtung  bei'm  iiiatliematiscben  Untcrrii;b(e  in  jeder  Beiiel)nn| 
sehr  zu  nünscheii  ist.  Der  uns  hier  tu  Gebote  stehend«  Nana 
gestattet  bei  dem  sehr  grossen  Itdchtbuni  des  Inliiüts  eine  * 
etHndige  Angabe  desselben  leider  nicbl,  nesjialb  trir  uns  b«( 
gen  müssen,  noch  etwas  ausrohrlicher,  als  scbun  olien  KeackdbiB. 
diejenigen  Partieen  hervorKuhcben.  »eiche  nicht  lu  den 
larüten  gehurcn  und  hier  eine  sehr  eingebende  BcrGcixichllfiiBg 
gerunden  haben.  Wir  rechnen  dabin  die  folgenden :  Kelteuhri 
Eigenschaften  der  Keltenbriichc  und  Verwandlung  geirAkBlicbsr 
Brüche  in  Keltenbrtiche  und  umgekehrt.  S.  84.— S.  t«.  —  ImB^i' 
nHre  Wurscigrüssen  (laterale  Zahlen).  S.  III.— S.  117.  —  VJcbcr 
das  Ausziehen  von  hriheren  als  dritten  Wurzeln.    S.  |-23.— S.  VIL 

—  Sehr  viele,  keineswegs  leichte,  vermischte  Aufgaben  üb«  Wut 
zelgrr)6sen.  S.  )24.~S.  130.  —  Berechnung  der  L.<iganlhinen  u.a.n 
S.  133.-».  137.  -  Gauss'sche  Logarilhnen.  S.  137.  —  Deler. 
ininanten.  S.  160. — S.  161.  —  Binomischer  Lebrsali.  auch  vide»i 
selbst  tiefer  und  entfernter  Liegendes  aus  der  a11t;emeinen  Tlieo- 
rie  der  Binomial  Coefiicienten.  S.  102.— S.  166.  -  Fulynumuchei 
Lehrsalz.  S.  160.— S.  167.  —  Diophantischc  Gleichungen  des  ersten 
Grades.  S.  269.— S.  273.  ~,  Dioiihantische  Gleichungen  des  iw*i- 
ten  Grades.    S.  274. — S.  276.  —  t^nbische  Gleichungen.     S.  57 

—  S.  381.  —  Uiquadralische  Gleichungen.  S.  -JHl.— S.  ^i. 
Regula  falsi  und  Iranscendentc  Gleichungen.  S.  284.— S>  ÜÜ. 
Hlihere  arithmellscbe  Reihen.  S.  304.  — S.  306.  —  Wabracheiu- 
lichkeits-  Rechnung.  (Vorbegtiffe.  Einfache  Wabt&cbeialielikeil. 
Relative  Wabmcheinlichkelt.  Zusanimcngeselzlt  Wahrscheinücb- 
keit.  MathcmDlisclie  Erivnrtung  und  Hegeln  beim  Spielen  und 
Wetten.  Auch  Vieles  über  Sterblichkeit  und  tias  dahin  fiebüit.) 
S.  307.  — S.  316.  —  Ganz  eben  so  rEicbllch,  m ie  - itiernach  dl« 
allgemeine  Arithmetik  und  Algebra,  ist  die  sogenannte  geflietli* 
Arithiuetik  in  ihren  reinen  und  angeMandten  Theilen  bvdacklr 
Biese  höheren  Orts  für  den  Gebrauch  auf  den  biJheren  österr^* 
cbischen  Lehranstalten  besonders  a|i|irobirte  Sammlung  ((«Tffl 
xugleich  von  Neuem  den  erfreulichsten  Reweis  von  dem  Ümraog« 
und  der  Gründlichkeil,  womit  anf  diesen  Lehranstalten  ilor  mathe- 
matische und  verwandle  Unterricht  erlheilt  tvird. 


feng  aas  einem  Schreibea  des  Ileirii  t'rofessor 
Uoücl  an  ilen  Heransgebcr. 

Bordeaux  3{(  avril  I&65- 
EVouB  aji[iren(lrez  sane  cloale  avec  plaislr  que  MM.  Vleiveg 
■ntepria  de  Taire  parailre  une  Edition  fran^aiGe  des  helles 
Scbrün,  et  par  rinlermäiliaire  d'un  de  mes  ainis. 
fr.srdel,  professeur  it  la  Pai^uilä  de  Pariij,  j'ai  ete  cbarg^  de 
Hirer  celle  Edition.  J'ai  Jil  y  faire  une  Introducfion,  pour  rem- 
de  l'auteur,  ijiie  le  public  rran<;ais  n'aurail  ßui^re  la 
^ce  de  lire.  —  Je  doute  <|ue  la  jialience  alleinande  aille  elle- 
t  jusque  la.  —  La  r^dacHon  de  cede  Introducli'in,  oft  j'ai 
aplitjuer  avec  (juelques  dcveloppcmenis  ce  que  Ics  Tablee 
pchrSii  ont  de  particulier  soue  le  rapport  de  la  pr^cisioD 
I  rournissent ,  celle  redacliati  tn'a  coötä  assez  de  fravail. 
i  s]  i'aurais  rtiussi  ä  etre  clair  sans  £tre  (rop  long. 
i'ti  proGt^  de  l'occasion  pour  oblenir  de  MM.  Vieweg  deux 
I  aro^liorntions,  qei  augmenleront  bcaucoup,  je  crnis,  la 
lodil^  de  ces  lablea.  Dans  la  Table  I,  nn  repetera  au  bas 
(Ifl«ha(]aeerii9einblededeus  pages  eii  regard  lea  valeurs  des  noiiibres 
e,  logc=  Itf,  logiU, 
u,  logjt,  ß"  =  -2(W264".8[.  log«". 
Paris  la  Table  II,  on  inscrira  en  haut  et  eil  bas  de  chaque  page 
les  nonibres  de  dea;r^»  (sans  minules)  eii  caractjtres  Ires-appa- 
renU.  VoWk  ce  que  j'ai  obfenu  en  faveut  de  la  France ;  j 'es p6re 
que  rAlleniagne  en  profitera  au^si  a  son  tuur. 

Mon  uutte  £;rande  (Ache  e»l  rimpression  de  nies  Tobles  coiu- 
pltfmentslres  a  qnalre  decimales,  dont  je  vous  ai  d^jä  parle  plu- 
stenn  Tois,  et  qni  me  cnilternnt  beaucoup  de  Iravail;  car  il  y  a 
betmcoup  de  parties  pour  lesquelles  je  n'ai  pas  de  modele  ä  Guivre." 
Ich  hiibe  über  vorstehende  Nachricht,  dass  von  den  Schn'in- 
Bcben  Tafeln  eine  fran£r>sisclie  Ausgabe  erscheinen  soll,  mich  seht 
gefient,  und  «(insche  sehr,  ilaes  von  den  zu  envartenden  vier- 
stelligen Tufplti  dcx  Herrn  Professor  Hoüel,  sobald  sie  erschie- 
nen, eine  deutsche  Ausgnbe  veranslallel  »erden  müge,  so  nie 
dies  mit  den  luiifsletligen  Tsrelii  desselben  Herrn  Verfassers,  die 
wegen  der  von  ihnen  gcHähilen  Leichtigkeit  und  sehr  grossen 
Genauigkeit  iler  Rechnungen  nicht  oft  genug  dringend  empfahlen 
werden  künncn,  bereits  geschehen  ist.  Gruiicrt. 


Die  Lehre  von  den  elliptischen  Integralen  und  den 
Theta-Functionen.      Von  K.   H.  Schellbacb,    Professor 
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e:hall:n.  andere  üiod  an  historische  Facta  an*    «l««»®*"  J 
ü.  ^.  vv.,  was  Alles  das  loteresse  des  Schu'  -*Aeraie  lu  »«»  ^.^ 

ner.  (.iesenstande  zu  erh«'iheii  ood  zu  b'  |    ^,: 

riücn  diesen  Gründen  glauben  fiir,  d?  iVerkc  ein  Lehrbuch  d<r 
nlie    Lehrer    der   Slathematik  die  ^  ,efert,    welchem  ^  :  eiMm 
\  erdient  und   dass  demselben  die  ^,  Lehre  nach  ihreij  neueren 
Beachtung  bei'm  inathemalische'    j^halte   bekannt  machen  «ill. 
sehr  zu  wünschen  ist.     Der  v  ^  j,^  j^^^^  Beziehuns  e:  ^fehlen 
cestattet  bei  dem  sehr  gnw'  ,^j  ^u  demselben  durch  e'aiehen- 
ständige  Angabe  desselben    ^^nt  gemacht  zu   haben  uLuhen*^ 
sen  müssen,  noch  etwa»    ,^,311  ^^1,^  deutliche,    c-cr-lnele  un»i 
diejenigen  Partieen  hr       j;^  ^,^  srosser  Umsicht  .ien  Lebrlin- 
tarsten  geboren  und        ]^^^^^^  ^^  vorzuglich  ankommt,   und  ihn 
gefunden  haben.    V     .  _,^^  wichtigen  Th^eorie  zu  beräh'.ijen  sucht. 
Eigenschaften  de       -J^  ^yerk    auch   manches   Neue,    was  theiU 
Bruche  io  Kett'     ^.^.^^gcntliuralich  ist,  theils  von  anderem  Malbe- 
näre  Wor»elr^.--.>-;.^z.  ß.  die   neue  .Methode,    ein   elliptischem 
das  AosaieF  j',^.r'^^3n^„-,5j.l,e   p^^n,   ^^   bringen    im    I3ten    Ab 
behr  vi       y  ,^  ^ibtheilune,    welche  der  Herr  Verfasser  ganz 
zelgrusse     ,;..  .-*^v^ier.<trass  in  Berlin  verdankt.      LVsere  Jite- 
o.  A^j.-      .j»^-^*^,^  tnnnen,    wie  schon  oft  bemerkt  worlen  ist,  in 

""iK*"        !i<^'^W'^  ^^^^  auf  viele  Einzelnheiten   nicht  einla^ssen. 
*>«^.|.  sich    nothwendis    auf   allgemeine    Arsaben    be- 

,         \L^  ' >?Ö''"  "'"'  ""°    hervdrheben,  welches    iiach  unserer 
Ji  ''^^^ p|rcDthänilichkeiten  sind,  durch  welche  dieses  jeden- 

J^ii<  * Jj^zeichnete  und  zu  empfehlende  Buch   sich  von  an- 
..•»^.  t,i  unterscheidet,  s«i  mucht^^n   uii   b'^-soinJers  heiwsr- 
.y.''    .«:*"*  die  sehr  eingehende  Darstelluni;  Jit  Theorie  uii<i 
fc^y*  _.  Jer  Tlii'ta- Kuncti-men.  natürlich  mit  lie^onderer  Kfick- 

ftfi^Tj!'^'^*^^^"''^^"-'  '"  »welcher  dieselben  mit  «ier  Ent^i'^k»'- 
iirl«     priijucte  vfin  i\^t  Korüi 
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jjjiJ  /iii!  ihn-Ti  \iciruh*»;!  (jeliraiich  iri  i\e\  Th«M»rio  ollipli 
•"*^*' fnt^r^^***  •  ^*'  "'^  z'teitcns  im  /ivuiten  \bschriittf»  dio 
f^lifb  *"^^^'^'*'*"*'^''  *"^^''  lehrroirheri  AnuenduhL^en.  /n  ♦ient'n 
'j^^er«*f»>  Afjschr.itte  ent^^irlii-he  all^emeino  Theüric  (o^leuen- 
^'!  ifbe*»  !*•*'•"•  >^J^fb  dioen  allaonKinep  \  orhomerkimcrpn  w'wA 
*"';>««'  *'"^'^*  ''"'  "'"hlcL».  .Ie  v.,|i>i;,nJi..o  Inhaltsaiiiabr  .!«.> 
Ok^*^"'^'"''"^'""  **'"*'"  «l«'"tl''""n  n.'jriffvoM  df^r  Anlaurv  Elfi- 
•i^«».- "'''*'  *^'''"    ^    "^"^'-"^     •*'^''   •-^»'''-»^'-   ^^■ii^■^''  vrh.ilfPP 


Abthellun«.    I>ie  Tfinorio.     I.    Etcgtlff   dur  M- 

Integmle.     Ihre  Keduclioii  aul'  die  NüTmalform  (wobol  wir 

düHB  utiter  Her  Nornialfarm  (S.  14.)  in  der  allgemein 

OarsIcIluHgsweiEe  von  Legcodre  die  drei  Integrale 

?=^.     ßvy^y-ÄH\n<p^.    f ^--.•..-^=- 

ti  Monleii,  noraus  dann  uucli  von  Belli«!  die  hebannten 
I  oder  (itiMuitgen  der  oMiptischeii  Integrale  bcrvorgehRit). 
-^  0.  Die  Btldungsiveise  der  Tlieta-f  unclionen,  —  III.  Üildung 
do|>pell  pL-riodischer  ranctiuneii  aus  den  Tliela-Punclioticn. — 
IV.  Ueber  die  Berechniini>atreise  des  niiraeriechen  Werlhea  einea 
elliptischen  Integrul»«  ersler  Galtung.  —  V.  Zweite  Entwickelunga- 
metbode  der  Grundfornielii  der  Tlieta-FuiictTonen.  —  VI,  Keihen- 
Entwlcbelimgen.  —  VII.  Darstellung  von  o+Äi  durch  die  Functionen 
f,  g,  h  ')■  —  Vlll.  Ueber  die  Maupteigcnscbaften  der  ellipllfichen 
Integrale  der  drei  verschiedenen  Gattungen.  Die  AdditionsHieo- 
reme.  —  IX.  Von  den  elliptischen  Integralen  zHpiter  Gattung.  — 
X.  Vitn  den  elliptischen  Integralen  dritter  Gattung.  —  XI.  Re- 
doctton  einiger  speciellen  Integrale  auf  elliptische.  —  XII.  Zurück- 
fflhrung  einiger  Integrale  von  ^chctnliar  allgemeineren  Formen  anf 
elliptische.  —  Xlll.  Neue  Methode,  ein  elliplisrhes  Differential 
auf  die  tanonische  Form  zu  briiisen,  -  XIV-  Die  Stlrling'ache 
Interpolalinnsreihe. 

awrlte  AbtheUan«.  Uic  Anwendungen.  I.  DieOber- 
fläche  des  Elltpsuids.  —  II-  Die  Oberfläche  des  schiefen  Kegels. 
—  III.  Die  ^eodätiische  Linie.  —  IV,  Das  spbärisrhe  Pendel.  — 
V    Uelwdie  Drehung  einus  Testen  Kürpers  um  einen  festen  Punkt. 

J^denlnlls  hat  sich  der  Herr  Verfasser  dieses  ausgezeichneten 
Werkes  ein  sehr  anerkennuiigdivcrthes  Verdienst  um  den  hnheren 
niatheniutiscben  Unterricht,  namentlich  ntn  den  in  der  Integral- 
rechnung, erivorlieij,  und  wir  ivünsi^hen  daher  sehr,  dasselbe  in 
den  Händen  recht  vieler  Leser,  nanientlicfi  auch  jüngerer  Stu- 
dirender,  xu  sehen 
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Geodäsie  und  Astronomie. 

"  Beilrüge  zur  Theoi^e  der  Rlibren-Litielle.  Vo 
Ur.  Mu rinn  Koller,  k.  b.  Minis rerialrathe  elc.  etc.  lo  Wiei 
(Set)arafBli<lrucl<  aus  den  Verhaiidlunge»  des  nalurfor 
sehenden  Vereins  in  BrSnn.     III.  [td.     1804.) 

Die  Lilielle  ist  in  der  GeodSsie  und  Astronomie  pogenKlrtig 
tu  einem  ansseronlenllich  feineti  winkel  messenden  iniiilntroenlQ 
geworden,  tvlrd  aller  diesen  Zweck  nie  erfüllen,  weutt  a\t  nlcM 
vor  ihrem  Gebrauclie  mit  der  grüaslen  Sorgfalt  und  OensBigkdt 
vollbommen  reclificirt  norden  Ul.  Dazo  ist  es  natürticb  DAtUB 
alle  möglichen  Fehler  derselben  genau  zu  kennen,  tvas  nur  luil 
telst  einer  sorgRiltigen  Theorie  des  gauzen  lustrunieola  niügtid 
gemacht  wird,  »eiche  letztere  dann  auch  die  prnictisctien  Hälts> 
mittel  zur  Wcßschaffung  dieüer  fehler  an  die  Hand  geben,  und) 
diese  vorausgesetzt,  dann  auch  von  aeihsl  zu  den  liesten  and  gc 
nauesten  Methoden  liihren  wird,  die  Libelle  als  liislrunieiil  zo 
Messung  sehr  kleiner  Neiffungswinkel  gegebeoor  (>erad«u  gesa 
den  Horizont  zu  lienutzcn.  Je  weniger  Sorgfalt  der  EntwickehiM 
einer  solchen  Theorie  in  vielen  Lehrliüehem  geHidmcl  wird, 
verdienstlicher  ist  die  vorliegende  Schrift,  in  uekher  eine  Then 
rie  der  Libelle  in  grüsster  Allgemeinheit  geliefert  iviirden  ist.  Aier 
eebr  zweckm&esig  auf  die  von  der  analytischen  oder  Cooiilinalea' 
Geometrie  und  insbesondere  auch  der  Lehre  von  der  Coenliii4t«D 
Verwandlung  dargebotenen  kr.'iftigen  Ufilfsmitlel  gegrfind« 
bei  jedoch  der  Herr  Verfasser  nicht  unterlassen  bat,  zu  den  ai 
diesem  Wege  erhaltenen  Resultaten  in  §.  5.  auch  millelst  def 
spbSrtschcn  Trigonometrie  zw  gelungen.  Wie  allgem 
seine  Aufgabe  gefasst  hat.  geht,  um.  bei  der  uns  hier  «IriageDi 
gebotenen  Kürze,  nar  einen  Punkt  specieller  zu  berühren,  u.  j 
daraas  hervor,  dass  er  —  ivas  öfters  gar  nicht  geschieht  —  aui 
die  Fehler  einer  sorgfältigen  analytischen  Betrachtung  unlersogeOl 
hat,  welche  daraus  entspringen,  wenn  die  Libellenaxe  mll  Oei 
Geraden,  auf  welche  sie  zur  Heätimmung  des  ^'cigungswiiiltel 
dieser  letzteren  gestellt  worden  ist,  nieht  in  derselbe, 
tikalehciiu  liegt,  wobei  aus  der  entwickelten  Theori«  nigleld 
auf  8.  9.  in  lehrreicher  \Vei«e  einfache  praktische  Regeln  am  B« 
seitigung  des  genannten  Fehlers,  welche  jederzeit  noIhMendlg  Ut 
wenn  der  fernere  Gebfauch  dos  Incirumenis  zur  Hcslirnmung  dei 
Neigungen  und  zur  HarizonlnUlellun;;  ein  möglichst  leichter  u 
sicherer  sein  soll,  abgeleitet  worden  sind.  Diese  Methoden  i 
Regeln  zur  Ueslimmung  der  Neigungswinkel  und  zur  HorizOBUl 
siellang  (nach   eorgfKItiger   Beseitigung   des  vorher  hervorgeht 


b«DCn  Fehler«)  sind  aber  auf  S.  lü.  — S.  15.  mit  oo  grosser  Sorg- 
falt unil  Deu(ti4;bkeil  gelehrt  tinil  en'irtert  «vorilen,  wie  diee  bäum 
anderivKrts  scbari  Kescbehen  He!n  dilrlte.  Wir  betrachten  diese 
Scfarin  daher  als  ein  buchst  lehrreiches  Musler,  trie  die  Theorie 
eines  so  feinen  Instruments,  H-ie  die  Libelle  ist,  behandelt  und 
entn-ickell  werden  muss,  uiiH  bünneu  dieselbe  daher  allen  Aslro- 
'  nomen  und  Geodiiten  nur  driii^'end  Kur  sorgrälligsleri  Beachtung 
«mpfehleii. 


Geber    das    l'assage-lnstrumenf.      X'on    Ür.   Marian 
Kaller,    k.  k.  Ministerialralhe  olc.  etc.   la  Wien.     (Sepa- 
raUbdruck  aus   dem    Isten    Jiibresherte   des    naturfor- 
I      Hebenden  Vereins  in  brüiiii.)     BrÜnn.  lt*()3. 

In  der  praktischen  Astronomie  IJndel  das  Passage-Inatrunienl 
bauptalicblicb  in  zwei  Lagen,  n.'imlicb  im  Meridian  und  im  ersten 
Vertikale,  seine  Anwendung,  und  in  beiden  Lagen  handelt  es 
sich  vorzugsweise  um  die  Ausnültelung  der  Helalinn  zwischen 
dem  beobachteten  Slundenwinkel  eiites  Sterns  um  MitlelfadeD  und 
d«m  iSlundenivinkel  desselben  Sterns  in  der  optischen  Axe  des 
Fernrohrs,  nenn  man  sich  das  Instrument  als  vollkommen  recli- 
Gcirt  und  lehlerfrei  aufgestellt  denkt.  In  der  vorliegenden  Schrift 
hnt  nun  der  Herr  Verfasser  diese  Aufgabe  ganz  allgemein  ge- 
faa«t,  indem  er  das  Instrument  in  jedem  beliebigen  Azimutb  auf- 
'  gestellt  annimmt  und  seine  Fehler  in  einer  sehr  grSndlichen  und 
eingebenden  Weise  nur  mit  HQIfe  der  sphärischen  Trigonometrie, 
'  und  natürlich  der  Differentialrechnung,  wie  dies  bei  solchen  Feh- 
ler beetimmun  gen  ohne  grosse  Weitläuligkeil  nie  anders  geschehen 
kann,  in  der  in  Rede  stehenden  Allgemeinheit  untersucht.  An 
die  Resultate  der  allgemeinen  Theorie  »erden  dann  die  beiden 
oben  erwähnten  besonderen  Fälle  angeschlossen,  und  die  diese 
betreffenden  Formeln  uns  jenen  allgemeineren  Formein  mit  Leicfa» 
tigkeit  abgeleitet,  wobei  der  Herr  Verfasser  durch  Anwendung 
geeigneter  Naherungen  zugleich  überall  die  Bedürfnisse  der  Praxis 
in  iweckmiissigsler,  von  grosser  Keuntniss  dieser  Bedi'frliiisso 
zeugender  Weise  benlclisichli^l  hat:  auch  sind  bei  allen  Aufga- 
ben alle  Fülle,  die  mnglioher  Weise  einlrclen  IiGnnen,  sorgfältig 
dldkullrt,  was  so  oft  vernachlässigt,  von  uns  aber,  nach  unseren 
I  bekannlen  Ansichten  über  Dinge  dieser  Art,  immer  als  ein  be- 
'  sonderer  Vorzug  solcher  Untersuchungen  betrachtet  und  daher  hier 
I  auch  besonders  hervorgehoben  wird.  Die  ganze  Darstellung  ist 
mit  der  gn'isslen  Deutlichkeit  und  Klarheit  gehalten,  überall  an 
sehr  sorgfältig  gezeichnete  Figuren  in  anschaulichster  Weise  an- 
geschlossen,   und  eine  dem   Herrn   Verfasser  so  eigenlhümliche, 
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dass  wir  einen  Jeden,  der  sich  für  diese  Dinge  interessirt,  aaf 
diese  in  allen  Beziehungen  sehr  lehrreiche  Schrift  aufmerkMOi 
machen  müssen,  wobei  zugleich  dem  naturforschen deo  Vereine  io 
Brunn  der  wärmste  Dank  fOr  die  Veröffentlichung  so  instrnctiver 
Arbeiten  wie  diese  und  die  vorher  angezeigte*)  ausgesprochen 
werden  muss. 


Le  Sooperte  spettroscopiche  in  ordine  alla  ricerca 
della  natura  de  corpi  celesti.  üiscorso  letto  alla  Pon- 
tificia  Accademia  Tiberina  il  di  6.  Marzo  1865.  Dal  P. 
A.  Secchi  d.  C.  d.  G.  Roma  1865.    8o. 

Der  berühmte  Verfasser  dieser  in  der  »^Pontificia  Accademia 
Tiberina'*  in  Rom  gehaltenen  Vorlesung,  welcher  bekanntlich  na- 
mentlich in  allen  optisch -astronomischen  Dingen  als  eine  der 
ersten  Autoritäten  zu  betrachten  ist,  hat  in  derselben  die  herrli- 
chen Aussichten,  welche  durch  die  Spektroscopie  namentlich  aoeh 
der  Astronomie  eröffnet  werden,  in  einer  so  eingehenden  und  lehr- 
reichen Weise,  zugleich  aber  auch  in  einer  so  herrlichen  und 
blühenden  Sprache  besprochen  und  erörtert,  dass  ein  Jeder,  der 
sich  für  diese  Dinge  interessirt,  es  uns  gewiss  Dank  wissen  i^ird, 
hier  auf  diese  Schrift  aufmerksam  gemacht  und  hingewiesen  zu 
haben. 


N  a  u  t  i  k. 

Almanach  der  österreichischen  Kriegs-Marine  für 
das  Jahr  1865.  Herausgegeben  von  der  hydrographi- 
schen Anstalt  der  k.  k.  Marine.  Vierter  Jahrgang 
Wien.    Gerold.    8«. 

Der  dritte  Jahrgang  dieses  von  dem  Umfange  und  der  £nt- 
wickeluDg  der  österreichischen  Kriegs -Marine  stets  und  immer 
von  Neuem  ein  sehr  interessantes  Bild  liefernden  Almanacbs  ist 
im  Literar.  Ber.  Nr.  CLXIII.  S.  14.  angezeigt  worden.  Ausser 
dem  gewöhnlichen  Inhalte  (Kalender  und  nautische  Ephemeride 
1865,  höchst  vollständige  Genealogie  des  regierenden  Kaiserhauses, 
k.  k.  Marine -Ministerium,  Personalstand  der  k.  k.  Kriegs*Marine) 
enthält  wie  seine   Vorgänger   auch   dieser  Jahrgang  wieder  meh- 


•)  So  wie  auch  der  nachher  unter  TMivsik  nngexcigten  Schrift  über 
den  Angu strichen  Heliostaten 
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f  «ehr  XU    beachtende    ivissenschaniiche   notiltsche  Aureätze. 

rsl  macfieii  wir  aurtneikeam    auf  den   Aufi^afr.    des    schuu  so 

leh    retdienlen    Direclnrs    der    hydrographischen    Anstalt    in 

.   des   Herrn    Professor  Dr.  Schaub:    Ueliet  die  Aeo- 

ngen  der  Deviation  des  Compassea,    vrelclie  durch 

'  euderuQg  der  {jeograpliiscben  Position  und  durch 

Seitenneigung    des    Schirren    vettirsncht    werden 

en,  wobei  wir  bei  dteser  Gelegeaheil  nicht  unterlassen  wol* 

:   Nautiker  an  das  schone,    im  LUetar,  ßer.  Nr.  CLWIII. 

■eigte  Busrtlhrliche  Werk  desselben  Herr  \'errasser»i  „Ueber 

viationen  des  CoiiipaRses"  zu  erinnern  und  wiedeiholt  I 
isselbe  aufmerksain  zu  machen.  Von  grossem  Interesse  sind 
r  im  Almanach  S.  !I7  — S.66.  und  S.  »0-8.9».  die  beiden 
:  „Schirrscaiütain  M.  .1.  Bonrgnis':  Refutation 
itue  des  vents  de  iM.  Manry.  Von  Emil  Stahl- 
'  und  „Urnphiscbe  Lösungen  eiiiigcr  Aufgaben 
BUS  der  Kustenscbifrfahrt.  Von  ür.  Paugger.*'  Was  den 
ersten  dieser  beiden  Aufsätxe  betrifft,  so  sah  eich  der  franaösiscbe 
Scltiffscaiiitltn  Bourgois,  der  namentlich  Mährend  der  chinesi- 
schen CanipagTie  sehr  häutig  Gelegenheit  hnlle,  sich  von  der 
NtcblGbereiDslimraun^  der  Windverhältnisse  mit  der  Manry'sclien 
Hypothese  zu  überzeugen,  und  der  x.  H.  I'i  Mal  jene  Zone,  in 
welche  Maury  permanente  Calmen  gelebt,  pa^s'rrte,  darleihst  aber 
nicht  selten  Winde  antraf,  die  seinem  liihiffe  eine  (leschnindig' 
fceit  von  10— II  Knoten  zu  verleiben  im  Stande  waren,  dadurch 
veranlsBsl,  das  Maury'sche  Windsystein  einer  eingebenden  Ver- 
gleicbang  mit  den  durch  die  Maury'scben  Karten  gebotenen 
Faeieii  xu  unterziehen.  Auf  dieee  Heise  lieferte  er  nicht  nur 
den  entscheidenden  Beweis,  dass  die  in  den  Maury  sehen  Kar- 
ten niedergelegten  Thatsachen  sich  unmöglich  mit  den  tbeoreli- 
scbeo  Ansichten  desselben  Autors  vereinbaren  lassen,  in  einer 
vollkommen  befriedigenden  Weise,  sondern  gelangle  bei  seinen 
Untersuchungen  auch  zu  einer  sich  den  Thatsachen  viel  natdr- 
iicfaer  und  besser  anschmiegenden  Theorie  der  Luftcirculafion- 
HerrE.  Stahl  berger  gicht  nun  in  seinem  vorliegenden  verdienst- 
lichen Aufsatze  einen  zwar  gedrängten,  aber  doch  sehr  vollstln- 
digcn  Auszug  aus  der  in  jeder  Beziehung  heaciitenswcrthen  Ar> 
beit  TUR  Bourgois  (Revue  maritime  et  coloniale,  mal, 
Jaln  et  juillet  1863),  welche  von  Neuem  deutlich  üeigl,  wie 
gross«  Vorsicht  in  allen  meteorologischen  Dingen  anzuwenden 
,  und  *iia  weit  wir  darin  noch  von  einer  wahren  ,,WiBBen- 
■  entfernt  sind.  —  Endlich  enthült  dieser  Jahrgang  nun 
f  das  im  vorigen  Jahrgange  versprochene  Verzeicbniss 
chtfouer  im  gesamtnien  Miltelnieere.     Nach  den 
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amtlicben  VerülTentlichungon  dor  kaiserl.  Traiiz.  und 
kSnigl.  grosslirit.  Marine-Uehurden  zusanimengestelll 
von  Robett  Müller  (Abgeschlossen  im  August  I8G4),  aul 
ivelchcs  alle  Nautlker  aufmerksam  gemacht  werden  müssen. 

Müge  ans  die  k.  k.  hydrographiscbe  Anstalt  aucb  im  folgen- 
den Jahre  wieder  mit  einem  so  vieles  Interressante  und  Wichtige 
entfmltenden  Jahrgange  dieses  für  die  praktische  und  tvissen- 
schaniiche  Förderung  der  Nautik  wichtigen  Almanache   erfreuen! 


Physik..  ^ 

Zur  Theorie  des  Auguiit'schen  Helioelaten.  Vnn 
Ur.  MarUn  Koller,  k.  k.  Ministerialrath,  Ebrenmitgied 
des  naturforschendcn  Vereins  in  BrQnn.  (Separntab' 
druck  aus  dem  II.  Bande  der  Verandlungen  des  nalur- 
forscbenden  Vereins  in  Brunn).  Herausgegeben  vom 
Vereine.     Brünn.     1864.     Ö". 

Der  August'sche  Heliostat  zeichnet  sich  bekanntlich  durch 
seine  Einfachheit  vor  anderen  Instrumenten  dieser  Art  vortbeilhafl 
^Jaas  und  verdient  immer  allgemeiner  in  Ucbrauch  zu  kommen. 
Deshalb  verdient  auch  der  Herr  Verfasser  dieser  Sebrifl  beson- 
deren Dank,  dass  er  in  derselben,  nach  einer  kurzen  Beschreibung 
des  Instruments,  eine  eingehende,  durch  Eleganz  ausgezeichnete 
Thorie  desselben  mit  Hülfe  der  analytischen  Geometrie  sowohl, 
als  auch  mittelst  der  sphärischen  Trigonometrie  entwickeil  hat, 
aus  welcher  sich  fiberall  ziemlich  einfache  und  auch  zur  logaritb- 
miscben  Rechnung  sehr  bequeme  Formeln  ergeben  haben.  Dass 
aus  diesen  Formeln  Alles,  was  zur  richtigen  Aufsteilung  und  zum 
richtigen  Gebrauche  des  Instruments  nütbig  ist,  in  der  sorg- 
ßiltigsten  Weise  abgeleitet  worden  ist,  kann  man  in  einer  ihrem 
Gegenstande  mit  solcher  Umsicht  unc)  Liebe  sich  widmenden 
Schrift  nicht  anders  erwarten;  auch  sind  ein  Paar,  den  Gebrauch 
der  Formeln  erleichternde  Hülfstafeln  beigegeben  worden,  so  dass 
jedenfalls  der  Physiker  in  dieser  Schrift  Alles  mit  grüsster  Deal- 
Jlchkeit  nnd  Genauigkeit  abgehandelt  findet,  was  ihm  hei  dem 
Gebrauche  des  August'schen  Helioslaten  zu  wissen  nSthig  ist, 
weshalb  auf  dieselbe  hier  recht  sehr  zu  sorgf?iltigster  Beachtung 
aufmerksam  gemacht  werden  muss- 


Vermischle  Schriften, 

Annali  di  Matemattca  piirn  e<l  applicata  ptibblicati 
naba   Torlolini   e  coiii(>ilati    da  E.  Belli    a  Pisa, 
trioachi  a  Pavia.  A.  Genocclii  a  Toriiio,  B.  Tortoliiii 
{Vergl.  Literar.  Ber.  Nr.  CLXX.  S.  18.) 

VI,  No.  4.  Sopra  alcuiie  queslioni  netia  leoria  delle 
piane  dcl  Prof.  Cremoiia.  p.  153.  —  Süll'  equazione  della 
plana,  luogo  geometrico  di  an  punto  dat  <|uale  coiidotte  due 
a  due  circoii  di  egual  raggio,  il  Inro  prodotto  sia  ca- 
Nota  de!  Prof.  ß.  Torlolini.  p.  lO'A  —  BIvlita  bl- 
r»fien.  Sulla  Ic-oria  delle  coniche.  Arlicolo  'lel  Prof.  L. 
p.  179.  —  Forniolc  relative  ad  un  p«nlagono  iscrillo 
Arlicolo  dcl  Prof.  B.  Torlolini.  p.  IUI.  —  Süll'  el- 
IIrs»  della  piii  pitcola  superficie  circoscrilta  ad  un  Iriangolo  dato. 
AHicolo  del  Prof.  Torlolini.  p.  106.  —  Pubblicaatoni  Tecenli. 
p.'iOO. 

Tom.  VI.  No.  5.  De  cnrvatura  superltcierum  quaesliones. 
AoctoreF.  Mindiog.   p.20I.  —  RIvfstn  biblloffrafic»,    Pas- 

aages  relalifs  h  des  sonimaliona  de  series  de    cubee.     Par  M.  P. 
Woepcke.    p.  225. 

(ilornaledi  Malern  aliebe  ad  usodegli  studenli  delle 
nnirerstta  ilalione,  pubblicalo  per  cura  dei  Profeasori 
G.  BaMagtini,  V.Jantii  e  N.  Trudi.  Napoli.  (S.  Lilerar. 
Ber.  Nr.  CLXX.  S.  17.) 

Anno  II.  Novembre  IS6J.  Sugl'  invarianti  ed  i  corarianti 
delle  forme  binarie;  per  G.Novi.  p.32I. —  QuisÜone.  p.330. 
—  Ricercbe  di  analisi  applicala  alla  geomelria;  per  E.  Beltrami. 
p.  331.  —  Sutle  forine  binarie  dei  primi  qualtrn  gradi;  per  G.  Bal- 
t&glini.     p.  340.  —  Programnia  di  concorso.     p.  352. 

Anno  II.  Diuembre  il804,  Noia  sul  catigianiento  della  va- 
riablle  independente;  per  Eligio  Martini,  p.  353.  —  Propielö 
dt  un  deferminanle ;  per  Ciro  Sardi.  p,376.  —  Annunzio  bi- 
blioKrafico.    p.380. 

Wir  Treuen  uns  sehr,  bierniit  den  Schluss  des  ziveilen  Jahr- 
gangs dieses  trefflichen,  in  seinem  Kreise  so  Ausgeseich ne (es 
Uisteiiden  Journals  anieigen  zu  hünnen^  und  ivAnschen  den  ver- 
dienten Herren  Herausgebern  aurrichtigst  Glück    zu  diesem  unge- 
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binderten  Fortgaoge  ihres  Untemebmens,  durcb  ivelches  die  Wis- 
senschaft und  der  Unterricht  in  derselben  in  Italien,  so  wie  aocb 
überhaupt,  wesentlich  gefördert  wird. 

Nova  Acta  Hegiae  Societatis  Scientiarum  Upsalieo- 
Bis.    Serie!  tertiae  Vol.  V.     Fasel.     Upsaliae.    1864.    i*». 

Der  W,  Band  Fase.  II.  dieser  wichtigen  Schriften  ist  im  Li- 
terar.  Ber.  Nr.  CLXV.  S.  13.  angezeigt  worden.  Der  vorliegende 
neue  Band  enthalt  auf  S.  1— S.  145.  und  S.  I  — 8.  XCII.  eine 
grosse  Abhandlung  Ober  die  atmosphärische  Polarisation  des  Lichts 
unter  dem  Titel:  „M<^moire  sur  la  polarisation  de  la  In- 
mi^re  atmospherique  par  Dr.  R.  Rubenson^S  welche  je- 
denfalls die  grusste  und  wichtigste  Arbeit  ist,  welche  bis  jetzt 
Ober  den  fraglichen,  in  so  vielen  Beziehungen  interessanten  Ge- 
genstand erschienen  ist,  und  die  wir  daher  zu  der  sorgfältigsten 
und  allseitigsten  Beachtung  dringend  empfehlen  müssen.  Dieselbe 
nimmt  auf  alle  früheren  Arbeiten  Rücksicht  und  bespricht  dieselben 
eingehend,  enthält  dann  aber  hauptsächlich  die  eigenen  theo* 
retischen  Ansichten  des  Herrn  Verfassers,  gegründet  auf  eine 
grosse  Reihe,  in  Rom  und  Segni  angestellter  höchst  sorgfalti- 
ger und  genauer  Beobachtungen ,  von  denen  auf  S.  f  —  S.  XCII. 
ein  vollständiges  Tableau  mitgetbeilt  wird.  Der  Hauptinhaft  ist, 
ausser  diesem  Tableau  der  Beobachtungen,  folgender:  1.  Histo- 
rique  et  Litterature.  —  II.  Sur  la  cause  de  la  polarisation  de  la 
lumiere  atmospherique.  —  III.  Plan  generai  des  ötudes  ä  faire 
sur  la  Polarisation  de  la  lumiere  atmospherique.  —  IV.  D^scription 
du  Polarimetre.  —  V.  Remarques  sur  le  Polarimetre.  —  VI.  L'ln- 
stallation  de  Tinstrunient.  —  VII.  Methode  d'observation.  —  VIII. 
Position  du  point  mazimum.  —  IX.  Variation  diuroe  de  la  pola- 
risation du  point  maximum.  —  X.  Discussion  des  observations.  — 
XI.  Sur  les  perturbations.  —  XII.  Ph^nom^nes  probl^roatiques.  ^ 
Aus  dieser  kurzen  Angabe  des  Inhalts  wird  man  den  Plan  voll- 
ständig erkennen,  den  der  Herr  Verfasser  bei  seiner  ganzen,  auf 
genaue  Beobachtungen  gegründeten  Untersuchung  befolgt  hat,  und 
wir  müssen  gestehen,  dass  wir  diese  schone  Arbeit  für  ein  wah- 
res Muster  für  alle  derartige  Untersuchungen  halten,  für  deren 
Veröffentlichung  die  Kunigl.  Societät  der  Wissenschaften  in  Upsala 
jedenfalls  den  grussten  und  wärmsten  Dank  verdient.  So  wie 
wir  die  Schrift  mit  dem  grussten  Interesse  und  der  vielfachsten 
Belehrung  gelesen  haben,  wird  dieselbe  für  Jeden,  der  sich  mit 
solchen  Untersuchungen  beschäftigt,  jedenfalls  ein  gleich  grosses 
Interesse  darbieten  und  bei  dergleichen  Untersuchungen  von  Kei- 
nem entbehrt  werden  können. 
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dieser    urosscti    iiiid    wicliligen    Abhandln ni;    enIbSit 

hrorliegende    UamI    noch  nie  (jeivühnlich:    „Resnllals   des 

Mvatinns  met^orolngiquet   failes    au   nou vel  obser- 

%\tk  d'Upsal  pendani   l'aiiitee  I8G1.     Uliservaleiir  et 

teur:  M.  Wackurbarth."     Die  Beobachtungen  sind  wie 

r  aucfa  Tür  diesen  Jahrgang  vollmändig   initgelfieilt  und  sehr 

nltig   redigirl,    so    da^s    auch    diese    lieüharhtungs-Journale 

pllU  «uden  ivichtigsten  ßehürcn,  die  ivit  i'ilicfhau|it  besitzen' 

BitsuDgsberichte  der  kaiserl.   Akademie    der   Wis- 
i«faarteii  in  Wien.    (Vergl.  Lilerar.  Ber.  Nr.CLXVIl. 


Band  XLVIll.  Heft  V.  Schreiben  des  »irklichen  Mitglie- 
des Herrn  Dir.  Sanüni  an  den  General  SekretSr  der  Akademie 
(fiber  den  fünften  Conieten  fnn  1863}.  S.  500.  —  Lnren»;:  Brack- 
wasser-Sludien  in  der  Klbniflndung.  8.602.  -  Schrötler: 
Ueber  das  Vorkommen  des  Thalliums  im  Lepidotith  aus  Mähren 
and  tni  Glimmer  aus  Zinnvrald.     S.734. 

UandXLIX.  Heftl.  Haidinger:  Sternschnuppen,  Feuer- 
kugeln und  Meleorilensehwärme  im  Zusamiueiihange  betrachtet. 
S.O.  —  Julius  Schmidt:  Zweiter  Bericht  über  das  lu  Athen 
im  18.  October  1863  beobachtete  Feuermetcor.  S.  17.  —  Hat- 
dttiger:  Der  Meteorstein  von  Tourinoes-Ia  Grosse  bei  Tirlemont. 
S.  1-23. 

Band  XLIX.  Heft  M.  Haidiogor:  Der  MeteoritenfatI  von 
Touriünes-Ia-Grosse  Nr. 2.  S.  158.  —  Uiiferdinger:  Aufslel- 
luDg  einer  neuen  Pendelformel  und  Darlegung  einer  Methode,  aus 
Aw  Länge  des  Secundeupendels  in  verschiedenen  Breiten  die 
Fliebkraft  und  die  Form  und  Grösse  der  Crde  zu  bestimmen. 
S.210-  —  Derselbe:  Vergleicbung  der  l'cndelfurmel  mit  den 
Beobacbtuogeu.  S.  220.  —  v,  Wallenbnfen:  Beobachtungen 
über  die  Polarisation  conslanler  Kellen  und  deren  Finfluss  bei 
Spannuiigsbestimmungen  nach  der  Conipensalionsniethode.  S.  229. 
—  Knocbenhauer:  Ueber  den  Zusammenhang  des  Magnetis. 
nus  mit  den  Oscillationen  des  Balteriestroms.     S.  24<J. 

Band  XLIX.  Ueft  III.  Oppalzer:  Entwickelung  von  Dif- 
ferentialfornieln  aur  Verbesserung  einer  Planeten-  nnd  Kometeu- 
babn  nach  geocentriachen  Orten.  S.  271.  ~  Derselbe:  Ueber 
die  Bahn  des  Planeten  (04).  S.28a  —  Derselbe:  Bafanbestim- 
nung  dos  Kometen  I.  1861.  S.  303.  —  Ditscheiner:  Die  Bre- 
cbungsquotienteu  einer  LOsung  des  salpetersauren  Wismuthoxydes. 
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S.  3'26.  —  Jellnek:  Auszug  aus  einem  Schreiben  des  Herrn  Pnt 
Cohn  in  Breslau  fiber  einen  merkwGrdigen  Schnee-  und  Sfaeb- 
fall.  S.  336.  —  C.  I) esc h mann:  Ceber  einen  roerkwBrdigei 
Schneefall  bei  Reifniz  am  21.  Februar  d.  J.  S.  337.  —  t.  Lit- 
trow:  Physische  Zusammenkünfte  der  Asteroiden  im  Jahre  1861 
S.339.  —  Frischauf:  Bahnbestimmung  des  Kometen  1863.  U 
S.  345. 

Band  XLIX.  Heft  IV.  und  V.  Hosharamer:  Central- 
projection  der  Linien  zweiter  Ordnung.  S.372.  —  Haidinger: 
Ein  Meteorfall  bei  Trapezunt  am  10.  December  1863.     S.  4G2. 

Atti  deir  Accaderoia  Pontificia  de'  nuovi  Lincei, 
coropilati  dal  Segretario.    Anno  XVIH. 

Wir  freuen  uns  sehr,  durch  die  berOhmte  Accademia  P. 
de'  nuovi  Lincei  in  Rom  in  den  Stand  gesetzt  zu  sein«  Fon 
ihren  wichtigen  „Atti''  von  jetzt  an  den  in  den  Kreis  des  ArchWs 
gehurenden  Inhalt  unseren  Lesern  regelmässig  anzeigen  zu  können, 
und  sprechen  dafHr  der  Akademie  überhaupt,  so  wie  namentlich 
dem  hochverdienten  Sekretär  und  Bibliothekar  derselben,  dem 
Herrn  Paolo  Volpicelii  und  dem  Herrn  Principe  D.  Bal- 
dassarre  Bonconipagni  hier  unseren  wärmsten  und  aufrichtig- 
sten Dank  aus. 

Anno  XVin.  Sessione  K  del  4.  Dicembre  1864.  Ri- 
cerche  analitiche  sul  bifilare  tanto  roagnetometro,  quanto  elettro- 
metro;  sulla  curva  bifilare;  e  sulla  misura  del  roagnetismo  ter- 
restre.  Memoria  del  prof.  P.  Volpicelii  (Continuazione  v.  XVII. 
p.331  —  p.  356.).  p.  1 — 16. —  Observations  et  theories  des  Anciens 
sur  lc8  attractions  et  Ics  r^pulsions  niagn^tiques ,  et  sur  les 
attractions  electriques  par  Th.  Henri  Martin,  doyen  de  la  fa- 
culte  des  lettres  de  f^ennes.  P«  Partie  (Continuerä).  p.  17—32.  — 
Sur  le  niouvement  des  ondes;  lettre  de  M**.  le  marquis  Anatole 
Hue  De  Caligny  k  Mr.  le  Commandeur  Cialdi.  p.  33— %.  — 
Note  sur  le  mouvement  des  ondes,  produites  dans  un  canal  par 
le  balancement  d*un  bateau;  par  le  m^me  (presenteef  par  Mr.  le 
Commandeur  Cialdi.).  p. 36— 39.  —  Sullo  spettro  terrestre  atmo- 
sferico  e  sulla  relazione  dei  fenomeni  magnetici  coi  roeteorolo- 
gici.  Nota  del  R.  P.  A.  Secchi. 40.  —  Terza  lettera  dLSirono- 
roica  del  Cav.  Guiseppe  Bianchi  (La  specola  privata  del  sig. 
marchese  R.  Montecuccoli  in  Mode  na.  Parte  f.).  p.  41 — 54. 
—  Cinque  memorie  del  Sig.  Chasles;  presentate  dal  prof.  Vol- 
picelii, relative  alle  sezioni  coniche.  (Es  sind  dies  die  bekann- 
ten, in  den   Comptes  rendus  erschienenen  Abhandlungen  tiber 
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r  eine  Analyse 
nne.      Uecima 


59-63. 


(«geläolinilte,  von  ilenen  HerrVnl|ii 
LJ.  p.  55~5S.  -  Sulla  eleltni.-tatii 
nnicsxiun«,  del  prof.  P.  Val]iic«lli. 
.nno  XVIII.  Session«  11".  ilel  8.  «eiinar«  1865.  II  pe- 
glaciale  e  raulicfiita  dt-ll'  uomu.  Ulliiun  Itranu  di  etoria  ter- 
del  [irof.  «Juseppe  Porizi.  p,  73— 116.  —  Oliservalion» 
rfori«8  des  Aiiciens  sur  les  allructioiis  et  les  r^pulsions  ma- 
[ues  el  sur  les  atlmcliotiä  äleciriijues;  par  Th.  Henri  lUar- 
Doyeu  Je  la  fuculle  des  lellres  ä  Reimes,  (tnntinuatione  e 
fine.  Vedi  p.  32).  p.y7-l'23.  —  Prinio  saggio  di  Osservazioiii 
Meleorologiche  comparalive  fra  Koma  e  il  Monte  Cave;  islituUe 
e  discBSüe  da  (üaseppe  IJr.  Serrn  Carpi.  p.  127  — 129,— 
8ulls  memoria  del  eig.  Cav.  Micliele  Stefunu  do  Itofsi ,  inti- 
tolala:  Analiei  geologica  ed  nrcliiteltonica  itelle  catuconibe  ro- 
insue.  Coniunicazione  del  prof.  P.  Volpiuelli.  ]i.  130— I32*J.  — 
Inlocno  alla  pupilla  umana  suüordJnatam«tile  alla  cootratlililä  detl' 
Iride.  Ossorrazioni  del  prof.  Allu  cavaliere  Tigri,  presetilala 
dal  prof.  ä»crale  Cadet.    p.  160—162. 

Wir  iverden   uns  eine  regelmässige  und  schleunige  Aiiieige 
diecer  «IcfilJgen  Publicallonen  tielir  angelegen  sein  lassen. 


Balleliiie  de   l'Academie    Royaledes    acieiices,  des 
letltes  et  des  beaux-arta    de   Belgique.    (Verel.  Lite- 
r.  Uer.  Nr.CLII.  S.  7.) 

3I-"  Ann^e,  2""St^r.  T.XIII.  Note  sur  les  tremblements 
d«  terfe  en  1859,  par  M.  Alexis  Perrey.  Rapport  de  M.  Du- 
pre».  p.5.  Rapport  de  M.  A.  Quetelet.  p.6.  —  Noitce  hi- 
storique  sur  la  vilesae  el  sur  ruberralioii  ile  lu  lumi^re;  par  M. 
le  major  Liagre,  p.  10.  —  Sur  l'otigine  de  l'^lectricite  dans  lea 
pilesj  par  M.  Marteiis.  p.  3G.  —  Recherches  sur  la  liaison  enire 
les  pbänom^nes  de  capillarild  et  d'endosmose;  par  M.  Il6de. 
111.—  Sur  l'origine  des  einlies  (ilaiiles;  par  M.  A.  Quetelet. 
p.I'2-2.  -  Sur  les  «loiles  ülantes  de  novembre  et  dvccnibre  1861. 
Lettre  i  M-  A,  Quetelet  par  M.  li.  C.  Herrick  de  Ne« -Haven 
(Conoeclicul).  p.  127.  —  Oliscrvatiuna  de  la  lune  et  des  ^loiles 
de  calminalioii  lunalre  faiteä  ä  Tobseivaloire  de  Bruzellce  en  1860 


•)  B.! 

t«n  «ia  dien 


Krel«  dci   Arrbi 


cliUgcn  unil  in  UciiUiIiland  «<i  wenig  lieLnnnlen  Sthrif- 
Lti"  lind,  Italien  wir  co  nichl  für  uaaweckrnilttt-;,  ancfi 
eine  inlcreiiaote,  wenn  nucb  nicht  aubedingl  in  den 
■  frcliörcndfl  Alihandliiog  *ii  Iierückiichligiin. 
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et  1861;  pr^sent^es  par  M.  A.  Quetelet.  p.  134.  —  Sur  le  mag- 
nötisme  et  sur  l'^lectricit^  statique  et  dynaniique  pendaot  lee 
orages;  par  IVIM.  A.  Seechi  ä  Roma  et  M.  A.Qaetelet  jk  Bni^ 
xelles.  p.  195.  —  Sur  les  paratoiinerres,  notice  par  M.  F.  Do- 
prez.  p.  227.  —  De  la  Variation  annueile  de  i'inclinaison  et  de 
la  d^clinaison  magn^tique  ä  TObservatoire  R.  de  Bruxelles,  depoi^ 
1827  jusqu*a  ce  jour;  par  M.  A.  Quetelet.  p.  228.  —  M<$tbode 
pour  niesurer  la  parallaxe  horizontale  des  astres;  par  H.  J.  C. 
Uouzeau.  p. 232.  —  Sur  uii  mode  particulier  de  prodndion  des 
bulles  de  savon;  par  M.  F.Plateau,  p.286.  —  Sur  les  näbu- 
leuses.  Sur  rhygromätrie.  Communieatioos  de  M.  A.  Quetelet 
p.  445.  -^  Sur  les  variations  p^riodiques  de  ratmosph^re»  d'apres 
les  observations  faites  en  Autriche  et  les  pays  enTirooDants. 
Lettre  a  M.  A.  Quetelet  par  M>.  Kreil.    p.448. 

Z\^^  Annöe,  2««  Ser.  T.  XIV.  Note  sur  Ti^lectricite;  par 
M.  E.  Bultinck.  Rapport  de  M.  Poelmann.  p.  3.  —  Note 
sur  les  tremblcments  de  terre  en  1860;  par  M.'A.  Perrey.  Rap- 
port de  M.  F.  Duprez.  p.  72.  —  L*4ge  et  le  but  des  pyramides, 
lus  dans  Sirius,  par  Mahnioud-Bey,  astronome  de  S.  A.  le 
vice-roi  d  Egypte.  Rapport  de  M.  Liagre.  p.  167.  Rapport  de 
M.  Quetelet.  p.  169.  (Die  sehr  interessante  Abhandlang*  des 
Herrn  Mahmoud-Key  selbst  findet  sich  p.  171 — IS7).  —  ^ur 
une  nouvelle  disposition  de  barometre;  par  M.  Armeüini.  p.  272. 
—  Sur  les  ^toiles  filantes  du  10  aodt  1862.  Lettre  de  M"^.  Scar- 
pellini  a  i\l.  A.  Quetelet.  p. 273.  —  Sur  les  orages  des  mois 
d'aoüt  et  de  septembre  1862;  par  M.  A.  Quetelet.  p.  277.  — 
Sur  la  direction  du  courant  electrique  dans  le  corps  des  animaoi, 
peiidant  la  vie  et  apres  la  mort.  Lettre  de  M.  Zantedescbi  ä 
M.  A.  Quetelet.  p.278.  —  Sur  la  loi  de  rotation  Aes  vents/ 
par  M.  Wolfers  ä  Berlin,  p. 282.  —  Sur  deux  nouvcaux  nie- 
nioires  de  M.  Bede  faisant  suitc  a  ses  Recherches  sur  la  ca- 
pillariie.  Rapport  de  M.  Plateau,  p.  344.  —  Note  sur  \es  pa- 
ratonncrrcs  sans  raccordements;  par  M.  Jas  par.  Rapport  de  M. 
Duprez.  p. 349.  —  Note  sur  les  paratoiinerres  sans  raccorde- 
ments; par  M.  Jaspar.  p.  .381.  —  De  Tetablissenient  des  para- 
tonnerres  sur  les  edifices  oü  le  fer  entre  conime  öl^nient  essen* 
tiel  duns  la  construction.  Rapport  de  M.  F.  Duprez.  p. 443. — 
Expose  g^onietrique  du  caicul  diffc^rentiel  et  integral;  par  IVl.  La- 
marlc.  Rapports  des  MM.  Schaar  et  Brasseur.  p.  453.  — 
Differonce  des  temps  entre  Bruxelles  et  Vienne,  pour  les  ^poques 
critiques  des  plantes  et  des  aniniaux;  par  M.  A.  Quetelet. 
p.  456.  (Fortsetzung  im  nächsten  Hefte.) 


Sitz  angäbe  richte  der  künlgl.  büfamisclien  Ua8«ll> 
■  chafl  der  Wiesetischartea  in  Prag.  (Vergl.  Literiir. 
ßer.  Nr.  CLXV.  S.U.) 

Jahrgang  1864.  Januar  — Juni.  S.52-S.5i>.  Bemer- 
kungen KU  (iauss'  Kcnnxeichen  der  Convergeui  unendlicher  Reihen. 
Viin  Herrn  C.  Hornslein  (Ein  Beweis  des  von  Kaabc  in  der 
folgenden  Weise  ansgesprocbenen  SaUes:    „Wenn  in  einer  Reihe 

«u  "b.  wj.—  h»,  Mn+i  der  l^uotient  -^— hei'm  unendÜcben  Wach- 


sen von  n  die  Einheit  zur  Grfinze  hat,  so  bilde  man  h(I ^1. 

Ist  die  <j!r3nze,  trelclier  sich  dieser  Ausdruck  bet'm  Wachsen 
von  »  nähert,  paaitiv  und  grosser  als  I,  so  convergirt  die 
Reihe."  —  S,  114— S.  133.  Herr  A.Nowak:  tJeber  die  Scbtvan- 
Itungeo  des  Quellenergnsscs  oder  der  Quellcnausfluesmenge.  — 
S.  147  —  S.  157.  Herr  Lippich  hielt  einen  Vorlrag  über  Dar- 
stellung und  Anirendung  der  Schwingungscurven, 

Jahrgang  1864.  Juli  — December.  S.  69  — 8.73.  Herr 
Pierre  machte  einige  Icleinere  physikalische  Mittheiluiigen,  und 
»warr  I.  Ueber  Dr.  Wolfs  Würrelmodelle,  mlllelst  »velcher  man 
zeigen  kann,  d;)^8  durch  Zerlegung  des  Wfirrds  unil  geeignete 
Oruppirung  der  erhaltenen  Thellstücke  m.innigfnche  andere  KUr- 
(lerforinen  erhalten  werden  kilnnen,  Herr  Pierre  verspricht  sich 
vnn  diesen  Modellen,  die  in  rein  geomelrischer  Ber.lehnng  inter- 
essant sind,  rSr  die  Krj'stalIngraphiB  keinen  tresentlicben  Nutzem 
ma<'hl  aber  verschiedene  interessante  Bemerkungen,  tvie  dzt  Grund- 
gedanke in  EH-eckmässigcr  Erweiterung  doch  liir  die  genannte 
Wissenscbart  nudbar  gemacht  werden  kann.  2,  üeher  eine  Be- 
merkung von  J.  Miiller  in  der  neuesten  AuHage  seiner  Physik, 
gewinse  elektrische  Versuche  betreffend.  —  S.  73  -  S.  78.  Herr  F. 
Lippich  hielt  einen  Vortrag  über  die  Fresnel'sche  Interpretation 
der  imaginären  Grüssen.  —  S.  ll'J  —  S.  115.  Herr  Dur^ge  er- 
läuterte ein  Verrabren  zur  Herstellung  von  Modelten  für  die  Art 
von  Flächen,  welche  Riemann  bei  seinen  Untersuchungen  Sber 
die  Functionen  einer  complexcn  Variablen  eingetührt  hat,  unter  , 
Vorlegung  einiger  danach  angefertigten  Modelle.  —  S.  115  — S.  121.  ^ 
Herr  Malzka  machte  mehrere  kleinere  Mlltbellungen,  und  zw 
I.  Einfache  Umwandlung  goniometrischer  imaginltrer  Binome  in 
imaginSre  Exponenticllen.  H.  Betrachtung  einiger  gebrochenen 
Linien  mit  Paaren  gleichlaiiger  paralleler  Selten,  deren  alge- 
braische Parallel -Projecfionen  auf  Achsen  sumiulrt  sich  aufheben. 
Ul.  Einfache  Beslimniungsweisen  der  Richtcosinus  der  von  ebenen 
oder  krummen  Fliicben  rellectirlen   oder  gebrochenen  Lichtstroh- 


[        te 


len  mit  HeiidUung  de«  so  eben  (iii  M.)  beschriebe  neu  Frajecliom- 
erTithren  uuter  Vcrireisuiig  uuT  Arcliiv  >Ur,M«ll>em.  und  Pbys. 
[TlilXXXIV.  S.  316.).  iniivm  der  Uerr  Verfaeser  jedoch  mit  Recbt 
len  jctit  liier  aegewandten   Vorgans  fflr  den  einfachst«»  bUl. 

ledauern,  dufis  uegen  des  vorliegenden  Qberreicbeii  31a- 
teriaU   die   Anzeige    dieser   Sitzungsberichte    der    en    erfolgreith 
vriikenden  kunigl.  bübiu.  Gesellschaft  der  Wii4seiuchariffu,  MdcKe 
immer   Vieles   enthalten,   was  der  baldigen   IMiltheilung  Hcrlh  ioW-^ 
diesmal  ct»-a8  vetspätet  tvorden  ist,  w»a  —   wofür   «Ir  Soq — 
gen  werden  —  künnig  niOglichst  vermieden  werden  tiiti). 


t  Mittbeilungen  der 
lerii.  (Bis  Nr.  652  in 
Dgezeigt.) 


sehenden  Gesellschftfl  i 
:.   Bericht  Nr.  CLXV.    S.  15. 


Aus  dem  Jahre  I8fi4.  Nr.'653-579.  —  Nr.  555— 556.  H. 
Id:  UebereiniieuesSaccharimeter.  —  Nr.557— SS8  und  Nr.S59 
6U.  E.  Schinz:  Die  Aufhängung  der  Kirchenglorkeo  (gaoz 
mathemalisch  gehalten  lind  mehrfach  interesaani).  —  Nr.  50t — 563. 
£.  Schint:  Ueber  den  Einfluss  ded  Windes  auf  die  RicblunR 
der  Signalscheiben.  —  H.  H.  Denxler:  Die  iMeeresbüfie  de« 
Chasseral,  als  Grundlage  des  Schiveizerischen  Hüheiinelites.  — 
G  Hasler:  Verbesserter  Telegraphenapparat  mit  rarbaehrUt.  — 
Nr.366— 567.  E.  Schinz:  Ueber  die  Niveau- Diflferenz  des  mit 
tellündischen  und  des  atlantischen  Meeres  längs  den  frsuzCst- 
schen  Küsten.  —  ^r.  568—571.  und  Nr.  572—575.  C.  v.  Fischcr- 
ünatcr:  Iteitrag  zur  Kennlniss  der  Verthcüung  der  Wärme  im 
Kaume  (auch  für  harnniclrisches  Hiihenmessen  inleiessant  uid 
»Ithlig).  —  M.  Zicicky:  üetier  Ableitung  von  Krystall formen,  - 
H.  Wild:  Bericht  der  meteorologischen  Centralslalion  in  Bcn> 
vom  Jahre  1803  (auch  zur  Kennlniss  selbsiregisirtrcnder  Inslm- 
menle  »vichtig  und  interessant).  Die  meteorologischen  ««otiacb- 
lungen  scheinen  auch  in  der  Schweiz  mit  grosser  Sorgfalt  wnd 
unter  sehr  zweckmässiger  OberleÜung  angeetelli  zu  tvcrden.  — 
Nr. 577— 579.  H.  Wild:  Untersuchungen  über  die  Ideiilitll  von 
Lichfiither  und  eicctrischcm  Fliiidum.  —  H.  Wild:  Ueber  die 
Veränderung  der  eleciromotorischen  Kräfte  zwischen  M^IaIIp« 
und  Flflsflinkeilen  durch  den  Druck.  —  Perly:  Ueber  die  nooc 
«teo   Mikroskope  von  Herrn  Sigmund  Merz  in  Mfliichoii. 


'reisaufgabe 

der 

■■dcinia  dellc  Scicnze  fisiche  o  rnalcmaliche  di  Napoli 
für  1866. 

Programna  <li  Coomtb«. 

L'Accademia  ilelle  Scienze  liaiche  e  niatemaCiche  di  NapoU  l 
cnnferira  tiii  preinio  di  seicenlo  tire  a  lilnlu  d'iDcoraggiamento  alla  i 
iniglinre  Memoria  sul  ttoguente  tcmai 

„Esporre  te  proprietä  äeUe  auperßcie,  o  (teile  linea  ] 
d'ordine  gualtingue ,  asaoggetiate  a  tante  condMoni,  meno  J 
vna,  guante  sono  neceasarie  afßnche  queHe  super/Icie,  o  J 
quelle  linee  tiano  del  lulto  determinale", 

L'Accademia  considerando  l'imporlanxa  graiidissima  del  me-' 
todo  del  elg.  Chaslee  [per  risolrere  (utte  le  i|tiistloiii  sulle  linec 
A'i  3"  ordine  fondato  stille  pmprielä  dclle  coiiiche  nssoggeltate  a 
(|aa(tro  comlizioni,  ha  clelerminato  proporre  it  siiddello  argomento 
per  incoraggtare  i  (ieomeli!  Ualiniii  a  Irattarlo  ainpiamente,  in 
modo  da  pnler  eulendere  il  roetodo  del  sig.  Cliasles  alla  risolu- 
Kione  (leite  qtiistiotii  sulle  Huperlicie  o  le  liaee  d'ordine  qualunque. 

L'Accademia  vedrebhe  con  mag^iorc  soddisfaxioiie  rlsolala 
la  qtieiitintie  propnsla  relalivamenle  alle  superßcie.  La  Memoria 
dovreblie  versare  allora  sulle  proprietä  delle  siiperlicie  d'ordine 
qualunque  asaoggetiate  all'indJcato  nuniero  di  eondizioni,  e  che  ei 
cspriniooo  ron  lo  tre  caratteristiche  dinotanti  rispetlivsmenle 
quanle  superficie  del  siatenia  passino  per  un  punto  dato,  quant« 
tocchino  un  piano  dato,  e  quante  tocchino  tina  retia  data.  Si 
ricbiede  che  si  tenga  conto  dei  punti  e  delle  linec  singnlari  delle 
Biiperficie,  e  che  ei  trallino  le  qiiistioni  reluliie  ai  conlalli  niullipli. 

Se  p'>i  t<t  preferisce  di  rispondere  al  lenia  proposto  per  la 
parle  meno  difäcile  che  riguarda  le  curve,  si  duvrä  Irallare  nella 
Memoria  delle  proprietä  delle  linee  d'ordine  qualunque  aseogettate 
airindicalo  numcro  di  coniÜEioni,  e  che  si  esprimnno  con  le  due 
caratteristiche  indicanfi  il  numero  delle  curve  del  sistema  che 
possano  per  un  punlo  dato,  e  quello  delle  curve  cfae  toccano  una 
relta  data:  rimanendo  ferma  t'avvertenza  precedente  circa  i  pnnti 
■ingolari  delle  curve,  ed  i  contatti  raaltipli. 
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C  o  n  d  i  z  i  o  n  i. 

1.  Le  meroorie  dovraono  essere  scritte  in  italiano,  latioo,  o 
francese,  e  dovranno  inviarsi  al  Segretario  dell'  Accadeniia  non 
piü  tardi  de!  mese  di  marzo  del  1866. 

2.  Esse  non  debbooo  portare  il  nome  delF  Autore,  e  debbooo 
essere  distiote  con  an  motto,  il  quäle  dovrä  essere  ripetato  sopra 
ona  scheda  siiggellata  ehe  conterra  il  nome  deirAotore. 

3.  La  Memoria  premiata  sarä  pabblicata  negli  Atti  deirAcca- 
deroia,  e  l'Autore  avrä  dritte  a  cento  copie  della  oiedesima. 

4.  Tatte  le  Memorie  inviate  pel  concorso  al  premio  si  con- 
serveranno  nell'  Arebivio  delj'  Accademia,  e  soltaoto  si  permettera 
di  estrarne  copia  a  chi  le  avra  presentate. 
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Angnst  Kmiek,  Edler  von  Uohtoi, 

DovUr  'Ivr  1'Ii11m<>|>1iu'..  k.  k.  u.  u.  rrufcnot  >le>  l'lijtik  uu  •itt  Vaitrtt'aix  lu 
WUOi  RUwr  lim  graolitTToglicb  badiicli««  (Inltni  lua  Zthringm  LOvrn, 
comtixin'lirrndei  Uitgliet]  iler  kaüvrl.  Aiwdunic  iltr  WiucaBch*(iDn.  Mllgltcd 
der  k.  k.  e<OKi'"F'i'>^'""  OrBCllKlmA  iu  Wivn,  ilw  k.  k.  Landwinhirliaru^G«- 
■»IlMhnfuii  in  Wiwi  und  Lomhiri;,  ixnprilitriiT  rniivr-iiati-HTlot  und  Denui  rt«. 

Mai!  <!■'■'  MfiiiKch  untei  itein  tinflua»  vchtcr  Kililitng  iiuch  su 
vururtliril»rrui  {jcnortlen  »ein,  nie  iviril  er  »ich  des  Glaubens  gnii« 
cnUchlflgcii  knimfn.  ilasn  es  !Mc>iiionle  pM,  in  n  eichen  ili« 
menschliche  EiruM  «on  «invm  iluiikk-ii  Ahiiei.  >L>iküurti!>er  Ereig. 
nisse  bewegt  nirJ.  Von  diesem  (iJnubt-ii  nanl  itdI  uui'h  «lei 
Mbdii,  nekhem  diese  Keilen  gcnidinot  f<ind,  ke.ichlichen ,  ala  ei 
ili«  Vorrede  xu  der  dritten  Auflai^e  seines  Werkes:  „Lehrbuch  i 
der  Pbyiilk  mit  matheinutiscbcr  Ui'gfänilung"  scbri«b;  j 
Awer  GUnliB  üusaerle  sich  (canz  deutlich  in  dem  leteten  (•ee|irllc}ie 
Bwi«cheii  ihm  und  mir.  Ea  nar  um  die Itlilte  des  Febniar, als  ich  lu mti- 
nem  I^Ahier  kam,  um  mirh  vor  einer  lUnfceren  Keise  bei  ihm  cti  verftb- 
scbieden.  Kuncok  Mar  damals  gans  Hol  nml  erfreute  sich  einer 
liir  aeln  Alter  xi'hr  nuten  (leKundhcil.  Wir  sprachen  ilber  wisaeti- 
■chaniiche  Uinjip.  Ober  die  politischen  und  «uctalen  Za«tAndc  unseres 
Valarlandeti.  Kr  sprach  mit  jener  an  Affect  |>reiixcndeu  Laben* 
di)tbeil.  Kelche  bei  iliiu  jedeMnial  hervnrtrni,  nenn  im  FretindM- 
kreiae  die  Kede  auf  ein  Thema  kam,  das  ihn  au  recht  interosslerle. 
Plütslichsssle  er:  „Ich  bin  K<:)ie(iivHrlif;  mit  ilcr  Deatbeltun^  einer 
naucn  AuOaRc  meiner  Meteeroloßie  beactihriiKt:  ich  ivniische  nur 
du  Eine.  doM  m  wir  gefiHnnt  sei,  diese  meine  Lieklingsarbell 
nocli  au  Ende  tu  brinj^en."  Und  dem  leisten  HKndcdruck«  fügte 
ri,i.\riii  im  t.  i 


«r  rlie   Worte  bei:    „Sie  tvorilen   inicii  bei  der   Kfickkahr  I 
wieder    finilen."   —    Uicee   Abnuiig    sollt«  frUhpr,   als  er  n  t 
selbst  eriTortel,    bevor  er    iiocb  soine  ,,Lieblin»5atbeil"  berieUd! 
honnte,    in   Iraiiritie  ErriHliing    gehen.    Scbon   am   31.  Min  uul 
Kunzok  uiiler  ileii  Toillen;    eine  LungeneiiUfiniliing  hallo  Hm  fa  | 
M'ciiigeri  Tagen  ilah  in  gerafft. 

August  Kunsek  wnrd  am  28.  Januar >7»5  £u  Kfiui^itier;;  ' 
Im  iisterr.  Schlesien  geboren.  Di'n  ersten  (Tnlerrichl  «blell  «■ 
in  der  Stadtschule  seines  Gebuitsortcs.  Für  die  liTibeie  Au»l>il-_ 
düng  des  Solines  besorgt,  schicicic  ihn  der  Vater,  ein  sdiltcbteif 
Landwirth,  nach  Troppau  zum  Besuche  des  dofligen  (tymnai 
Nuth  vollendeten  Gymiinsialaludic»  begnb  Ku  ntek  sich  d 
Universität  Olmtilz,  um  die  zwei  ,,|ihiloso[iliiGchen  Jahreskurac", 
ivelche  nach  der  damaligen  Ütilerricbls Organisation  inUchen  das 
sechsklaegige  Gymnasium  und  die  KachsludiM  der  CniversHAt 
cingesciioben  «aren,  zu  absolvieren.  Hier  nchnn  fing  »eine  Vot 
liebe  für  inatheniiitisch -nalurtvissenscfiarillihe  Studien  itn  hervoi 
xulreten,  denen  et  sich  insbesondere  nührend  seiner  juridtschq 
Studien  an  der  Wiener  Universität  mit  allem  Eifer  nidmete. 
sich  seinen  Lleblings^iasenscharien  ganz  hingebet!  lu  künn« 
verliesB  er  die  juridische  Laufbahn  gSiDtlich;  sei»  Sirrticn  ' 
auch  VDU  solchem  Flrlol^te  gekrilnl,  dass  er  l^iri  tum  Adjuokti 
bei  den  Lehrkanzeln  der  Mathematik  und  Physik  an  der  Wi«ntf 
Universität,  tvo  damaU  Baumgartner  und  EltiRgHiiBvse 
ivirkten,  bestellt  und  zwei  Jahre  sjiater  zum  ProresKnr  der  PItyri 
und  angenandlen  IVIatheniatik  an  der  Lemberger  Unrrcrsillll  4 
nanni  nurde, 

In  Lemberg  war  Kunzek  so  recht  in  die  Lage  veraetxl,  ui 
die  edlen  Eigenschaften  seines  Chnracters  zur  Geltung  brirtgert  1 
kSnoen.  Niemand  wird  die  Sohwierigkeiton  verkennen,  «veld 
sich  den  Deutschen  in  Polen,  insbesondere  einem  deutschen  Lehre 
dem  nationaler  Fanatismus  von  vorneherein  die  Abslcfal,  grrvtan 
sieren  zu  wollen,  unlerschiebl,  entgegenstellen.  Seine  mit  Mb(( 
Wiesenschart  lieh  keil  gepaarte  Uumaiiität  iiberuartd  jedoch  all 
Hindernisse.  Durch  sein  uinTassendes  und  grflndlichca  WisMl 
welches  er  in  den  UniversiläteviKlesungen  sotvol,  trie  in  den  pi 
pul&ren  Vorträgen,  die  er  Qber  verschiedene  Ziveige  d>r  rmIIh 
malisch-naturwissenscfaaniichen  Diäciplinen  hielt,  an  den  "^ 
legte,  zog  er  den  Verstand  seiner  Zuhiirer  auf  seine  SeilR  I 
über;  durch  die  fast  väterliche  Liebe,  mit  ivelcher  er  an  der  £ 
dantenschaft  hing,  durch  die  von  reiner  Humanität  getragene  ti» 
recbtigkeit,  mit  welcher  er  im  vollsten  Bewuestsein  seiner  elgttu« 
Nationalität  und  bei  lauterer  Anhänglichkeit  an  das  GeaammtretrJ 
und  dessen  Regierung  die  Eigentbfimlicbkeiten  und  liiolotJMchai 


iruii(;en  einer  rrem<li;n  Naliiin  beurthiAlte,  gcivaiiti  e.r  sicli 
fietner  neuen  Milli/Irgcr  In  einer  Weisi-,  Hass  mau  ihm. 

'reiiiilen,  in  den  verschiedeneteii  Schichten  iler  (iescilschart  die 
vollste  Hochachtung  nnd  unbedingles  Vertrauen  Kollte,  und  dnss 
er  auf  die  Hludierende  Jitgcml  eint'n  Einlluss  aueublc,  unter  welchem 
di«  Ordnuni;  und  die  Disciplin  an  der  üniversltüt  selbst  in  den 
•cbnierigslen  Mnmenlcn  nufrecht  erhalten  norden  i»t.  In  Lern- 
berg  eröfTiiete  Kuneek  auch  seine  schriOstellerische  LnuThnhii 
und  «war  lüÜft  mit  dem  fifr  die  danialiirc  Zeit  vorKiif^lichen  Werke: 
„bie  Lehre  vom  Lichte."  War  dieses  Werk  mehr  (Ür 
wbseiiHchariliche  Kreise  bestimmt,  so  liess  er  1813:  „LolL-bt- 
rasaltche  Verträge  über  die  Astronomie"  und  1847:  „Die 
itlelearolngie"  erscheinen,  um  diu  Rr|;ehiiisso  der  Wissemscliaft 
Mich  einem  grösseren  Publikum  zuüfinglich  zu  machen;  ein  Ver- 
snt^i,  der  itanuils  in  der  deutschen  Lilerutur  noch  >u  den  Sclten- 
betten  fjelii'rte.  In  dieser  letzteren  Richtiini;  »irkte  er  mich  in 
der  k.  k.  Landwirlhscharisgesellschnft  in  Luniherg,  ivozu  er  ats 
Auqschussniit^lied  hinreichende  Gelegenheit  fand.  Es  tvar  dies 
ebenfalls  ein  sch'jner  Zug  In  seiner  tvisscnschnftlichen  ThSItgkeit. 
dass  er  die  Beziehungen  der  Wis^erischurt  zum  (iraktischen  Le- 
ben nie  ans  den  Au^en  verlnr,  und  namentlich  auf  jenen  Stand, 
aus  dem  er  selbst  hervorgegangen  iinr,  helehrenil  zu  wirken 
suchte. 

In  die  Periodo  seiner  Lehrerth3lii>l(eil  zu  Lemlterg  lallen  auch 
seioe  Reisi'«.  welche  er  auf  eigene  Kosten  nach  Deutschland, 
Krankreich  und  England  itnlernahm,  um  den  Kreis  seiner  Erfab 
rniigen  zu  envcitcrn  und  sich  mit  dem  Unterrichlsnesen,  specicll 
mit  der  Einrichtung  der  nalurivissenschaftlichen  Institntc,  Museen 
mid  Lahurutorien  dieser  Länder  durch  Auto|isie  bekannt  zu  machen. 
Uie  Erucht  dieser  Reisen  war  zunächst  die  Erhebung  des  (ihysi- 
k&liicheii  Cabinets  der  Leniberger  Universität  auf  einen  den 
wissenschafllichen  .^nrorderungen  seiner  Zeit  entsprechenden 
ätatul  und  der  Organisalionscntnurf  l'ür  eine  in  Lemberg  zu 
eiricblemle  lochnischc  Akademie,  der  auch  in  allen  »csentlichen 
Theilen  zur  Ausführung  kam. 

Als  Knnzek  1847  an  die  Wiener  Hochschule  berufen  »urde, 
erüffnelc  eich  fQr  ihn  ein  neues  Uebiet  erwanschtcr  Thätigkeil. 
Uekanntiich  lUllt  die  Reorganisation  des  listerr.  Unterrichlsnesens 
in  di«  Zeit  von  IK48— 1850.  Diesen  Rernrmhewegungen  wendete 
Kunzek  seine  volle  Aufmerksamkeit  zu.  Die  vertraulichen  Bc- 
zi«bungcn,  in  welchen  er  schon  seit  18-22  zn  dem  Grafen  8la> 
dion,  dem  dumniigen  Minister,  stand,  machten  es  ihm  auch  raüg- 
Ikb.  mit  seiner  Einsicht  und  Erfuhrung  anregend  und  ralhciid  zu 
wirken.      Leider    "urde    dieses    Verhültniss     durch    ein    Bch"eres 


4  Uterarischer  Bericht  CLXXIt. 

VerhMiigniss  zu   einer  Zeit  gelust,    wo    es   hStte  recht   frachtbir 
werden  können.     Für    Kunzek  war  Stadion 's   Tod   eio  harter 
iSchlag;  denn  er  wiisste  nur  zu  wol,  wie  gerechtfertigt  jene  Hoff- 
nungen w\iren,  welche  das  osterr.  Volk  an  diesen  Mann  knüpfte.  — 
Kunzek  war  von  der  Bedeutung  der  Naturwissenschaften  für  das 
moderne  Culturleben  und  für  die  materielle  Wolfahrt  der  Staaten 
von  je  her  zu   sehr  durchdrungen,   um   die  Nothwendigkeit  nicht 
zu  erkennen,  dass  den  mathematisch  -  naturwissenschaftlichen  Uia- 
äplinen  in  den  listerr.  Schulen  die  gehtihrende  Stellung  gesichert 
werde.     „Es  ist/'   sagt  er   in  der  Vorrede  zu  seinem  Lebrbache 
der    Physik  mit  mathematischer   Begründung,    „in  einem  Staate 
nicht  hinreichend,  dass  die  Naturwitsscnschaften  von  einigen  MSn- 
nern  sorgsam  gepflegt  werden,  sondern  sie  mfissen  alle  Volks- 
klassen durchdringen;  und  dies  werden  sie,  wenn  vor  allen 
die  Männer,    welche  ftir  den  Dienst  im  Staate  und  in  der  Kirche 
sich   ausbilden,   in  diesen  Wissenschaften   grQndlich   unterrichtet 
worden  sind.''     Als  durch  die  neue  Studienorganisation  seinen  An- 
sichten wenigstens    theilweise   Rechnung    getragen   worden   war, 
suchte  er  zur  Realisirung  nach  Kräften  beizutragen.    Er  war  nicht 
nur  thätig  für  die  Heranbildung  tüchtiger  Lehrer  der  Physik,  ins- 
besondere seit  er  1853  I^Iitglied  der  Prufungscommission  fQr  Gym- 
nasial-Lehramtscandidaten    geworden,    sondern    zeichnete    durch 
seine   Lehrbücher  jene   Richtung    vor,   welche   der  physikalische 
Unterricht  an  Mittelschulen    einzuhalten   hat,  wenn   derselbe  den 
Anforderungen   der  Schule  in  Bezug  auf  allgemeine  Bildung  der 
Schüler  und  den  Bedürfnissen  des  praktischen  Lebens  im  richti- 
gen Maasse  Genüge  leisten  soll.     So  erschien   1849  das  „Lehr- 
buch der  Experimentalphysik  zum  Gebrauche  in  Gym- 
nasien   und    Realschulen*'  und    1853  das  „Lehrbuch   der 
Physik  mit  mathematischer  Begründung  zumGebrauche 
an  höheren  Schulen  und  zum  Selbstunterrichte."  Beide 
Werke  fanden   bei  der  gesammten  Kritik  die  günstigste  Beurthei- 
lung  und  in  den  Schulen  einen  so  zahlreichen  Gebrauch,  dass  %'on 
der  Experimentalphysik  1864  bereits  die  siebente,  von  der  Physik 
mit  mathematischer  Begründung  18G5  die  3.  Auflage  nothwendig 
wurde.     Das  letztere  Lehrbuch  wurde  sogar  in  mehreren  Schulen 
des  ausserusterr.  Deutschlands  dem  physikalischen  Unterrichte  zu 
Grunde  gelegt.    Mit  Rücksicht  auf  die  Bedürfnisse  der  Lehramts- 
kandidaten liess  er  1850  „Studien  aus  der  höheren  Physik** 
erscheinen. 

Obgleich  Kunzek  durch  diese  Arbeiten,  so  wie  durch  seine 
Lehrthtitigkeit  an  der  Universität  sehr  in  Anspruch  genommen 
war,  fand  er  doch  an  Sonntagen  Zeit  zur  Abhaltung  populärer 
Vorträge   und    gehörte    nebstdem    zu    den    thätigsten   Mitgliedern 


inIralilUAscIlUSses  ilt^r  k.  k.  Lniidtv'irlhsclinllgesell^i'hari  in 
l^ie^fr  rasUusen  Thltll^kttU  und  il«ti  mit  ihr  verbunitciieri 
I  koiiiile  die  verdieiile  Aiierkeniiung  nicht  entgehen.  I^ö'i 
'WDTi]«  Kanzek  zum  correHpondierenden  Milgllede  der  kuiserlicheii 
Ak«tleiiiie  in  Wien  ervvälill;  IB58  wurde  ihm  durch  Verleihuni; 
de«  Khterkreuzes  de»  ^rnsshemogl.  badischeti  Ordens  viiiri  Zäh- 
riiiger  Lünen  eine-  besondere  Au»tciciiiiung  zu  Theil.  lÜndlicb 
wurde  Kunzck  durch  kaieerliche  Entschliessung  vom  12.  No- 
vember 186'i  iii  li^rnügung  „seiner  langjährigen  um  die  Wisgcn- 
schall  und  Ans  Öffentliche  tjesle  erworbenen  hervorrtigciuleii  Ver- 
dienste" in  den  Adelstanil  des  üdterteischen  Kaleerslaates  erhüben. 
Diese  Auäieichiiungen  sind  um  ao  ehretitoller  für  ihn,  als  er  in 
fa^t  allxu  groaser  üescbeidenheit  nie  von  seinen  Verdiensten 
sprach  und  nie  nafh  Giinslbezeuguugeii  buhlte.  Ihm  »ar  es  beim 
H&iideln  nur  um  die  Suche,  ivelcher  er  diente,  zu  Ihun,  und  er 
fand  in  dem  Beivus»tseiii  clnus  Rechles,  elivas  dem  allgemeinen 
Wole  Nützliches  ijeschiiffeti  nu  haben,  so  »ie  in  der  Anhänglich- 
keil und  in  ileii  Leislungen  seiner  Schüler,  den  achünalen  Lohn 
»einer  Hemühungen.  Mit  »elcher  Verehrung  die  SchUler  an  ihm 
hingen,  bewies  die  Leivhenfeier,  ivelehe  ihm  von  der  akademischen 
Jugend  in  (legenwarl  der  nisseuechaftlichen  Celebrltälen  Wiens 
veranstaltet  nurde;  seine  zahlreichen  Schüler  nerden  ihn  .luch 
atetB  in  dankbarer  Erinnerung  behalten  tiiid  in  seinem  lieisle  IVirl- 
cawirken  trachten.  Aber  nicht  allein  dem  Lehrer,  dem  Manne 
der  Wiseeuschalt  »ird  ein  treues  Andenken  gesichert  bleiben ; 
gat  viele  werden  eich  noch  nach  Jahren  jenes  Mannes  mit  dem 
ehrwürdigen  schneeiveis^sen  EJaupte  erinnern,  welcher  strenge  war 
gegen  sieh,  mild  gegen  andere  und  genisseohnTt  in  Erf^lInnE;  >lcr 
POicbl: 

..tiiiiiicr  kCii^lic  '.um  Guiiicn!  unO  knnnct  Da  st-lbci  kriu  Uanzoh 
Vrpi'ilcii.  lila  dii'iieniles  Olicil  tchlie««'  nn  ein  GunieB  Dich  im'- 


I 


Dr.  Erlst. 


Alte  griechische  .Mathematiker. 


Heronis  Aloiand  rini  geomelricurum  et  Stereome- 
trie omni  relin"'"*^:  acccilunt  Didynii  Alexnndrini  luen- 
aurae  marmurum  et  onunymi  variac  collectlone«  ex 
Herone.  Eurlide.  tiemino,  Proclo.  Anainlio  aliisque. 
E  libris  mann  scrijilis  edplit  Fridericus  Ilullsch.  Ke- 
rolini.     Apud  Weidmannes.     MIKTCLXIV.    8", 
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Wir  haben  uns  über  diese  Ausgabe  der  oachgelasseiien  Schrif- 
ten des  Hero  von  Alexandrien  u.  s.  w.  sehr  gefreuet,  und  sa- 
gen dem  Herrn  Verfasser  uro  so  mehr  Dank  für  dieselbe,  je  inebr 
Schwierigkeiten  bei  derselben  offenbar  zu  überwinden. waren.  Be- 
sonders machen  wir  auch  auf  die  wegen  ihres  historischen  und 
literarischen    Inhalts   sehr    interessante    und    lehrreiche   ,,Prae- 
fatio'^  aufmerksam,  so   wie  auch   namentlich   auf  den  Absdiniü 
,,V1II.  Ueronis  niensura  trianguli  ezcerpta  elibro  ne^t 
öiöntQccg*^   dessen  Herstellung  dem  Herrn  Herausgeber  besoo- 
dere  Muhe  machte^  worüber  die  Praefatio  p.  XVII.  nachzuse- 
hen  ist.     Der    Beweis    dürfte  dem  völlig    ähnlich   sein,   «leicber 
z.  B.   in  dem   Aufsatze:   „Beweis  der  drei  Brüder  für  den 
Ausdruck    des    Dreieckinhalts    durch    die    drei   Seiten 
(Archiv.    Theil  XXXIX.     S.  186.)''   von   Herrn    Kinkelia 
mitgetheilt  worden    ist,   und   der  sich  auch  bei  Leonardo  Pi- 
sano  (m.  s.   das  herrliche  für  die  Geschichte  der  Mathematik  so 
wichtige  Werk:  ^^Scritti  di  Leonardo  Pisano.     Pubblicati 
da  Baldassarre  Boncompagni.     Vol.  11.    Roma.     186*2.  4^. 
p.40.'S  durch  welches  der  Fürst  B.  Boncompagni  sich  so  sehr 
um  die  Geschichte   der  Mathematik  verdient  gemacht  hat)  findet. 
Viele   Mathematiker  werden    mit    uns    sehr    wünschen,  dass 
Herr  Hultsch  sein  durch  Herausgabe  des  vorliegenden  Werkes 
erworbenes  Verdienst  recht  bald  durch  Herausgabe  einer  lateini- 
schen Uebersetzung  noch  erhohe. 


A  r  i  t  li  m  e  t  i  k. 

Mathematische  Aufgaben  nebst  ihren  Lösungen. 
Zum  Gebrauche  auf  Forst-,  Berg-,  land wirt hscba/t* 
liehen  und  anderen  technischen  Academien,  so  wie 
zum  Selbstunterrichte.  Von  C.  Schindler,  Assistent 
der  Forstwissenschaft  und  Docent  der  Baukunst  an 
der  k.  k.  Forstlehranstalt  zu  Mariabrunn.  Wien,  ßrau- 
müller.     1865.    8«. 

Diese  Aufgaben  betreffen  nur  die  gemeine  und  allgemeine 
Arithmetik  und  die  Algebra;  die  Sammlung  ist  aber  in  diesem 
Kreise  eine  sehr  umfangreiche  und  zeichnet  sich  dadurch  vor 
anderen  Aufgabensammlungen  aus,  dass  den  nicht  in  das  Gebiet 
der  reinen  Arithmetik  gehörenden  Aufgaben  meistens  eine  auf 
Praxis  und  Technik,  namentlich   die  Forstwirthschaft,  bezügliche 


lidung  gegeben  worden  ist  :  tventi  nlier  aui:li  hiernacli  Haa 
TnrKUgBweise  fiür  die  auT  dem  Titel  genannten  Lehranstalten 
imt  ist  und  TOI)  diesen  insbeBondere  berücksichtigt  ku  net- 
Bo  glauben  »ir  es  dncli  auch,  seines  allgemein  in- 
iven  Inhalts  wegen,  Lehrern  an  allen  sonstigen  Unterrichts- 
Beachtung  eni|ifehleti  zu  dürfen,  unil  ivollen  daher 
Hauptinhalt  noch  kurz  nngeben :  I.  Dekadisches  Zahleiisy- 
Mem.  II.  Die  vier  Rechnungsarten  (nrilhmelischeundalgebraischc). 
in.  Kechnungsurten  mit  genannten  Zahlen.  IV.  Theilbarkeit  der 
Zahlen.  V.  Brüche  (Gemeine  Brilche,  DecimalhrOche,  Kellen- 
brÜcbe).  \'l.  Potenzgrüssen.  VII.  Wurzelgriissen  (mit  Einachlues 
der  imaginSren  Gtl}Sf,ifn).  Vlll.  Logarithmen.  IX,  Verhältni 
und  Projiortiunen.  X.  (ileichungen.  \l.  Cnnibiiialionalehre  (mit 
EitMchluss  des  binomiscben  und  [inlynoniischen  Satzes).  XII. 
Reiben.  (Sehr  reichhaltig  an  Zins  rech  nungs-  und  verwandten 
Aufgaben ,  auch  Convergenz  und  Divergene  der  Reiben,  also  auch 
selbst  die  Iiüheren  Parlieen  nicht  unberücksichtigt  lassend).  XIII. 
Wnhrscbeinlichkeil^rcchnung.  —  Wir  emprebien  das  Buch  nochmals 
aar  Beachtung. 


Fünfstellige  logari  thmisch-lrignnomclrische  Ta- 
feln von  Dr.  Theodor  Wittstein,  Professor  an  der  Kil- 
lt t  glichen  Ueneralslabs  <  Akademie  in  Hannover  u.  s.  w. 
Zweite   Aufläse.     Hannover.     Hahn      1805,     S". 

Das  Erscheinen  einer  zneilen  Auflage  dieser  em|ifehlens- 
Merlhen  fünfslelllgen  Tafeln  liefert  den  erfreulichen  Beueis,  daiis 
sich  die  Ansicht,  dass  namentlich  bei  dem  huficreti  niathemaiischi;ii 
Scbulunlerricble  der  Gebrauch  solcher  Tafeln  dem  Gebrauche 
mehrstelliger  Tafeln  unbedingt  vorzuziehen  ist,  immer  mehr  Bahn 
bricht.  Die  von  der  gewöhnlichen  sich  nicht  wesentlich  unter- 
»cheidendc  ICinrlchlung  dieser  Tafeln  ist  aus  Ihrer  ersten  Aullage 
binreichend  bekannt,  so  dass  wir  uns  mit  folgenden  Bemerkungen 
Ober  dieselben  hier  begnügen  kirnnen.  Dass  der  Herr  Verfasser 
kein  kleineres  h'nrmal  als  Dctiiv  gewählt  hat,  ist  vollständig  zu 
billigen.  Druck  umi  l'npier  enl^preclien  allen  Anforderungen,  und 
die  Ziffern,  deren  Schnitt  uns  an  die  älteren  classischen  englischen 
Tafeln,  z.  ß.  an  die  uns  gerade  vorliegenden  tre^ichen  und  ungemein 
seltenen  ..Tahles  of  Lognrilh  ms.  By  William  Gnrdinor. 
London  MDCCXLII.  4"."  erinnert  bat,  sind  sehr  deullicli.  Auch 
die  GauBs'schen  Logarithmen  sind  auf  Grundlage  der 
Anguat'schen  Tafeln,  aber  nicht  ganz  ohne  eigene  bequem.vre 
Einrichlungen,  aufgenommen.     Im  .Mlgemeinen   ist  der  Inhalt  fnl- 
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<;endcr:  Ueber   Einrichtung  und  Gebrauch    der  Tafeln.     I.  Brig- 
gische Logarithmen    der  Zahleu   von   I   bis  9999.     Einige  andere 
nützliche    Logarithmen.       II.    Die     naturlichen    trigonometrisclieo 
Zahlen   für   die   Winkel    des  ersten   Quadranten   von   Viertel-  za 
Viertel -Grad.     (Hier  hätten  wir  aus  schon  öfters  ermähnten  Grün- 
den die  Aufnahme  der  Secanten  und  Cosecanten  gewünscht,  die 
sich  z.B.  in  den  trefiTlichen  Tafeln   dieser  Art  von  Sheririo  fin- 
den.).    III.  Die  Logarithmen  der  trigonometrischen  Zahlen  fGr  die 
Winkel  des  ersten  Quadranten  von  Minute  zu  Miuute.     (Die  Ver- 
theiinng  jedes    Grades    auf    anderthalb   Seiten   war   bei  dem  ge- 
wählten, allerdings   sehr  deutlichen  und   grossen  Druck  nicht  zu 
vermeiden.)     IV.    Länge  der    Kreisbugen.    Va  Gaussische  Loga- 
rithmen.    VI.   Natarüche  Logarithmen  der  Zahlen    %'on   1  bis  e^ 
Anhang.      (Trigonometrische    Formeln.       Dimensionen    des    Erd- 
spharoids.     Französisches  Maass-,  Münz-  und  Gewichtssystem).  — 
Jedenfalls  verdienen  auch   diese  Tafeln   zur  Berücksichtigung  für 
den  Gebrauch  bei  dem  Unterrichte  empfohlen  zu  werden. 

Elemente  der  Theorie  der  Functionen  einer  com- 
plezen  veränderlichen  Grösse.  Mit  besonderer  Be- 
rücksichtigung der  Schöpfungen  Riemaniis  bearbei- 
tet von  Dr.  H.  Duregc,  ordentlichem  Pro  fessor  am  Po- 
lytechnikum zu  Prag      Leipzig.     Teubner  1864.    8^. 

Je  schwieriger  es  seit  der  Einfuhrung  der  neuen  in 
der  Theorie  der  imaginären  Grössen  zur  Geltung  gekommenen 
Ansichten  und  Anschaiinngswcisen,  und  namentlich  seit  der  Ein- 
führung der  coniplexen  Variablen  in  die  Mathematik,  für  jeden 
Mathematiker  geworden  ist,  sich  mit  den  betreffenden  Untersu- 
chungen, namentlich  mit  den  Schöpfungen  Rieniann's,  aus 
verschiedenen  einzelnen  Abhandlungen  und  Schriften  bekannt 
zu  machen:  desto  grösser  und  dankenswcrther  ist  offenbar  das 
Verdienst,  welches  der  Herr  Verfasser  sich  durch  die  Herausgabe 
des  vorliegenden  Werkes,  in  welchem  er  eine  so  viel  als  möglich 
systematische,  von  dem  Leichteren  und  Einfacheren  zum  Schwe- 
reren und  Zusammengesetzteren  fortschreitende,  zugleich  möglichst 
vollständige  Darstellung  der  genannten  Untersuchungen  zu  liefern 
versucht  hat.  Wir  sind  der  Meinung,  dass  derselbe  sich  seiner 
wahrlich  nicht  leiclitirii  Aufgabe  mit  grossem  Geschick  und 
grossem  Fleissc  entledigt  hat,  und  können  dieses  Werk,  welches 
wir  für  eine  wesentliche  und  wichtige  Bereicherung  unserer 
mathematischen  Literatur  halten.  Allen,  die  den  genannten  Unter- 
suchungen ein  sorgfjiltites  Studinm  widmen  wollen,   aus  vollkom- 


,  menfllet  Ueberzcugung  nicht  enniis  empfehlen.  Die  ü&rslelluiig 
Ist,  von  den  ersten  neueren  tJ^griffvn  über  die  sogenannten  ima- 
ginüren  Gntssen  Ite^innend,  in  sysleniftlischer  Fortschreitutig, 
flberall  sehr  deutlich  und  seihst  sd  «leineiilur  gehalten,  tvie  es 
der  allerdings  6thtrierit,'ß  licßciiKtand  nur  irgend  gestattete,  so 
dass  nir  ^luuhen.  dass  ticseiiHiche  Schnierigkeilen  keinem  auf- 
nieilcBanien  und  selbständiges  Nachdenken  nicht  scheuenden  Leser 
entgegen  treten  wenlen.  Auf  Eiruelncs,  seihst  ivenn  wir  hin  und 
wieder  einige  Bedenken  £u  äussern  uns  verunlaBst  finden  dürfte», 
die  oher  —  wie  nlr  uns  gern  bescheiden  —  sich  doch  viel- 
leicht bei  noch  tieferem  und  sorgfältigerem  F.ingehen  beseitigen 
lassen  möchten ,  einzugehen,  kann  natOrlich  in  diesen  kur- 
ven Literarischen  Berichten  nicht  der  Ort  sein,  so  dass  wir 
uns  mit  der  folgenden  Inhaltsangabe  begnügen  müssen;  Einleitung. 
\.  Ueoinetrische  Uarstellung  der  imaginären  tirilssen.  II.  Von 
den  Tiinctionen  einer  coniplexen  Vnriabelen  im  Allgemeinen.  111. 
Mehrdeutige  Kunclionen.  IV.  Integrale  mit  complexen  Vuriabeten. 
V.  Der  Lagnrilbmus  unil  die  Exiiiinentialfunclion.  VI.  Allgemeine 
Eigenschaften  der  Functionen.  VII.  Ueber  das  unendlich  gross 
und  unendlich  klein  Werden  der  Functionen  (A.  Functionen  ohne 
Verz«eigungs[innkte-  Eintverlhige  Fuiictionen.  B.  Functionen 
tnlt  Verzwelgungspunkten).  VIM.  Integrale  (.\.  Integrale  über 
geschlossene  Linien  ausgedehnt,  B,  Integrale  über  niclit  ge- 
schlossene Linien,  unbestimmte  Integral -Functionen.).  IX.  Einfach 
und  niebrfiich  zusammenhängende  Flächen.  X.  Vnn  den  Periodic!- 
IStBmnduln.  \l.  BeNlimmung  einer  Function  dnrch  (irenz-  und  Uiiste- 
tigkeltsbedingungen.  XII.  Ueber  die  Bestimmung  des  Zusammen- 
hangs einer  gegebenen  Flgclie. 

Möge  dus  Uuch  die  so  sebr  verdient«  Beachtung  in  reichstem 
Maasse  finden. 


^^^Bei 


Optik. 


e  physiolo^iscfiu    Optik.      Eine    Uurslellung   der 

ze     des     Auges.        Von     Dr.     Hermann     Schefflet 

(Iterzogl.  Braunschweigischcm  Baurat  h).  In  zwei  The  i- 
len.  Erster  Theil,  Mit  2-26  in  den  Text  eingedruckten 
HoUalichen.    Brnunsch»  eig.  Schulbuchhandl.   1864.    8". 

Uer  Herr  Verfasser,  als  gründlicher  und  scharfsinniger  Ma>'l 
Iheiiialikcr  längst  auf  das  Vortbeilhafteste  bekannt,  hat  es  nicht! 


inierlassen,  «nr  Aer  Publiralion  dieses  Werke»  sich  aucb  mit 
den  )>i«'  ""  (lelluR^  bnmmi-nden  jihyaiulo^Uciien  uod  atuatami- 
schon  BedingDng«!'  und  Vcrhültnisseii  aua  eigeuer  Aivachautuig, 
unler  ß«nulciiiig  von  Ochsen-,  Kallts-,  Hammel-  nnrf  IScbHeios- 
aiigGii,  nur  tlsa  Uennucf^le  Eiekannl  ru  niachfin,  eo  dass  also  die 
in  diesem  Werke ^cgeWne  sehr  detaillirle  und  ausJabrUclie  Uesehrei- 
bun[c  des  Au|tes .  nel'st  den  derselben  bvige;iebeneii  sehr  deat* 
liehen  Zeichtiani;e<i ,  ganz  auf  eigenen  Unlersucliuagen  dod  U*S' 
FiUDgrn  Iferuhel.  Dass  Alles,  »as  einer  matlieinali scheu  U«- 
IrBchtung  fähig  nur  und  eine  solche  in  Aiia|irDGh  nnbm,  onf 
strenge  mnlliemalische  Vcrliüllnis^e  und  Forinefa)  cnrückgefBktt 
ivnrden  ist,  versteht  sich  bei  diesem  Verfasser  von  selbst.  - 
lYohei  derselbe  sich  aber  au(;cnscheiulich  überall  grüner  Ufot* 
Itchiceit  und  Eli^gani  beHeissiftte,  und  sich  mit  woniitcii  Ausuah- 
men  innerhalb  des  (iebtela  der  Elemente  hielt,  selbst  ahne  Aa- 
ivendong  der  eigentlichen  aualytiscfaeti  Ueumelrle.  di«  U«tracb- 
tung.  grÜHsereT  Anschaulichkeil  wegen,  durchgSngig  an  deotUcb 
gexeicbnele  Kiguten  anscbliesseinl,  —  ivas  bei  einem  solchen 
Werke  collkemmeii  gebilligt  und  liesoiiders  anerkauni  ncrdao 
mnss;  bei  einer  dem  Gebiete  des  Itlaxlmunis  und  Minimums  *or- 
zugeweise  angehürenden  Unlersuchuni;  (S.  130.  ff.)  war  nalürlich 
ohne  sehr  grosse  Weil  läufig  keil  der  Gebrauch  der  ÜUrerenlial- 
rechnung  nicht  zu  umgehen,  .Icdenrnlls  halten  »ir  neben  der 
eigentlich  physiologischen,  die  gesamnitc  muthcmatleche  Partie 
des  Werkes  lür  eine  sehr  lehrreiche  und  inleressaDle,  aur  dl» 
„ir  —  eben  sa,  itIc  auf  die  erslere  —  unsere  Leser  rocht  athr 
aufmerksam  za  machen  nicht  unterlassen  kr>nnen ,  so  wie  nlr 
dieses  Werk  uberhau|)[  für  eine  nichtige  Bereicherung  uoseier 
DiiliacheTi  Literatur  hallen,  und  es  zu  ausgebreiteler  ReachlnnR, 
mit  eigener  dankbarer  Anerkennung  der  ans  demselben  gescbripf- 
len  vielfachen   Beluhrutig,  dringend  emi)fehlen. 

Der  Hauptitiliall  ist  folgender:  Einleitung.  Kritische  Entnickfl- 
lung  der  drundunschauungen  der  Theorie  des  Lichtes.  Optische 
BegriffserklHrungen.  Bau  des  Auges.  Dimensionen  des  Al^e«. 
Der  innere  Mechanismus  des  Auges.  Systematische  EinUiellang 
der  zum  Sehen  erforderlichen  A)i|iaralc  und  l'unkllonen.  Mathe- 
matische Theorie  der  Akkomodation  und  der  Linsensyslome  fiber- 
baupt.  Geliirnlhülighcil.  Sehen  mit  z»'ei  Augen.  Schielen.  Er- 
ISuternde  Experimente.  Wettstreit  und  Identität  der  Sehfelder. 
Einfachschen.  Der  Süssere  Bencgungsapparat  äea  Auges.  Oi« 
HGlfsiniltel  gegen  dns  Schielen.  Deiirlheilung  der  Enlfernnng. 
Stereoakopischcs  Scheu.  Milllerc  Sehweite.  Bcurlheüuug  der 
Richtung,  des  Sehwinkels  und  der  absoluten  Grosse.  Bemibel- 
iung    der    LichtstSrke.     Beiirtheilung    der    Farben.    Schürf«  doa 
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Sehens.  Scheinbare  Kichlung.  Decicung  der  uitemptioil  liehen 
Stelle.  Scheinbars  Grüsse  und  Eiiireniung.  Glei(.'hxeilige  Akko- 
modatioN  aul'  verschiedene  Unt  fern  untren.  Erscheinungen  des  kür- 
perljcheii  lianmes.  I'erspettive.  Scheinbare  Lichtstärke.  Schein- 
bare Farbe.  Uus  /uiilckslruhleii  des  Lichtes  aus  dem  Auge  und 
die  Fmiktionen  der  Aderhaut,  Verhgltniss  ziviachen  der  absoluten 
und  scheinbaren  Grusle,  Lichtstärke  und  Farbe  nnd  zwischen  der 
optischen  Taiischnng.  Einfluss  des  freien  Willens  auf  die  Akko- 
modation. Erscheinungen  beim  Blicke  durch  mehrere  Teine  Oeff- 
uungen.  Das  liiduklionsgcsetz.  Dus  Konburrenzgeselz.  Das  Kon- 
tritslgeselz.  Nähere  Aual'iilirungen  der  drei  vorhergehenden  Gesetze. 
Dem  Erscheinen  des  ztveiten  Theils  sehen  tvir  mit  grossem 
Verlangen  entgegen  *). 


Vermischte  Scliriften. 


nie  Royale  des  science 
de   Belgique.    (Vergl. 


Bulletins  de  l'Ac 
lettre»  et  des  beauz- 
B«r.  CLXXI.    S.I9.). 

32"' Annöe,  2"»  S*r.  T.  XV.  Sur  les  variations  mdtioro- 
Iftgiqnes,  pendant  Ics  quaranle  demiers  jours  de  l'annee;  par 
M.  Eli.  WoHwermans  p.  6.  —  Sur  un  nouveau  proc^dä  exp^ri- 
menlat  pour  deterniiner  In  distanue  focale  princtpate  des  iiiifoirs 
sph^riques  convexcs  etdea  lünlilles  divergentes;  par  M.  Vaterius. 
Rapport  de  M.  Plateau,  p.  9.  -  Aurore  bor^alc  du  Hau  13  dö- 
cembre  1802;  par  M.  Ad.  Quelelet;  p.  21.  -  Le  probl^me  de 
Kepler,  disculö  par  M.  J.  Ph.  Wolfers.  p, 'iÖ.  —  Note  sur  un 
nouveau  procedv  cxp^rimcntal  pour  tl^terminer  ia  tlistance  Tocale 
principale  des  niiroirK  spheriqnes  konvexes  et  des  lenlilles  dlver* 
gentes;  par  M.  H.  Valerius.  p.  47.  (S,  vorher),  —  Essai  sur 
Ia  r^sistance  compar^e  des  conducteurs  de  Ter  el  de  culvre  ä  Ia 
rupture  par  le  cnurant  galvaiiique  et  l'etincelle  i'lectrique;  par 
M.  Jaspar.  Rapport  de  M.  Munligny.  p.  301.  —  Rapport  de 
M.  Gloesener.  p.  308.  —  Die  Abhamllung  des  Herrn  Jas- 
par seihst  findet  sich  p.  324.  —  Memoire  sur  ta  Theorie  des 
roues  k  palettcs;  par  M.  Steicli«n.  Rapport  de  [(].  Timmer- 
manns.  p.  406.  —  Un  miit  sur  les  couratits  des  iippareils  ^leetro- 
magn^tiquea;  par  M.  Poelmann.  p.  408,  —  Bolide  ohsenr^  dans 
Ia  soiree  du  4  mars  IStiS.     Commnnicalion  de  M.  Ad.  Quetelet. 


•)  Int  Lci'ni  Si'hhi*.  iliooci 
beiinitlicbcn  folgenden  Lilcrnr.  I 
aJa  uid^üeh  angncigt  »enicn. 


(irnil    NiikIi    iIc«   gluirluci 
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p.  409.  --  l^toiles  ßlaiites  du  moid  de  novenibre  1862;  |>ar  Ail.  Que- 
telet.  p.  4]4.  —  Sur  Ics  etoiles  filantes  et  sur  le  bolide  aper^ 
le  4  mars  dernier;  par  Sir  John  Uerschel.  p.  527.  —  Sur  les 
variatioiis  de  rhiclinaison  et  de  la  däclinaisoii  niagnetiques  a  Brii- 
xelles,  depuis  1827  jusqu'a  ce  jour.  Lettre  de  M.  Uaiiäteen, 
de  Chrtstiania«  k  M.  A.  Quetelet.  p.  528.  —  Sur  les  couraiits 
i^lectriques  telluro-atmospheriques  et  leurs  rapports  avec  Ie8  per- 
turbations  des  ainiants ;  lettre  de  IV1.  Zantedeschi,  de  Padoue, 
ä  M.  Ad.  Quetelet.  p.  609.  —  Sur  la  tbeorie  matheniatique  des 
courbes  d'intersection  de  deux  lignes  tonriiant  dans  le  meiue 
plan  autour  de  deux  points  Gxes;  par  !\1.  Van  der  Mensbruggbe. 
Rapport  de  M.  Lamarle.  p.  013.  —  Mittheilung  maguetischer 
Beobachtungen  durch  Herrn  Ad.  Quetelet.  p.  618.  —  Sur  les 
coarants  älectriques  telluro-atniosph^riques  et  leurs  rapports  avec 
les  pcrturbattons  des  aimants.  Lettre  de  IVl.  Zantedeschi  a 
M.  Ad.  Quetelet.  p.  619.  —  Note  sur  la  resit^tance  conipara- 
tive  des  conducteurs  de  paratonnerres  de  Ter  et  de  cuivre  a  la. 
Fusion  par  la  foudre;    par  AI.  Cb.  Montigny.     p.  630. 

32"«  Annee,  2'"»  Sär.  T.  XVI.  Sur  les  ötoiles  periodiques 
du  roois  d*avril,  note  de  I\l.  Alexandre  Herschel,  communi* 
quöe  par  M.  Ad.  Quetelet.  p.  5.  —  Sur  Teclipse  de  lune  du 
!«■  juin  1863;  par  M.  Ad.  Quetelet.  p.  8.  —  Sur  le  mouvemeiit 
propre  de  quelques  ^toiles,  par  M.  Ernest  Quetelet.  p.  9.  — 
Note  sur  la  cause  qui  s'oppose  a  Tintroduction  d'un  liquide  dans 
un  vase  a  oriflco  ^troit;  par  F.  Duprez.  p.  11.  —  Recherche« 
sur  la  resistance  des  metaux  eniployes  dans  la  construction  des 
paratonnerres  aux  eflfets  de  fusion  par  Telecfricite;  par  >I.  Mon- 
tigny.  p.  25.  —  Sur  le  mouvemcnt  propre  de  quelques  etoiles: 
par  M.  Ernest  Quetelet.  Rapport  de  M.  Liagre.  p.  50.  — 
Note  sur  une  recreation  arithmetiquc ;  par  M.  J.  Plateau,  p.  6*2. 
—  Sur  Torage  du  25  juin  dernier;  Notes  des  MM.  Selys-Lon'«;- 
champs,  Ernest  Quetelet,  Montigny.  p.  132.  —  Sur  la 
nature  des  etoiles  filantes;  par  M.  H.  A.  Newton  et  Ad.  Que- 
telet. p.  136.  —  Sur  un  pheuomene  de  couicurs  juxtaposecs; 
par  J.  Plateau,  p.  139.  —  Sur  les  ötoiles  filantes  et  leur  theo- 
rie.  (Communications  diverses.  MM.  A.  Quetelet,  Duprez, 
Madame  Cath.  Scarpellini,  MM.  John  Herschel,  Alex. 
Herschel  fils.)  p.  286.  —  Sur  un  bolide  qui  a  eclate  a  Bologne 
le  10  aodt  1803;  lettre  de  M.  J.  ßianconi  ä  M.  H.  Storks 
Eaton,  p.  313.  —  Sur  un  meteore  oxtraordinaire,  observe  a  Har- 
worth  (comte  de  Durbam),  en  octobre  1854;  lettre  de  Sir  J.  Her- 
schel a  M.  Ad.  Quetelet.  p.  315.  —  Sur  la  nature  des  etoiles 
fdantes.     Extrait  d'une  lettre  de  Sir  John  Herschel  a   M.  Ad. 


! 


^^BleUr.  p.  319.  -  Sur  ]es  4to\\es  Tilantes.  ßxtrail  d'iine  lel- 
^Bs  M.  Uaiflinger  ä  M.  At).  Quctelel.  \u  330.  -  Sar  leg 
^^bs  litanles  ilii  II  noüt  I8(!3  et  sur  leur  natnre.  I.ellre  ile  M. 
^H.  Newton  k  M.  A.I.  Quelelet.  p.  3^J4.  —  Orage  du  10 
^^bmbre  1863,  observ^  ü  Druxellei^  t'"^  ^^-  '^mcsl  Quetetet. 
^^|H9>  —  Sur  Ics  ätniles  lilantes  d1  Icurs  lieux  ifapfiariliun ;  par 
^K  Ad.  Qiietelel,  Le  Verrier,  Haitlii>ger  et  P>iey.  )>.  3m 
^^Bltr  (leux  noiiccs  do  phy&iqut- ,  par  M.  Anntole  ile  Coligny. 
^^H'lL  —  Stir  l'eau  coinmi!  cause  de  diiiniagn«tismc;  |>ar  M.  Maas. 
^B;6.  —  Sur  Ie8  ptoiles  aiiiiiteK  du  mnts  d'aoilt  1803  dans  l'liä. 
^^Kbere  austrat^  "otc  do  M.  Ad.  (^uelelet.  p.  477.  —  Oura- 
mEducommencemenl  de  deeeiiil>rc  1S63;  par  M.  A  d.  Quetelel. 
ji,  iM.  —  Lc  l'eaii  cnmme  cnuse  determinnnte  (In  dinniaf;iiälismB  J 
ile  quelques  corps  nrgniiUt^g:  pur  IV'I.  Maa»:.  p.  486.  —  Sur  anS 
iii>rulit)ie  aper<;u  cn  Bel^ique  Ic  7  decembrc   I8&{.     p,  1121.  —        3 

33'"'  Ann^e,  ^""-  S«r.  T.  XVII.  Sut  la  niorlalile  peiidan« 
hl  prenii^rc  enrance:  par  M.  Ad.  Quetelel.  p.  0.  —  Sur  htM 
hanleur  de  l'almoiipIiÄre,  siir  noirc  »ysl^nie  plaiieiaire  et  sur  leSH 
^IvRients  maftn^liques  ä  riirisliaii'm :  lettre  de  M.  Maiisteen  ä^ 
M.  Ad.  Quetelet.  p.  16.  —  Sur  un  ni-roliihe  tonihe  dans  !«■  1 
ejinriine  de  Tirlcmonl  le  7  diiicmbre  IStKf.  \<.  18.  —  Sur  la  lian- 
teur  el  Inrigiiie  des  eloiles  filanles;  fragtiiGnt  d'uiic  letlrc  de  M. 
A.  Seechi  a  ]\I.  Ad.  Ouet«let.  p.  ll.  —  i\»(c  sur  quelques 
perfedionnements  apporttis  aux  npparcils  cl)roiio(>raphique8;  par 
M.  (iloeseiier.  p.  28.  —  Note  eur  les  trenilileniiints  de  terro 
en  l8C'i,  avec  supplemciits  puur  les  oiin^es  unlerieures;  par  M. 
A.  Perrey.  p.  83.  Rapport-  de  M,  Uuprez  et  M.  Ad.  Que- 
telet. p.  S3.  —  Nur  quelques  proprieles  des  polygones  reguliere; 
parM.  Vauder  IVIeuslini^ghe.  Rapport  de  M.  Timmermaiins. 
p.  85.  —  (Quelques  niots  ä  propos  des  aerolillies  tonilies  en  Bra- 
bani  le  7  d^cembrt'  1863:  par  M.  A.  Thielons.  Rapport  de 
M.  Duprez.  p,  86,  —  Sur  un  chronographe  elccIro-ba>isli(|ue; 
Memoire  du  M.  P.  Le  Boulan^ä.  Rapport  de  M.  MeUens. 
(Sebr  ausführüch).  p.  02.  —  M«iiiiniro  aur  les  felations  qui  exi- 
stent eiitre  les  Eloiles  filaiiles.  les  bolidrs  el  les  essuims  de 
n^täorilcä:  par  M.  Ilatiliuger.  p.  127,  —  Rappnrt  sur  iechaii- 
lillon  du  raeteorite  de  Beauvecbain  (Titlemont,  Touriiiiie-la-(irosae); 
par  M.  Haidillger.  p.  137.  —  Sur  quelques  proprietes  gen^ra- 
lea  des  polygones  regutiers  ;  par  Itl.  <>.  Vander  Mensbruggbe. 
p.  133.  —  Examen  crttique  d'uiic  iiietbude  recemnieiit  proposee 
pour  distinguer  le  inaximuui  el  le  mininium  dnns  les  proltlemes 
du  eaicul  des  vartaliniis;  par  M.  Liiideliif  ü  Uelsingrors.  p.  162. 
'  üur    uiie  iiolice  de  iM.  le  uiarqiiis   A.  de  Coliguy  relativ«  ou 
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mouvement  des  ondes  et  Bur  une  notice  du  mdme  auteur  relative 
au  developpement  de  la  chaleur  dana  les  siphons  employ^a  ao 
percenient  du  tunnel  du  Mont-Cenia.  Rapport  de  M.  A.  l)e  Vanz. 
p.  227.  —  Des  pb^nomenes  päriodiques  en  genäral;  par  M.  Ad. 
Qaetelet  (In  vieler  Beziehung  sehr  interessant  und  lehrreich, 
namentlich  auch  bezüglich  der  verschiedenen  so  sehr  verdienst- 
lichen und  wichtigen  Arbeiten  und  Publicationen,  mit  Rucksiebt 
auf  deren  iiof beendigen  Zusammenbang  unter  einander,  denen  Herr 
Quetelet  seit  einer  langen  Reibe  von  Jahren  sich  mit  so  vielem 
Fleisse  und  so  vielem  Erfolge  gewidmet  hat,  weshalb  wir  unsere 
Leser  auf  diese  Abhandlung  recht  sehr  aufmerksam  zu  machen 
nicht  unterlassen  können.)  p.  229.  —  Note  sur  un  nonveau  sein* 
tillom^tre;  par  M.  Ch.  Montigny.  p.260.  —  Solution  d'une  question 
de  probabilif^s ;  par  M.  Liagre.  (Dans  une  partie  de  domino 
ä  quatre,  le  joueur  B  se  trouve  phire  a  la  droite  du  joueur  A: 
celui-ci  a  la  pose  et  doit  faire  dofkiino  en  sept  coups^  B  ayant 
pose  six  das,  et  les  deuz  autres  joueurs  n*en  ayant  pose  aucun.) 
p.  365.  —  Magnetische  und  andere  Mittbeilungen  von  den  Her- 
ren Ernest  Quetelet,  Ad.  Quetelet,  Haidinger,  p.  436.  ~ 
Note  sur  cette  question  posee  par  Arago:  La  scintillation  d'une 
i^toile  est -eile  la  meme  pour  les  observateurs  diversement  pla- 
cäs?  par  M.  Montigny.  p.  443.  —  Sur  la  stabilite'  des  syste- 
mes  liquides  en  lames  minces:  par  M.  Lamarle.  Rapport  de 
IH.  Plateau,  p.  59).  —  Sur  la  päriodicite  des  ^toiles  filantes  du 
mois  de  novembre;  par  M.  Ad.  Quetelet.  p.  599.  —  Note  sur 
les  ^quations  difförentielles  de  la  dynamique;  par  M.  Ph.  Gil- 
bert,    p.  617. 


Für  1864  hatte  die  Königlich  Belgische  Akademie  der  Wis- 
senschaften folgende  Preisfragen  gestellt,  die  wir  ihres  grossen  wis- 
senschaftlichen Interesses  wegen  hier  noch  niittheilen  wollen,  wenn 
auch  der  Einliefeningstermin  der  betreflfenden  Arbeiten  längst  ab- 
gelaufen ist;  wir  sind  leider  erst  vor  Kurzem  zu  ihrer  Kenntniss 
gelangt: 


,,Determiner  et  montrer  en  quoi  consiste  la  superio- 
rite  relative  des  m^thodes  geometriques  sur  les  metho- 
des  analytiqucs  et  r^ciproquement.** 

i/. 

„Exposer  la  theorie  probable  des  etoiles  Hlantes,  en 
Tappuyant  sur  les  faits  observes." 


Wir  nerilen  Sorge  Iragen,  küiirtighin  frülißr  Kennlmss  von 
den  von  der  genannten  berfihmlen  Altademie  gcolelllen  Preisfragen 
XU  erhalten,  uml  «cnlcn  dicselhen  dann  iinserfiii  Lesern  schleu- 
nigst mitlheilen. 


Der  neueste  Jahresherieht  (Fastti  atlit  1865)  der  eo 
sehr  verdienetlich  und  tiecgensreich  wirkenden  Uam- 
bnrgischen  Gescllsehan  zur  Verhreitunt;  der  mathe- 
matischen Wissenecharien  enthTilt  zivei  nehrheaehlenBuerUic 
Anfffätze,  auf  die  iiir  unsere  Leser  recht  sehr  aufnierksam  machen. 
Dämlich: 

I.  Ueber  einen    Salz   der  neueren  Geometrie-     Von  | 
H«rrn  I)eich-Ins|)ector  H.  W.  C.  Hrihbe. 

II.  Einige  Iteuhaehtungei)  und  t^rahrungsres 
täte  nxi»  der  BeniilKung  des  Amsler'seheti  Planimelers. 
Von  Herrn  IL  StUck,  Chcl  des  Hamhurger  Vermes- 
sunge- üureauB.  (Allen,  die  mit  dem  Anisler'echen  Plani- 
Mieter  arbeiten,  dringend  zur  Dcachltitig  zu  cinprehleii.) 


Oauss'schen  Werken, 


[nrcti  deren  Herausgabe  die  Kr}iiigliche  (i  esellachafl  dar 
Wissenschaften  in  (iü(Ilii};en  sich  ein  so  ungemein  grosses 
Verdienst  ernirbl,  »ind  iiun  die  beiden  ersten  Bünde  erschienen, 
Üie  Heransgabe  geschieht  fjatu  der  im  Archiv.  Tbl.  XXXVIIl. 
S.  I8S.  milgetheilten  aDsrobrlicheii  AnkOndigung  dieses  gross- 
artigen literarischen  C  nter  nehmens  gemSf^s,  ivo  also  das 
Weitere  über  die  beiden  bereits  erschienenen  Blinde  nachgesehen 
werden  kann.  Den  Pnriaetzungen  sehen  ivir  mit  griisslem  Ver- 
langen entgegen. 


Druckfehler. 


Im  LiUrar.  11».  Kr.CI.XXI.  S.T.  i 
Tbeil  XMfl,  S.ilH.  t.  U.  V.  n.  >  <ii 
Tholl  X.\\l.  S.  ^H.  ■£.  12. 14.  -il.  U 
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Einladung 

im  der  4tsteB  YcrwIiMg  der  de itsckra  Natwforseher 

■■d  Aente. 

Die  im  verflossenen  Jahre  in  Giessen  vereinigle 
398te  Versammlung  der  deutseben  Naturforscher  und 
Aerzte  bat  zu  dem  diesjährigen  Yersammlnngsorte  die 
Residenzstadt  Hannover  und  zu  Geschäftsführern  die 
Unterzeichneten  erwählt.  Wir  erfüllen  hiermit  die 
angenehme  Pflicht ,  deutsche  und  auslandische  Natur- 
forscher und  Aerzte,  souic  Freunde  der  Naturwissen- 
schaften zu  der  auf  die  Tage  von  Montag  den  18. 
bis  Sonnabend  den  23.  September  angesetzten 
Versammlung  ganz  ergebenst  einzuladen.  Das  Aufiiahms- 
bureau  wird  am  17.  September  Morgens  in  Stand  ge- 
setzt und  erofihet  sein  und  die  nöthige  und  sonst  er- 
wünschte Auskunft  ertheilt  werden. 

Zu  Wohnungen  bieten  die  zahlreichen  und  sehr 
guten  Gasthöfe  bequeme  Gelegenheit  dar:  ausserdem 
werden  eine  grosse  Anzahl  von  Privatwohnungen  nach- 
gewiesen werden  können,  zu  deren  Benutzung  jedoch 
eine  der  Ankunft  hieselbst  vorausgehende  Anmeldung 
erforderlich  sein  wird.  Indem  die  unterzeichneten  Ge- 
schäftsführer mit  Eifer  und  nach  besten  Kräften  den 
Bedürfiiissen  und  Wünschen  der  Versammlung  zu  ent- 
sprechen suchen  werden,  hoffen  sie  auf  zahlreiche 
Theilnahme« 

Hannover,  den  3ten  Junius  1865. 

Professor  Dr.  Krause,  Professor  Dr.  Karmarsch, 

Geheimor    Obor -Medicinnlrath.         Divector  der  polytechnischen  Schule. 


^ 


Jafl. 
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